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ДВОПАРАМЕТРИЧНI
МОДИФIКАЦIЇ СТАТИСТИК ЕНIОНIВУДК 538.9

У роботi розглянуто двопараметричнi моделi дробових статистик, якi спрямованi на
встановлення виразу для чисел заповнення вiльних енiонiв. Знайдено вiрiальнi коефiцiєн-
ти для таких типiв статистик: 𝜅-деформованi статистики Полiхронакоса i Голдейна–
Ву, модифiкованi з 𝑞-експонентою статистики Полiхронакоса i Голдейна–Ву в бозоннiй
границi, неповна та неадитивна статистика Джентiле для рiзних значень максималь-
ного заповнення рiвня. Встановлено та проаналiзовано зв’язок мiж рiзними типами
дробових статистик та статистикою енiонiв.
К люч о в i с л о в а: дробовi статистики, енiони, 𝜅-деформацiя, статистика Полiхронакоса,
статистика Голдейна–Ву, статистика Джентiле.

1. Вступ

В останнi десятилiття предметом дослiдження ста-
ли квантовi системи, якi пiдпорядковуються дро-
бовiй статистицi, до якої вiдомi рiзнi пiдходи [1, 2].

Методи, якi пов’язанi з дробовою статистикою,
виявились успiшними пiд час вивчення багатьох
явищ у фiзицi конденсованих систем: дробового
квантового ефекту Холла [3], високотемператур-
ної надпровiдностi [4], низькорозмiрних взаємодi-
ючих систем [5, 6], а також у таких несподiваних
областях, як моделi темної матерiї [7].

Бозе в 1924 р. [8] вивiв розподiл Планка, засто-
сувавши комбiнаторний пiдхiд до квантiв свiтла.
Згодом Айнштайн [9, 10] використав iдею Бозе та
отримав розподiл квантового iдеального газу ча-
стинок iз ненульовою масою спокою.

У 1926 р. Дiрак [11] та Фермi [12] отримали
функцiю розподiлу для частинок, якi пiдкоряю-
ться принципу заборони Паулi. У квантових систе-
мах розподiл виражається як функцiя енергiї, кра-
тностi виродження i кiлькостi частинок системи.
Для частинок, кiлькiсть яких у будь-якому ста-
нi необмежена, окремий випадок статистики – це
розподiл Бозе–Айнштайна, такi частинки назива-
ють бозонами. Якщо частинки пiдлягають прин-
ципу Паулi (тобто у певному станi може пере-
бувати лише одна частинка), то справедливим
є розподiл Фермi–Дiрака, а частинки називають
фермiонами.
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Джентiле у 1940 р. [13] зробив першу спробу уза-
гальнення статистики. Для його моделi характер-
ним є особливе заповнення енергетичних рiвнiв:
кiлькiсть частинок, якi можуть бути на певному
енергетичному рiвнi, обмежена деяким скiнченним
числом 𝑠, яке називають порядком статистики.

Мiргайм i Лайнос [14] у 1977 р. показали, що при
перестановцi двох частинок у двовимiрнiй систе-
мi фаза хвильової функцiї може набувати довiль-
них значень. Цi частинки отримали назву енiони
(англ. “anyon”, вiд “any” – “будь-який”), яку запро-
понував у 1982 р. Вiлчек [15]. Для таких двох ква-
зiчастинок результат перестановки дає |𝜓1𝜓2⟩ =
= 𝑒𝑖𝜋𝛼|𝜓2𝜓1⟩, де 𝛼 – параметр енiонної статисти-
ки, який є дiйсним числом, 𝛼 ∈ [0; 1] (mod 2).

Енiони – це тип квазiчастинок, якi спостерiгаю-
ться тiльки у двовимiрних системах з властивостя-
ми, вiдмiнними вiд властивостей фермiонiв i бозо-
нiв. Розглядають два типи енiонiв: абелевi та не-
абелевi [16, 17]. Збудження, що вiдповiдають абе-
левим енiонам, були виявленi експериментально,
вони вiдiграють важливу роль у дробовому кван-
товому ефектi Холла [18]. Неабелевi енiони зали-
шаються гiпотетичними i є областю активних до-
слiджень.

У 1991 р. Голдейн, запропонувавши вираз iнтер-
поляцiї мiж бозонною й фермiонною границями,
ввiв узагальнення принципу заборони Паулi, який
може стосуватися не одного, а декiлькох станiв
[19]. А в 1994 р. Ву [20] отримав функцiю розподiлу
дробової виключної статистики.
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Двопараметричнi статистики розглядали, зокре-
ма, у роботах [21, 22], де було показано, що взаємо-
дiючий газ композитних бозонiв (що складаються
iз двох фермiонiв або двох бозонiв) може алгебра-
їчно реалiзуватись за допомогою моделi деформо-
ваного бозе-газу зi структурною функцiєю, яка є
комбiнацiєю 𝑞-деформацiї та квадратичної полiно-
мiальної деформацiї. У нашiй роботi пiдхiд буде
ґрунтуватися на роботi [23], де двопараметричнi
дробовi статистики використано для моделювання
енiонiв.

Дотепер залишається невiдомим вираз для чи-
сел заповнення iдеального газу енiонiв. Це ускла-
днює аналiз їх термодинамiки, i статистико-
механiчна модель, яка б вiдповiдала енiонам – не-
вiдома [1]. Використання двопараметричної стати-
стики дозволяє забезпечити ефективний опис iз
точнiстю, вищою за звичайнi однопараметричнi.
Крiм того, розглянутi моделi можна застосовува-
ти в дослiдженнях взаємодiючих квантових газiв
[5, 24].

У роздiлi 2 коротко розглянуто загальнi спiввiд-
ношення вiрiальних i кластерних розкладiв, а та-
кож вiрiальнi коефiцiєнти енiонiв. У роздiлi 3 про-
аналiзовано модифiкацiї статистик та наведено чи-
словi результати розрахункiв вiрiальних коефiцi-
єнтiв для шести статистик. Дослiджено модифiко-
вану статистику Полiхронакоса з 𝑞-експонентою у
бозоннiй границi. Роздiл 4 присвячено встановлен-
ню зв’язкiв мiж параметрами енiонної статистики
та iншими типами дробових статистик. Отриманi
результати пiдсумовано у Висновках.

2. Вiрiальнi та кластернi розклади

2.1. Загальнi спiввiдношення

Вiрiальний розклад для рiвняння стану двовимiр-
ної системи можна записати у виглядi:

𝑝

𝑇
= 𝜌2[1 + 𝑏2(𝜌2𝜆

2) + 𝑏3(𝜌2𝜆
2)2 + ...], (1)

де 𝑝 – тиск, 𝑇 – абсолютна температура, 𝜌2 = 𝑁
𝐴 –

двовимiрна густина (концентрацiя) системи, а

𝜆 =

(︂
2𝜋~2

𝑚𝑇

)︂1/2
(2)

– довжина теплової хвилi де Бройля. Множники
𝑏𝑗 – безрозмiрнi 𝑗-тi вiрiальнi коефiцiєнти. Прига-

даємо, який вигляд має вiрiальний розклад iдеаль-
ного двовимiрного газу зi статистикою Фермi або
Бозе [1]:

𝑝

𝑇
= 𝜌2

(︂
1± 1

4
𝜌2𝜆

2 + ...

)︂
, (3)

де верхнiй знак вiдповiдає фермiонам (F), а ни-
жнiй – бозонам (B). Легко переконатись, що другi
вiрiальнi коефiцiєнти будуть такими:

𝑏F2 = +
1

4
, 𝑏B2 = −1

4
. (4)

Скористаємося кластерним розкладом для знахо-
дження вiрiальних коефiцiєнтiв. Запишемо рiвня-
ння стану через велику статистичну суму Ξ:

𝑝

𝑇
=

1

𝐴
ln Ξ(𝑧, 𝑉, 𝑇 ), (5)

де 𝑧 – активнiсть, що виражається через хiмiчний
потенцiал 𝜇 як 𝑧 = 𝑒𝜇/𝑇 . Густина дорiвнює:

𝜌2 =
𝑁

𝐴
= 𝑧

𝜕

𝜕𝑧

(︂
1

𝐴
ln Ξ

)︂
𝐴,𝑇

= 𝑇
𝜕

𝜕𝜇

(︂
1

𝐴
ln Ξ

)︂
𝐴,𝑇

. (6)

Застосовуючи кластерний розклад

𝑝

𝑇
=

1

𝐴
ln Ξ =

∞∑︁
ℓ=1

𝐵ℓ𝑧
ℓ (7)

до рiвняння стану, отримуємо

∞∑︁
ℓ=1

𝐵ℓ𝑧
ℓ=

(︃ ∞∑︁
ℓ=1

ℓ𝐵ℓ𝑧
ℓ

)︃[︃
1 + 𝑏2𝜆

2

(︃ ∞∑︁
ℓ=1

ℓ𝐵ℓ𝑧
ℓ

)︃
+ ...

]︃
,

звiдки знайдемо зв’язок мiж вiрiальними i кла-
стерними коефiцiєнтами.

Другий, третiй та четвертий вiрiальнi коефiцi-
єнти мають вигляд [25]:

𝑏2𝜆
2 = −𝐵2

𝐵2
1

, 𝑏3𝜆
4 = −2

𝐵3

𝐵3
1

+ 4
𝐵2

2

𝐵4
1

,

𝑏4𝜆
6 = −3

𝐵4

𝐵4
1

+ 18
𝐵2𝐵3

𝐵4
1

− 20
𝐵3

2

𝐵6
1

,

(8)

i для вищих вiрiальних коефiцiєнтiв аналогiчно
можна одержати результати, прирiвнюючи коефi-
цiєнти при однакових степенях 𝑧.
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2.2. Вiрiальнi коефiцiєнти енiонiв

Для знаходження вiрiальних коефiцiєнтiв енiонiв
потрiбно використати той факт, що велика стати-
стична сума може бути записана у виглядi нескiн-
ченного ряду за статистичними сумами 𝑍𝑁 систе-
ми 𝑁 частинок:

Ξ =

∞∑︁
𝑁=0

𝑧𝑁𝑍𝑁 , 𝑍0 ≡ 1. (9)

Iз кластерного розкладу (7) матимемо кластернi
iнтеграли в термiнах статистичних сум [1]:

𝐵1 =
𝑍1

𝐴
, 𝐵2 =

2𝑍2 − 𝑍2
1

2𝐴
,

𝐵3 =
3𝑍3 − 3𝑍2𝑍1 + 𝑍3

1

3𝐴
, ... .

(10)

За допомогою формул (8), (10) обчислюємо дру-
гий вiрiальний коефiцiєнт iдеального енiонного
газу:

𝑏2 = − 𝐴

𝜆2
(2𝑍2 − 𝑍2

1 )

2𝑍2
1

. (11)

Iдеальний енiонний газ далi розглядаємо як взає-
модiючий бозе-газ [1]. Зважаючи на це, перепише-
мо вираз (11), розбивши його на двi частини:

𝑏2(𝛼) = 𝑏2(0)−
𝐴

𝜆2
𝑍2(𝛼)− 𝑍2(0)

𝑍2
1

, (12)

де 𝑏2(0), 𝑍2(0) вiдповiдають iдеальному бозе-
газовi, а параметр 𝛼 ∈ [0; 1]. Тут використано той
факт, що одночастинкова статистична сума 𝑍1 не
залежить вiд статистики, тобто є однаковою для
фермiонiв, бозонiв та енiонiв. Варто зауважити, що
всi вирази розглядаються лише в термодинамiчнiй
границi 𝐴→ ∞.

Для зручностi розгляду задачi помiстимо систе-
му в осциляторний потенцiал iз частотою 𝜔 у ролi
регулятора. Враховуючи спектр одночастинкової
задачi 𝐸𝑛 = (𝑛 + 1)~𝜔 та спектр задачi двох енiо-
нiв, який має двi гiлки [1]:
𝐸

(1)
𝑛 = (2𝑛+ 1 + 𝛼)~𝜔 з виродженням 𝑛+ 1,

𝐸
(2)
𝑛 = (2𝑛+ 1− 𝛼)~𝜔 з виродженням 𝑛,

де 𝑛 = 0, 1, 2, 3, ..., пiсля низки перетворень отри-
маємо точний вираз для другого вiрiального кое-
фiцiєнта iдеального енiонного газу [1, 26]:

𝑏anyon2 (𝛼) = −1

4
(1− 4𝛼+ 2𝛼2), (13)

де взято до уваги другий вiрiальний коефiцiєнт
iдеального бозе-газу (4) 𝑏2(0) = −1/4. Цiкавим фа-
ктом є те, що при 𝛼 = 1 ми отримуємо правильну
фермiонну границю (4).

На жаль, задача бiльшої кiлькостi енiонiв то-
чно не розв’язується, але вiдомi результати для ви-
щих вiрiальних коефiцiєнтiв на пiдставi числових
розрахункiв. Третiй коефiцiєнт енiонiв має вигляд
[26]:

𝑏anyon3 (𝛼) =
1

36
+

sin2 𝜋𝛼

12𝜋2
+ 𝑐3 sin

4 𝜋𝛼, (14)

де

𝑐3 = −(1,652± 0,012) · 10−5.

Четвертий вiрiальний коефiцiєнт енiонiв [27]:

𝑏anyon4 (𝛼) =
sin2 𝜋𝛼

16𝜋2

(︃
ln(

√
3 + 2)√
3

+ cos𝜋𝛼

)︃
+

+ (𝑐4 + 𝑑4 cos𝜋𝛼) sin
4 𝜋𝛼, (15)

де константи
𝑐4 = −0,0053± 0,0003; 𝑑4 = −0,0048± 0,0009.

3. Модифiкацiї статистик

3.1. Вирази для чисел заповнення

Розглянемо модифiкацiї дробових статистик на
основi таких трьох загальних виразiв для чисел за-
повнення, порiвн. [23].

Перший

𝑛P𝑗 =
1

𝑧−1𝑋(𝜀𝑗) + 𝑌
(16)

узагальнює стандартнi Бозе (Фермi) статистики
при 𝑋(𝜀𝑗) = 𝑒

𝜀𝑗
𝑇 та 𝑌 = −1 (𝑌 = +1), i визна-

чає дробову статистику Полiхронакоса [28], якщо
𝑌 = −𝛾 = const ̸= ±1.

Другий – це модифiкована статистика Голдей-
на–Ву [19, 20], яка представлена у виглядi

𝑛HW
𝑗 =

1

𝑤[𝑧−1𝑋(𝜀𝑗)] + 𝑔
, (17)

де функцiя 𝑤(𝜉) – розв’язок трансцендентного рiв-
няння

𝑤𝑔(1 + 𝑤)1−𝑔 = 𝜉, (18)

який можна отримати за допомогою певного ви-
разу для кiлькостi мiкростанiв квантової системи
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багатьох тiл, що забезпечує iнтерполяцiю мiж бо-
зонами i фермiонами.

Легко переконатися, що при 𝑔 = 0 отримаємо
𝑤(𝜉) = 𝜉 − 1 – тобто розподiл Бозе, а при 𝑔 = 1
будемо мати 𝑤(𝜉) = 𝜉, тобто розподiл Фермi.

У границi 𝜉 → ∞ розв’язком рiвняння буде
𝑤(𝜉) ≃ 𝜉, що дає

𝑛𝑗 = 𝑒−(𝜀𝑗−𝜇)/𝑇 (19)

– розподiл Больцмана, який не залежить вiд пара-
метра статистики 𝑔.

Третiй вираз – статистика Джентiле [13]:

𝑛G𝑗 =
1

𝑧−1𝑋(𝜀𝑗)− 1
− (𝑠+ 1)

𝑧−(𝑠+1)𝑋(𝑠+1)(𝜀𝑗)− 1
. (20)

Нескладно переконатись, що, дiйсно, при 𝑠 = 1 ма-
ємо розподiл Фермi, а при 𝑠 = ∞ – розподiл Бозе.

Додатково до параметрiв 𝛾, 𝜅 або 𝑠 у даних ста-
тистиках можна ввести в модель другий параметр
деформацiї [23].

У цiй роботi розглядаються такi модифiкацiї: 𝜅-
експонента з’явиться замiсть звичайного больцма-
нiвського фактора 𝑒𝜀/𝑇 у 𝜅-деформованих стати-
стиках та замiна 𝑒𝑥 на 𝑒𝑞𝑥 неповних статистиках
[29, 30]. Також буде розглянуто два варiанти так
званих 𝑞-експонент.
𝜅-експонента записується у виглядi [31, 32]:

exp𝜅(𝑥) =
(︁√︀

1 + 𝜅2𝑥2 + 𝜅𝑥
)︁1/𝜅

. (21)

Розклад рiвнянь (16), (17), (20) за активнiстю 𝑧
визначається за формулами [33]:

𝑛P𝑗 =

∞∑︁
𝑙=1

(−1)𝑙−1𝑌
𝑙−1

𝑋 𝑙
𝑧𝑙 =

=
1

𝑋
𝑧 − 𝑌

𝑋2
𝑧2 +

𝑌 2

𝑋3
𝑧3 ∓ ..., (22)

𝑛HW
𝑗 =

∞∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚
Γ[𝑔(𝑚+ 1)]

𝑛!Γ[𝑔(𝑚+ 1)−𝑚]

𝑧𝑚+1

𝑋𝑚+1
=

=
1

𝑋
𝑧 − (2𝑔 − 1)

𝑋2
𝑧2 +

(3𝑔 − 2)(3𝑔 − 1)

2!𝑋3
𝑧3 ∓ ..., (23)

𝑛G𝑖 =

∞∑︁
𝑙=1

(−1)𝑙−1 𝑧
𝑙

𝑋 𝑙
− (𝑠+ 1)

∞∑︁
𝑙=1

(−1)𝑙−1 𝑧
𝑙(𝑠+1)

𝑋 𝑙(𝑠+1)
=

=

(︂
1

𝑋
𝑧 − 1

𝑋2
𝑧2 +

1

𝑋3
𝑧3 ∓ ...

)︂
−

− (𝑠+ 1)

(︂
1

𝑋𝑠+1
𝑧(𝑠+1) − 1

𝑋2(𝑠+1)
𝑧2(𝑠+1) ± ...

)︂
. (24)

Для простоти, пiдсумовування за рiвнями
∑︀

𝑗 в
рiвняннях

𝑁 =
∑︁
𝑗

𝑔𝑗𝑛𝑗 ,
𝑁

𝐴
=

1

𝐴

∑︁
𝑗

𝑔𝑗𝑛𝑗 =

∞∑︁
𝑙=1

𝑙𝐵𝑙𝑧
𝑙 (25)

замiнимо iнтегруванням за енергiєю. Густина ста-
нiв функцiї 𝐺(𝜀) у двовимiрному iдеальному газi
частинок, що мають масу 𝑚, рiвна 𝐺(𝜀) = 𝑚𝐴

2𝜋~2 =
= const [34], порiвн. також [1, c. 150] або [35, c. 22]:

∑︁
𝑗

... =

∞∫︁
0

𝑑𝜀 𝐺(𝜀)... . (26)

Використовуючи рiзнi представлення для функцiї
𝑋, кластернi iнтеграли 𝐵𝑙 легко обчислити за до-
помогою розкладiв у ряди (22)–(24) та отримати
вiрiальнi коефiцiєнти з рiвнянь (8).

Далi наведемо результати розрахункiв вiрiаль-
них коефiцiєнтiв для кiлькох статистик.

3.2. Результати вiрiальних коефiцiєнтiв
∙ 𝜅-деформована статистика Полiхронакоса (𝜅-
deformed Polychronakos statistics, 𝜅PS). Для цього
типу статистики

𝑋(𝜀) = 𝑒
𝜀
𝑇
𝜅 =

(︃√︂
1 + 𝜅2

𝜀2

𝑇 2
+ 𝜅

𝜀

𝑇

)︃1/𝜅
, 𝑌 = −𝛾, (27)

кластернi iнтеграли:

𝐵1𝜆
2 = − 1

𝜅2 − 1
, 𝐵2𝜆

2 = − 𝛾

𝜅2 − 4
,

𝐵3𝜆
2 = − 𝛾2

𝜅2 − 9
, ...

(28)

i другий та третiй вiрiальнi коефiцiєнти:

𝑏𝜅PS
2 = −𝛾 (𝜅

2 − 1)2

(𝜅2 − 4)
;

𝑏𝜅PS
3 = 2𝛾2(𝜅2 − 1)4

[︂
2

(𝜅2 − 4)2
− 1

(𝜅2 − 9)(𝜅2 − 1)

]︂
.

(29)

∙ 𝜅-деформована статистика Голдейна–Ву (𝜅-de-
formed Haldane–Wu statistics, 𝜅HWS). Для цього
типу статистики

𝑋(𝜀) = 𝑒
𝜀
𝑇
𝜅 =

(︃√︂
1 + 𝜅2

𝜀2

𝑇 2
+ 𝜅

𝜀

𝑇

)︃1/𝜅
, (30)
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кластернi iнтеграли:

𝐵1𝜆
2 = − 1

𝜅2 − 1
, 𝐵2𝜆

2 =
(2𝑔 − 1)

𝜅2 − 4
,

𝐵3𝜆
2 = − (3𝑔 − 2)(3𝑔 − 1)

2!(𝜅2 − 9)
, ...

(31)

i другий та третiй вiрiальнi коефiцiєнти:

𝑏𝜅HWS
2 = −(2𝑔 − 1)

(𝜅2 − 1)2

𝜅2 − 4
;

𝑏𝜅HWS
3 = (𝜅2 − 1)4

[︂
4(2𝑔 − 1)2

(𝜅2 − 4)2
− (3𝑔 − 2)(3𝑔 − 1)

(𝜅2 − 9)(𝜅2 − 1)

]︂
.

(32)

∙ Неповна статистика Джентiле (Incomplete
Gentile statistics, IGS). Для цього типу статистики

𝑋 = 𝑒
𝑞𝜀
𝑇 , (33)

розглянемо кластернi iнтеграли i другий та третiй
вiрiальнi коефiцiєнти для рiзних значень 𝑠.
⋆ s = 2:
кластернi iнтеграли:

𝐵1𝜆
2 =

1

𝑞
, 𝐵2𝜆

2 =
1

4𝑞
, 𝐵3𝜆

2 = − 2

9𝑞
, ... (34)

другий та третiй вiрiальнi коефiцiєнти:

𝑏IGS2
2 = −𝑞

4
; 𝑏IGS2

3 =
25

36
𝑞2. (35)

⋆ s = 3:
кластернi iнтеграли:

𝐵1𝜆
2 =

1

𝑞
, 𝐵2𝜆

2 =
1

4𝑞
, 𝐵3𝜆

2 =
1

9𝑞
, ... (36)

другий та третiй вiрiальнi коефiцiєнти:

𝑏IGS3
2 = −𝑞

4
; 𝑏IGS3

3 =
𝑞2

36
. (37)

⋆ s = 4:
кластернi iнтеграли:

𝐵1𝜆
2 =

1

𝑞
, 𝐵2𝜆

2 =
1

4𝑞
, 𝐵3𝜆

2 =
1

9𝑞
, ... (38)

другий та третiй вiрiальнi коефiцiєнти:

𝑏IGS4
2 = −𝑞

4
; 𝑏IGS4

3 =
𝑞2

36
. (39)

∙ Неадитивна статистика Джентiле (Nonadditive
Gentile statistics, NGS). Для цього типу статистики
використаємо так звану 𝑞-експоненту Цаллiса [36]:

𝑒𝑥𝑞 = [1 + (1− 𝑞)𝑥]
1

1−𝑞 , (40)

якщо аргумент у квадратних дужках бiльший за
нуль i 𝑒𝑥𝑞 = 0 у протилежному випадку. Тодi

𝑋(𝜀) = 𝑒
𝜀
𝑇
𝑞 =

[︁
1 + (1− 𝑞)

𝜀

𝑇

]︁ 1
1−𝑞

. (41)

Розглянемо кластернi iнтеграли i другий та третiй
вiрiальний коефiцiєнт для рiзних значень 𝑠.
⋆ s = 2:
кластернi iнтеграли:

𝐵1𝜆
2 =

1

𝑞
, 𝐵2𝜆

2 =
1

2(1 + 𝑞)
,

𝐵3𝜆
2 = − 2

3𝑞(2 + 𝑞)
, ...,

(42)

другий та третiй вiрiальнi коефiцiєнти:

𝑏NGS2
2 = − 𝑞2

2(1 + 𝑞)
;

𝑏NGS2
3 =

𝑞2

4

[︂
16

3(2 + 𝑞)
+

1

(1 + 𝑞)2

]︂
.

(43)

⋆ s = 3:
кластернi iнтеграли:

𝐵1𝜆
2 =

1

𝑞
, 𝐵2𝜆

2 =
1

2(1 + 𝑞)
,

𝐵3𝜆
2 =

1

3(2 + 𝑞)
, ...,

(44)

другий та третiй вiрiальнi коефiцiєнти:

𝑏NGS3
2 = − 𝑞2

2(1 + 𝑞)
;

𝑏NGS3
3 = 𝑞4

[︂
1

(1 + 𝑞)2
− 2

3𝑞(2 + 𝑞)

]︂
.

(45)

⋆ s = 4:
кластернi iнтеграли:

𝐵1𝜆
2 =

1

𝑞
, 𝐵2𝜆

2 =
1

2(1 + 𝑞)
,

𝐵3𝜆
2 =

1

3(2 + 𝑞)
, ...,

(46)
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другий та третiй вiрiальнi коефiцiєнти:

𝑏NGS4
2 = − 𝑞2

2(1 + 𝑞)
;

𝑏NGS4
3 = 𝑞4

[︂
1

(1 + 𝑞)2
− 2

3𝑞(2 + 𝑞)

]︂
.

(47)

Зрозумiло, що статистика Джентiле з 𝑠 ≥ 4 збi-
гатиметься зi статистикою Бозе принаймнi з точнi-
стю до четвертого вiрiального коефiцiєнта.

3.3. 𝑞-експонента у бозоннiй границi
статистик Полiхронакоса i Голдейна–Ву

У задачах, пов’язаних iз так званими 𝑞-
деформованими комутаторами

[𝐴,𝐵]𝑞 = 𝐴𝐵 − 𝑞𝐵𝐴,

виникають деформованi експоненти iншого типу
порiвняно з тими, якi ми розглядали у попереднiх
роздiлах [37]. Для цих 𝑞-експонент будемо викори-
стовувати позначення:

𝐸𝑥
𝑞 =

∞∑︁
𝑗=0

𝑥𝑗
[𝑗]𝑞!

, (48)

де 𝑞-факторiал задано формулою

[𝑗]𝑞! = [𝑗]𝑞[𝑗 − 1]𝑞 ... [1]𝑞, (49)

що мiстить 𝑞-аналог числа 𝑛:

[𝑛]𝑞 =
𝑞𝑛 − 1

𝑞 − 1
= 1 + 𝑞 + 𝑞2 + ...+ 𝑞𝑛−1. (50)

Загальний вигляд розкладу 𝑞-експоненти в ряд:

𝐸𝑥
𝑞 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛
(𝑞 − 1)𝑛

(𝑞𝑛 − 1)(𝑞𝑛−1 − 1) ... (𝑞 − 1)
=

=

∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛
𝑞 − 1

𝑞𝑛 − 1

𝑞 − 1

𝑞𝑛−1 − 1
...

𝑞 − 1

𝑞2 − 1

𝑞 − 1

𝑞 − 1
. (51)

Таким чином, 𝐸𝑥
𝑞 можна записати як

𝐸𝑥
𝑞 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛
1

(1 + ...+ 𝑞𝑛−1)(1 + ...+ 𝑞𝑛−2) ... (1 + 𝑞)1
.

У границi 𝑞 → 1 зобразимо функцiю 𝐸𝑥
𝑞 у вигля-

дi ряду:

𝐸𝑥
𝑞 = 𝑓0(𝑥) + (𝑞 − 1)𝑓1(𝑥) + (𝑞 − 1)2𝑓2(𝑥) + ... . (52)

Пiдставивши 𝑞 = 1, отримали вираз для 𝑓0(𝑥):

𝑓0(𝑥) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛
1

𝑛!
= 𝑒𝑥. (53)

Можна також показати, що наступнi члени роз-
кладу дадуть такi коефiцiєнтнi функцiї:

𝑓1(𝑥) = −𝑥
2

4
𝑒𝑥, (54)

𝑓2(𝑥) =
𝑥2

8

[︂
1 +

17

9
𝑥+

59

36
𝑥2 +

31

36
𝑥3 +

17

54
𝑥4 +

+
47

540
𝑥5 +

83

4320
𝑥6 + ...

]︂
. (55)

Модифiкована з цiєю експонентою статистика
Полiхронакоса визначається так:

𝑛𝑞P𝑗 =
1

𝑧−1𝐸
𝜀𝑗/𝑇
𝑞 − 𝛾

, (56)

а вiдповiдна статистика Голдейна–Ву буде

𝑛𝑞HW
𝑗 =

1

𝑤[𝑧−1𝐸
𝜀𝑗/𝑇
𝑞 ] + 𝑔

. (57)

Детальнiший аналiз цих статистик наведено в на-
ступному роздiлi.

4. Встановлення зв’язку мiж енiонною
та iншими типами статистик

Пiсля описiв статистик, отримавши вирази для вi-
рiальних коефiцiєнтiв, можемо встановити вiдпо-
вiднiсть мiж енiонною статистикою та iншими ви-
дами дробових статистик.

Для цього потрiбно провести таку процедуру:
прирiвнюємо другий та третiй вiрiальнi коефiцi-
єнти енiонiв i вiдповiдної статистики, отримаємо
систему рiвнянь{︃
𝑏2 = 𝑏anyon2 ,

𝑏3 = 𝑏anyon3 .
(58)

Вiдповiдно будемо мати два рiвняння на два па-
раметри (𝜅, 𝛾, ...). Отримавши цi параметри ста-
тистики (𝜅, 𝛾, ...) при рiзних значеннях енiонного
параметра 𝛼 ∈ [0, 1], можемо знайти значення че-
твертого вiрiального коефiцiєнта, який покаже, на-
скiльки запропонованi двопараметричнi статисти-
ки вiдрiзняються вiд енiонної.
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Рис. 1. Параметри 𝜅2 (a) i 𝑔 (б ) у 𝜅-деформованiй стати-
стицi Голдейна–Ву як функцiї параметра енiонiв 𝛼
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Рис. 2. Четвертий вiрiальний коефiцiєнт у рiзних стати-
стиках: 1 – енiони; 2 – 𝜅-деформована статистика Голдейна–
Ву; 3 – 𝜅-деформована статистика Полiхронакоса; 4 – ста-
тистика Джентiле з 𝑠 > 3 (тут еквiвалентно статистицi Бо-
зе); 5 – статистика Голдейна–Ву, деформована експонентою
Цаллiса [23]

Числовi розрахунки показують, що замiна 𝑞-
експоненти Цаллiса на 𝜅-експоненту дає результа-
ти, якi якiсно збiгаються з отриманими у працi [23]
для модифiкацiй статистик Полiхронакоса та Гол-
дейна–Ву. При цьому виявляється, що параметр
𝜅2 < 0, тобто 𝜅 – уявна величина. Однак такий ре-
зультат не повинен становити труднощiв, оскiльки
комплекснi параметри у дробових статистиках мо-
жуть виникати у рiзних контекстах [34, 38, 39].

На рис. 1 зображено залежнiсть параметрiв 𝜅2

i 𝑔 у 𝜅-деформованiй статистицi Голдейна–Ву вiд
енiонного параметра 𝛼.

На рис. 2 показано порiвняння четвертого вiрi-
ального коефiцiєнта у рiзних дробових статисти-
ках. Цiкаво зауважити, що в усiх дослiджених ста-
тистиках поведiнка 𝑏4 якiсно вiдрiзняється вiд ре-
зультату енiонiв – у бозоннiй границi вони мають
рiзнi знаки. Єдиним винятком є статистика Джен-
тiле з 𝑠 = 4 з 𝑞-експонентою Цаллiса, а фактично –
деформована статистика Бозе.

У промiжному розподiлi, що вiдповiдає стати-
стицi Джентiле, де максимальна заселенiсть рiвнiв
обмежена числом 𝑠, ми розглянули рiзнi значення
𝑠 = 2, 3, 4. Фактично, кожен iз вiдповiдних вира-
зiв для чисел заповнення – це окремий розподiл, у
якому деформацiя експоненти дає один параметр.
Його ми пов’язували з енiонним 𝛼, прирiвнюючи
другi вiрiальнi коефiцiєнти

𝑏2 = 𝑏anyon2 . (59)

Вiдповiдно вже третiй вiрiальний коефiцiєнт вiд-
рiзнявся вiд енiонного, як наведено на рис. 3.

Проте, як сказано вище, поведiнка четвертого
вiрiального коефiцiєнта при 𝑠 > 3 якiсно збiгає-
ться з енiонним, що дає пiдстави в майбутньому
розглядати цю модель як основу для подальших
модифiкацiй.

Далi наведемо числовi результати для статисти-
ки Полiхронакоса з 𝑞-експонентою 𝐸𝑥

𝑞 (48). Роз-
кладаючи вираз (56) у ряд за 𝑧, для кластерних
iнтегралiв будемо мати з точнiстю до другого по-
рядку за малими поправками (𝑞 = 1+𝜃, 𝛾 = 1+𝜂):

𝐵1 = 1 +
1

2
𝜂 + 𝜂2𝑃1,

𝐵2 =
1

2

[︂
1

2
+

1

2
𝜃 +

1

8
𝜂 +

1

8
𝜂𝜃 + 𝜂2

(︂
9

64
+ 𝑃2

)︂]︂
,

𝐵3=
1

3

[︂
1

3
+

2

3
𝜃 +

1

3
𝜃2 +

1

18
𝜂 +

1

9
𝜂𝜃 + 𝜂2

(︂
1

27
+ 𝑃3

)︂]︂
,
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Рис. 3. Третiй вiрiальний коефiцiєнт у рiзних варiантах
статистики Джентiле з експонентою Цаллiса. Пунктирна
лiнiя – 𝑠 = 2, штрих-пунктирна – 𝑠 > 2, суцiльна – енiони

𝐵4 =
1

4

[︂
1

4
+

3

4
𝜃 +

3

4
𝜃2 +

3

32
𝜂𝜃 + 𝜂2

(︂
15

1024
+ 𝑃4

)︂]︂
,

де

𝑃𝑗 = −𝑗
∞∫︁
0

𝑒−(𝑗+1)𝑥𝑓2(𝑥) 𝑑𝑥,

𝑃1 = −1,09993..., 𝑃2 = −0,181866...,

𝑃3 = −0,272799..., 𝑃4 = −0,0813217... .

Звiдси вiрiальнi коефiцiєнти:

𝑏𝑞P2 = −1

4
− 𝜃

4
+

3𝜂

16
+

(︂
3

16
𝜃𝜂 − 0,654347𝜂2

)︂
,

𝑏𝑞P3 =
1

36
+

𝜃

18
− 17

216
𝜂 +

(︂
𝜃2

36
− 17

108
𝜃𝜂 + 0,595426𝜂2

)︂
.

(60)

На рис. 4 наведено залежностi поправок 𝜃 та 𝜂
вiд енiонного параметра 𝛼. Можна зауважити, що
малими цi поправки є лише в безпосередньому око-
лi бозонної границi 𝛼→ 0.

На рис. 5 наведено залежнiсть четвертого вiрi-
ального коефiцiєнта модифiкованої з 𝑞-експонен-
тою статистики Полiхронакоса вiд енiонного па-
раметра 𝛼.

Проводячи аналогiчнi викладки для статистики
Голдейна–Ву з 𝑞-експонентою 𝐸𝑥

𝑞 (48), пiсля роз-
кладу за малим параметром 𝑔 та малим вiдхилен-
ням 𝜃 = 𝑞 − 1

𝑏𝑞HW
2 = −1

4
+
𝑔

2
+ 0,00144676 𝜃 −

− 0,00289352 𝑔𝜃 − 0,459052 𝜃2, (61)
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Рис. 4. Залежнiсть малих поправок у статистицi Полiхро-
накоса з 𝑞-експонентою (48) вiд параметра енiонiв
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Рис. 5. Четвертий вiрiальний коефiцiєнт у статистицi По-
лiхронакоса з 𝑞-експонентою (48). Суцiльна лiнiя – резуль-
тат для енiонiв, штрих-пунктирна лiнiя – лiнiйне наближе-
ння за 𝜃, 𝜂, пунктирна лiнiя – квадратичне наближення за
𝜃, 𝜂
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Рис. 6. Четвертий вiрiальний коефiцiєнт у статистицi
Голдейна–Ву з 𝑞-експонентою (48). Суцiльна лiнiя – резуль-
тат для енiонiв, пунктирна лiнiя – квадратичне наближення
за 𝑔, 𝜃
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𝑏𝑞HW
3 =

1

36
+ 0,00145216 𝜃 −

− 0,00798148 𝑔𝜃 + 0,225433 𝜃2. (62)

Порiвняння четвертого вiрiального коефiцiєнта
у цiй статистицi з енiонним наведено на рис. 6.

Як показують рис. 5, 6, i в останнiх двох аналi-
зованих статистиках четвертий вiрiальний коефi-
цiєнт має знак, протилежний до енiонного 𝑏anyon4 .
Незважаючи на це, такi результати, подiбно до
отриманих у працi [23], забезпечують вiдтворення
термодинамiчних функцiй енiонiв з точнiстю, яка
перевищує доступнi експериментальнi вимiрюван-
ня [40].

5. Висновки

У роботi розглянуто дробовi статистики, якi уза-
гальнюють квантовi розподiли Бозе–Айнштайна i
Фермi–Дiрака. Подано iнформацiю про вiрiальнi
та кластернi розклади, вiрiальнi коефiцiєнти енiо-
нiв, а далi увагу зосереджено на модифiкацiях
трьох статистик, а саме: Полiхронакоса, Голдейна–
Ву та Джентiле.

Знайдено кластернi iнтеграли та вiрiальнi кое-
фiцiєнти для семи типiв статистик: неповна та 𝜅-
деформована статистика Полiхронакоса; неповна
та 𝜅-деформована статистика Голдейна–Ву; непов-
на та неадитивна статистика Джентiле для рiзних
значень 𝑠. А також розглянуто модифiковану ста-
тистику Полiхронакоса з 𝑞-експонентою у бозоннiй
границi.

Чисельнi результати наведено для таких стати-
стик: 𝜅-деформованi статистики Голдейна–Ву та
Полiхронакоса, статистика Джентiле з експонен-
тою Цаллiса при 𝑠 = 2, 3, 4; малих поправок у ста-
тистицi Полiхронакоса з 𝑞-експонентою. Виявляє-
ться, що жодна з узагальнених статистик не дає
точної вiдповiдностi з енiонною [1], i лише деякi
види статистик вдається частково зiставити з нею,
але з певною точнiстю – до третього вiрiального
коефiцiєнта включно, що пiдтверджує попереднi
результати [23].

Отриманi висновки вiдкривають можливостi
для подальших дослiджень розглянутої проблеми
у кiлькох напрямках, зокрема, вивчення двопара-
метричних модифiкацiй статистики Бозе (Джентi-
ле при 𝑠 > 3) та конструювання виразу для чисел
заповнення через ряди за малими поправками.

Публiкацiя мiстить результати дослiджень,
проведених за часткової ґрантової пiдтримки
Державного фонду фундаментальних дослiджень
за конкурсним проектом Ф64/41-2015 (№ держ-
реєстрацiї 0115U004838).
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ДВУПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ МОДИФИКАЦИИ
СТАТИСТИК ЭНИОНОВ

Р е з ю м е

В работе рассмотрены двупараметрические модели дроб-
ных статистик, направленные на установление выражения
для чисел заполнения свободных энионов. Найдены вири-

альные коэффициенты для следующих типов статистик: 𝜅-
деформированные статистики Полихронакоса и Холдейна–
Ву, модифицированные с 𝑞-экспонентой статистики Поли-
хронакоса и Холдейна–Ву в бозонном пределе, неполная и
неаддитивная статистика Джентиле для разных значений
максимального заполнения уровня. Установлена и проана-
лизирована связь между различными типами дробных ста-
тистик и статистикой энионов.

M.Hornetska, A.Rovenchak

TWO-PARAMETER MODIFICATIONS
OF ANYONIC STATISTICS

S u m m a r y

Two-parameter models of fractional statistics aimed at find-

ing an expression for the occupation numbers of free anyons

have been considered. Virial coefficients are found for statis-

tics of several types: 𝜅-deformed Polychronakos and Haldane–

Wu statistics, Polychronakos and Haldane–Wu statistics mod-

ified with the 𝑞-exponential in the bosonic limit, and incom-

plete and nonadditive Gentile statistics for various level-filling

maxima. A relation between the anyonic statistics and various

statistics of fractional types is found and analyzed.
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