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ВПЛИВ МАГНIТНОЇ СКЛАДОВОЇ ПОЛЯ
НА РОЗСIЯННЯ ЕЛЕКТРОМАГНIТНОЇ ХВИЛI
МЕТАЛЕВИМ НАНОЕЛIПСОЇДОМУДК 538.9

У рамках кiнетичного пiдходу дослiджено вплив магнiтного дипольного моменту аси-
метричної металевої наночастинки на розсiяння електромагiтного випромiнювання.
Для частинок сфероїдальної форми отриманi аналiтичнi вирази для перерiзу розсiян-
ня та проаналiзована їхня залежнiсть вiд довжини хвилi падаючого випромiнювання
i ексцентриситету сфероїда. Показано, що в дiапазонi частот, далеких вiд плазмових
резонансiв, внесок магнiтного моменту в розсiяння одного порядку величини з електри-
чним, причому вiдношення магнiтного розсiяння до електричного стає максимальним,
коли частинка має форму сфери. Крiм того, всi розрахунки виконанi для довiльного
спiввiдношення мiж розмiром частинки i довжиною вiльного пробiгу електрона, що
дає можливiсть порiвняти результати з теорiєю Мi у випадку домiнуючої ролi розсi-
яння електронiв в об’ємi наночастинки.
К люч о в i с л о в а: електромагнiтне випромiнювання, металева наночастинка, нано-
елiпсоїд.

1. Вступ

Оптичним властивостям наночастинок останнiми
роками була присвячена величезна кiлькiсть дослi-
джень. Досить лише навести низку робiт, присвя-
чених рiзним аспектам цiєї проблеми, як-от: вплив
поверхневих плазмонiв на поглинання та розсiян-
ня свiтла [1–3], нелiнiйнi ефекти у динамiцi швид-
ких електронних процесiв [4, 5], генерацiя силь-
ного ультрафiолетового випромiнювання метале-
вими наноструктурами [6], оптичний розiгрiв пла-
змонних наночастинок [7], тощо. Детальний огляд
як останнiх результатiв, так i теорiй, якi вже ста-
ли класичними, можна знайти, наприклад, в робо-
тах [8, 9].

Якщо розмiр металевої наночастинки менший за
довжину електромагнiтної хвилi, то оптичнi вла-
стивостi таких об’єктiв починають суттєво зале-
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жати вiд їхньої форми. Наприклад, вiдомо, що
поглинання та розсiяння свiтла в МН визначаю-
ться в основному плазмовими резонансами. Кiль-
кiсть цих резонансiв залежить вiд форми частин-
ки; наприклад, якщо у сфери такий резонанс
один, то у елiпсоподiбної частинки їх уже три.
Крiм того, якщо розмiр частинки стає меншим
за довжину вiльного пробiгу електрона, то опти-
чна провiднiсть асиметричної частинки стає тен-
зорною величиною [10,11], i компоненти цього тен-
зора визначають пiвширини плазмових резонансiв.
За таких розмiрiв наночастинок модель Друде–
Зоммерфельда потребує корегування, оскiльки во-
на не враховує тензорний характер оптичної про-
вiдностi, а вплив форми частинки на плазмо-
вi резонанси закладений лише у факторах депо-
ляризацiї.

Цiй тематицi автори присвятили низку робiт,
в яких переважно враховувався лише вплив еле-
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ктричної складової на розсiяння та поглинання
свiтла. Справа в тому, що на частотах плазмо-
вих резонансiв впливом магнiтної складової зов-
нiшньої хвилi можна нехтувати в порiвняннi з еле-
ктричною. В роботi ж [10] показано, що в iнфра-
червонiй областi частот (а точнiше на частотах,
близьких до частоти CO2-лазера) внесок магнiтної
складової в поглинання стає порiвняним з електри-
чною, а зi збiльшенням розмiру частинки стає на-
вiть бiльшим.

Задача даної роботи полягає в тому, щоб вра-
хувати вплив магнiтної компоненти поля на роз-
сiяння електромагнiтної хвилi металевими нано-
частинками в дiапазонi частот, далеких вiд пла-
змових резонансiв. Крiм того, враховується вплив
тензорностi оптичної провiдностi у випадку асиме-
тричних наночастинок (елiпсоїдальна форма). В
роботi будуть отриманi аналiтичнi вирази для пе-
рерiзу розсiяння свiтла з урахуванням магнiтного
внеску, дослiджено залежнiсть вiдношення магнi-
тного розсiяння до електричного вiд частоти па-
даючої хвилi, розмiрiв наночастинок сфероїдаль-
ної форми та вiд спiввiдношення мiж осями цих
наносфероїдiв.

2. Постановка задачi

Почнемо розгляд задачi розсiяння свiтла на мета-
левiй наночастинцi iз загального випадку, коли ча-
стинка має форму елiпсоїда з трьома рiзними пiв-
осями (будемо позначати їх 𝑅𝑥, 𝑅𝑦, 𝑅𝑧). В подаль-
шому, для того, щоб отримати аналiтичнi вирази,
будемо обмежуватись випадком елiпсоїда оберта-
ння (𝑅𝑥 = 𝑅𝑦 ̸= 𝑅𝑧).

Отже, нехай металева наночастинка елiпсої-
дальної форми перебуває у полi монохроматичної
електромагнiтної хвилi:(︂

E(r, 𝑡)
H(r, 𝑡)

)︂
=

(︂
E(0)

H(0)

)︂
𝑒𝑖(kr−𝜔𝑡), (1)

де E,H – електрична та магнiтна складовi еле-
ктромагнiтної хвилi вiдповiдно, 𝜔,k – її частота
та хвильовий вектор, r та 𝑡 – вiдповiдають просто-
ровим координатам та часу.

Будемо вважати, що довжина електромагнiтної
хвилi 𝜆 = 2𝜋/|k| значно бiльша за характерний
розмiр частинки. В цьому випадку можна вважа-
ти, що частинка перебуває в просторово однорiдно-
му, але змiнному в часi полi. Це дозволяє врахову-

вати лише дипольнi моди, нехтуючи мультиполь-
ними внесками вищих порядкiв. Електрична скла-
дова зовнiшнього поля наводить всерединi частин-
ки локальне потенцiальне електричне поле Eloc,
яке, в свою чергу, робить внесок у електричний
струм, що з’являється у частинцi (будемо познача-
ти густину цього струму через j𝑒). Магнiтна скла-
дова хвилi iндукує всерединi металевої частинки
вихрове електричне поле Eed, яке теж дає внесок
у струм (ми будемо позначати густину цього стру-
му через j𝑚).

Електричний та магнiтний моменти металевої
наночастинки, iндукованi зовнiшнiм полем, будуть
генерувати розсiяну хвилю. Ми будемо розглядати
розсiяну хвилю на великiй вiдстанi вiд частинки
(порiвняно з довжиною самої хвилi), де розсiяну
хвилю можна вважати поперечною. Електричну та
магнiтну складову розсiяної хвилi будемо позна-
чати вiдповiдно через E′ та H′. Середня iнтенсив-
нiсть випромiнювання, генерованого електричним
та магнiтним моментами, на вiдстанi 𝑅0 вiд ча-
стинки в тiлесний кут 𝑑Ω дорiвнює [12]:

𝑑𝐼𝑆 =
𝑐

8𝜋
|[E′ × H′]|2𝑅2

0𝑑Ω =
𝑐

8𝜋
|H′|2𝑅2

0𝑑Ω, (2)

де 𝑐 – швидкiсть свiтла. У формулi (2) враховано,
що |E′| = |H′|.

На великiй вiдстанi вiд частинки магнiтна скла-
дова поля розсiяної хвилi визначається формулою
[12]:

H′ =
𝜔2

𝑐2𝑅2
0

{[n × d] + [n × [M × n]]}, (3)

де орт n вказує напрямок розсiяння, а вектори d i
M – це дипольний електричний та магнiтний мо-
менти, що виникають у частинцi.

Для того, щоб знайти диференцiальний перерiз
розсiяння, треба середню iнтенсивнiсть розсiяного
випромiнювання подiлити на густину потоку енер-
гiї у хвилi, що падає:

𝐼0 =
𝑐

8𝜋
|H|2 =

𝑐

8𝜋
|E|2. (4)

Таким чином, для диференцiального перерiзу роз-
сiяння отримуємо вираз

𝑑Σ =
𝑑𝐼𝑆
𝐼0

=
|H′|2

|H|2
𝑅2

0𝑑Ω. (5)
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З виразiв (3) та (5) зрозумiло, що для знаходже-
ння диференцiального перерiзу розсiяння, треба
мати вирази для дипольного та магнiтного момен-
тiв, якi, в свою чергу, пов’язанi з полями, iнду-
кованими всерединi частинки Eloc та Eed. Отже,
почнемо з визначення цих полiв.

3. Локальнi поля

Як вiдомо з лiтератури [12], просторово однорiдне
зовнiшнє електричне поле E(0) iндукує всереди-
нi елiпсоїдальної частинки потенцiальне локальне
електричне поле Eloc, яке не залежить вiд просто-
рових координат. Локальне поле Eloc може бути лi-
нiйно представлене через зовнiшнє поле E(0) шля-
хом введення тензора деполяризацiї 𝐿𝑖𝑗 . В голов-
них осях тензора 𝐿𝑖𝑗 , якi збiгаються з головними
осями елiпсоїда, зв’язок мiж зовнiшнiм i локаль-
ним електричним полями має вигляд [12]:

(𝐸loc)𝑗 =
𝐸

(0)
𝑗

1 + 𝐿𝑗(𝜀− 1)
, (6)

де 𝐿𝑗 – головнi значення тензора деполяризацiї
𝐿𝑖𝑗 , а 𝜀 – дiелектрична проникнiсть металу, з якого
виготовлено частинку.

У формулi (6) дiелектрична проникнiсть 𝜀 є ска-
ляром. Як показано у роботi [10], для асиметри-
чних частинок, менших за довжину вiльного про-
бiгу електрона, дiелектрична проникнiсть стає тен-
зором 𝜀𝑖𝑗 внаслiдок того, що тензором стає високо-
частотна провiднiсть струму 𝜎𝑐

𝑖𝑗 . Цi величини по-
в’язанi вiдомим спiввiдношенням [13]:

𝜀𝑖𝑗(r, 𝜔) = 𝛿𝑖𝑗 +
4𝜋𝑖

𝜔
𝜎𝑐
𝑖𝑗(r, 𝜔), (7)

де 𝛿𝑖𝑗 – символ Кронекера, 𝜎𝑐
𝑖𝑗 – тензор компле-

ксної провiдностi.
З урахуванням тензорного характеру дiеле-

ктричної проникностi вираз (6) перепишеться у
виглядi:

(𝐸loc)𝑗 =
𝐸

(0)
𝑗

1 + 𝐿𝑗(𝜀𝑗𝑗 − 1)
, (8)

де 𝜀𝑗𝑗 – дiагональна компонента тензора дiеле-
ктричної проникностi у напрямку осi 𝑗.

Треба зазначити, що у виразах (6) та (8) метале-
ва наночастинка мiститься в середовищi (матрицi)
з дiелектричною проникнiстю 𝜀𝑚 = 1. Перехiд до

випадку середовища з дiелектричною проникнiстю
𝜀𝑚, вiдмiнною вiд 1, вiдбувається шляхом замiни
𝜀 → 𝜀/𝜀𝑚 (або 𝜀𝑗𝑗 → 𝜀𝑗𝑗/𝜀𝑚 у формулi (8)) [12].
Формула (6) при цьому набуде вигляду

(𝐸loc)𝑗 =
𝜀𝑚𝐸

(0)
𝑗

𝜀𝑚 + 𝐿𝑗(𝜀− 𝜀𝑚)
. (9)

Крiм того, треба зауважити, що в ансамблi ба-
гатьох частинок вектор поляризацiї в окремiй ча-
стинцi наводиться не тiльки зовнiшнiм полем, а й
диполями, iндукованими зовнiшнiм полем в iнших
частинках ансамблю [14]. Тут ми будемо нехтува-
ти цим ефектом, але вiн може бути врахований в
картинi взаємодiї [15].

Перейдемо до встановлення вигляду вихрового
локального поля E𝑒𝑑. Це поле має задовiльняти
рiвняння Максвелла:

rotEed =
𝑖𝜔

𝑐
H(0), (10)

divEed = 0. (11)

В правiй частинi рiвняння (10) ми приймаємо зов-
нiшнє магнiтне поле, як поле всерединi частин-
ки. Таке наближення справедливе, якщо товщи-
на скiн-шару значно бiльша за характерний розмiр
частинки [12]:

𝛿𝐻 =
(︁𝜔
𝑐
Im

√
𝜀
)︁−1

≫ 𝑅max, (12)

де 𝛿𝐻 – товщина скiн-шару, 𝑅max – найбiльша з
пiвосей елiпсоїда.

Якщо рiвняння (11) проiнтегрувати по об’єму
частинки i скористатись теоремою Остроградсь-
кого–Гаусса, то отримаємо умову для вихрового
локального поля на поверхнi металевої частинки:

Eed · n𝑆 = 0, (13)

де n𝑆 – одиничний вектор, нормальний до поверх-
нi частинки. Рiвняння (10), (11) та (13) повнiстю
визначають поле Eed. З огляду на нерiвнiсть (12),
вираз в правiй частинi рiвняння (10) є констан-
тою. Тому поле Eed має бути лiнiйною функцiєю
координат. В загальнiй формi це можна виразити
таким чином:

(𝐸ed)𝑗 =

3∑︁
𝑘=1

𝛼𝑗𝑘𝑥𝑘. (14)
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Застосовуючи рiвняння (11) та межовi умови (13),
можна отримати аналiтичнi вирази для коефiцiєн-
тiв 𝛼𝑗𝑘:

𝛼𝑥𝑦 = − 𝑖𝜔

𝑐

𝑅2
𝑥

𝑅2
𝑥 +𝑅2

𝑦

𝐻(0)
𝑧 , 𝛼𝑦𝑥 =

𝑖𝜔

𝑐

𝑅2
𝑦

𝑅2
𝑦 +𝑅2

𝑥

𝐻(0)
𝑧 ,

𝛼𝑦𝑧 = − 𝑖𝜔

𝑐

𝑅2
𝑦

𝑅2
𝑦 +𝑅2

𝑧

𝐻(0)
𝑥 , 𝛼𝑧𝑦 =

𝑖𝜔

𝑐

𝑅2
𝑧

𝑅2
𝑧 +𝑅2

𝑦

𝐻(0)
𝑥 ,

𝛼𝑧𝑥 = − 𝑖𝜔

𝑐

𝑅2
𝑧

𝑅2
𝑧 +𝑅2

𝑥

𝐻(0)
𝑦 , 𝛼𝑥𝑧 =

𝑖𝜔

𝑐

𝑅2
𝑥

𝑅2
𝑥 +𝑅2

𝑧

𝐻(0)
𝑦 ,

(15)

де 𝑅𝑥, 𝑅𝑦 та 𝑅𝑧 – пiвосi елiпсоїда, спрямованi
вздовж осей 𝑥, 𝑦 та 𝑧 вiдповiдно.

Система формул (15) та вираз (14) повнiстю ви-
значають вихрове електричне поле всерединi ча-
стинки в явному аналiтичному виглядi. Легко пе-
реконатися, що у сферичному випадку отримуємо
вираз

Eed =
𝜔

2𝑖𝑐
[r × H(0)]. (16)

Як бачимо з останнього спiввiдношення, вихро-
ве локальне поле буде перпендикулярним до зовнi-
шнього магнiтного поля у випадку частинок сфе-
ричної форми.

Визначивши формулами (6), (8) та (14), (15) ло-
кальнi поля, якi виникають всерединi металевої
наночастинки при прикладаннi до неї зовнiшнього
електромагнiтного поля, можна розрахувати еле-
ктричний та магнiтний моменти, iндукованi в ча-
стинцi.

4. Електричний та магнiтний моменти

Електричний дипольний та магнiтний моменти,
що виникають пiд дiєю зовнiшнього електромагнi-
тного поля, пов’язанi з густиною струму j(r, 𝑡) та-
ким спiввiдношенням [12]:

𝜕

𝜕𝑡
d(𝑡) =

∫︁
𝑉

𝑑3𝑟′j(r′, 𝑡), (17)

M(𝑡) =
1

2𝑐

∫︁
𝑉

𝑑3𝑟′[r′ × j], (18)

де d(𝑡) та M(𝑡) – електричний та магнiтний мо-
менти вiдповiдно, а iнтеграли беруться по об’єму
наночастинки 𝑉 .

Густину струму j(r, 𝑡), в свою чергу, можна зна-
йти, знаючи розподiл електронiв за швидкостями
в наночастинцi. Точнiше, треба знайти нерiвнова-
жний доданок до функцiї Фермi, зумовлений дiєю
локальних полiв Eloc та Eed всерединi частинки. В
лiнiйному наближеннi функцiю розподiлу електро-
нiв за швидкостями можна написати у виглядi:

𝑓(r,v, 𝑡) = 𝑓0(𝜀) + 𝑓1(r,v)𝑒−𝑖𝜔𝑡, (19)

де 𝑓0(𝜀) – функцiя розподiлу Фермi, а 𝑓1(r,v) –
нерiвноважний доданок в лiнiйному наближеннi.

Кiнетичне рiвняння Больцмана в цьому випадку
набуває вигляду

(𝜈−𝑖𝜔)𝑓1(r,v)+v
𝜕𝑓1(r,v)

𝜕r
+𝑒(Eloc+E𝑒𝑑)v

𝜕𝑓0
𝜕𝜀

= 0,

(20)

тут iнтеграл зiткнень розрахований у наближеннi
часу релаксацiї(︂
𝜕𝑓1
𝜕𝑡

)︂
col

= −𝑓1
𝜏
, 𝜏 =

1

𝜈
. (21)

Рiвняння (20) має бути доповнено межовими
умовами на поверхнi наночастинки. В лiтературi
розглядаються як дифузiйнi, так i дзеркальнi ме-
жовi умови (див., наприклад, [16]). Для неплоских
меж (в нашому випадку межа задається рiвнянням
елiпсоїда) можна обмежитись дифузiйними умова-
ми на поверхнi частинки:

𝑓1(r,v)|𝑆 = 0, 𝑣𝑛 < 0, (22)

де 𝑣𝑛 – компонента швидкостi, нормальна до по-
верхнi частинки.

Ми не будемо тут детально зупинятись на
розв’язаннi рiвняння (20) з межовими умовами
(22), навiвши тiльки остаточний вираз для фун-
кцiї 𝑓1(r,v). Подробицi можна знайти, наприклад,
в роботi [17]. Зазначимо лише, що розв’язок зручно
шукати, перейшовши до нової системи координат:

𝑥′
𝑖 = 𝛾𝑖𝑥𝑖, 𝑣′𝑖 = 𝛾𝑖𝑣𝑖, 𝛾𝑖 =

𝑅

𝑅𝑖
, 𝑅 = (𝑅𝑥𝑅𝑦𝑅𝑧)

1/3.

(23)

Отже, розв’язок рiвняння (20) з межовими умова-
ми (22) має вигляд:

𝑓1(r,v) = −𝑒
𝜕𝑓0
𝜕𝜀

{︂
vEloc +
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+

3∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖𝑗𝑣𝑖

(︂
𝑥′
𝑗

𝛾𝑗
+ 𝑣𝑗

𝜕

𝜕𝜈

)︂}︂
1− 𝑒−𝜈𝑡′

𝜈
, (24)

де введено позначення 𝜈 = 𝜈 − 𝑖𝜔, а 𝑡′ – це хара-
ктеристика рiвняння (20), яка має вигляд

𝑡′(r′,v′) =
1

𝑣′2

[︂
r′v′ +

√︁
(R2 − r′2)v′2 + (r′v′)2

]︂
.

(25)

Знаючи функцiю розподiлу (24), можна обчисли-
ти густину електричного струму, яка дається ви-
разом:

j(r, 𝜔) = 2𝑒
(︁ 𝑚

2𝜋~

)︁3 ∫︁ ∫︁ ∫︁
v𝑓1(r,v)𝑑3𝑣, (26)

де 𝑒 та 𝑚 – заряд та маса електрона вiдповiдно,
~ – стала Планка.

Таким чином, вирази (17), (18), (24)–(26) пов-
нiстю визначають електричний та магнiтний мо-
менти, що виникають в металевiй наночастинцi
пiд дiєю зовнiшнього електромагнiтного поля. Тим
не менш, подальшi розрахунки зручно проводи-
ти, ввiвши тензори поляризовностi 𝜅𝑖𝑗 та магнiтної
сприйнятливостi 𝜒𝑖𝑗 за допомогою таких спiввiдно-
шень:

𝑑𝑖(𝜔) =

3∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜅𝑖𝑗(𝜔)𝐸
(0)
𝑗 , (27)

𝑀𝑖(𝜔) =

3∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜒𝑖𝑗(𝜔)𝐻
(0)
𝑗 . (28)

Аналогiчнi вирази для введених вище тензорiв
можна знайти, зробивши перетворення Фур’є в
(17) та (18), та порiвнюючи їх з виразами (27) i
(28). Вигляд тензора поляризовностi 𝜅𝑖𝑗 був вста-
новлений в попереднiх роботах (див. [10]), тому ми
не будемо повторювати всi викладки, навiвши ли-
ше остаточнi вирази, необхiднi для подальших об-
числень:

𝜅𝑖𝑖 = 𝑖𝑉
⟨𝜎𝑐

𝑖𝑖⟩
𝜔 + 𝑖4𝜋𝐿𝑖𝑖⟨𝜎𝑐

𝑖𝑖⟩
, (29)

де 𝑉 – об’єм металевої наночастинки, а ⟨𝜎𝑐
𝑖𝑖⟩ – усе-

редненi по об’єму частинки дiагональнi компонен-
ти тензора комплексної провiдностi. Вигляд цього

тензора можна знайти iз закону Ома у диференцi-
альнiй формi:

𝑗𝑖(r, 𝜔) =
3∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨𝜎𝑐
𝑖𝑗(𝜔)⟩(𝐸loc)𝑗 (30)

з використанням спiввiдношень (24)–(26).
Опускаючи деталi розрахункiв, якi можна зна-

йти, наприклад, в роботах [10, 11], наведемо вираз
для ⟨𝜎𝑐

𝑖𝑗(𝜔)⟩:

⟨𝜎𝑐
𝑖𝑗(𝜔)⟩ =

(︁ 𝑚

2𝜋~

)︁3 2𝑒2

𝜈

∫︁
𝑑3𝑟′

𝑉

∫︁
𝑑3𝑣 𝑣𝑖𝑣𝑗 ×

× 𝛿(𝜀− 𝜀F)
(︁
1− 𝑒−𝜈𝑡′

)︁
, (31)

де 𝜀F – енергiя Фермi.
Неважко побачити, що, коли 𝑖 ̸= 𝑗, iнтегрування

по всьому простору швидкостей дає нуль. Отже,
тензор комплексної провiдностi ⟨𝜎𝑐

𝑖𝑗(𝜔)⟩, а як на-
слiдок, i тензор поляризовностi 𝜅𝑖𝑗(𝜔) будуть мати
дiагональний вигляд.

Для знаходження тензора магнiтної сприйня-
тливостi 𝜒𝑖𝑗(𝜔) пiдставимо вираз для густини
струму (26) у формулу (18) i скористаємось вира-
зом для функцiї розподiлу 𝑓1(r,v):

𝑀𝑖 =
𝑒2

𝑐

(︁ 𝑚

2𝜋~

)︁3 1
𝜈

∫︁
𝑑3𝑣 𝛿(𝜀− 𝜀F)

∫︁
𝑑3𝑟′

(︁
1− 𝑒−𝜈𝑡′

)︁
×

×
∑︁

𝑗,𝑘,𝑙,𝑚

𝜀𝑖𝑗𝑘𝛼𝑙𝑚

𝑥′
𝑗𝑥

′
𝑚𝑣′𝑘𝑣

′
𝑙

𝛾𝑗𝛾𝑘𝛾𝑙𝛾𝑚
. (32)

Треба зауважити, що у виразi (24) для функцiї
розподiлу 𝑓1 фiгурувало ще два доданки, яких не-
має у (32). Але легко бачити, що один з них (з
vEloc) зникає при iнтегруваннi по просторових ко-
ординатах, а iнший (з 𝛼𝑖𝑗𝑣𝑖𝑣𝑗

𝜕
𝜕𝜈 ) – при iнтегруван-

нi по всьому простору швидкостей.
Враховуючи вирази (11A), (13A) та (7A) (див.

додаток) i роблячи вiдповiднi перепозначення, з
(32) отримуємо

𝑀𝑖 =
𝜋𝑅5𝑒2

2𝜈𝑐

(︁ 𝑚

2𝜋~

)︁3∫︁
𝑑3𝑣 𝛿(𝜀− 𝜀F)×

×
∑︁

𝑗,𝑘,𝑙,𝑚

[︃
𝜀𝑖𝑗𝑘𝛼𝑙𝑗𝑣

′
𝑘𝑣

′
𝑙

𝛾2
𝑗 𝛾𝑘𝛾𝑙

Ψ1(𝑞) +
𝜀𝑖𝑗𝑘𝛼𝑙𝑚𝑣′𝑗𝑣

′
𝑘𝑣

′
𝑙𝑣

′
𝑚

𝛾𝑗𝛾𝑘𝛾𝑙𝛾𝑚
Ψ2(𝑞)

]︃
,

(33)
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де введено такi позначення:

Ψ1(𝑞)=
8

15
− 1

𝑞
+

4

𝑞3
− 24

𝑞5
+

8

𝑞2

(︂
1 +

3

𝑞2
+

3

𝑞3

)︂
𝑒−𝑞, (34)

Ψ2(𝑞)=−1

𝑞
+

32

3𝑞2
−36

𝑞3
+
200

𝑞5
− 8

𝑞2

(︂
1 +

8

𝑞
+
25

𝑞2
+
25

𝑞3

)︂
𝑒−𝑞,

(35)

𝑞 =
2𝜈𝑅

𝑣′
. (36)

Очевидно, що другий доданок в (33) зникає при
пiдсумовуваннi по 𝑗, 𝑘. В першому ж доданку при
iнтегруваннi по всьому простору швидкостей ви-
живуть лише члени з 𝑘 = 𝑙, тому для компонент
магнiтного моменту, з урахуванням коефiцiєнтiв
𝛼𝑖𝑗 , отримуємо

M =
𝜋𝑅3𝑒2

2𝑐2
𝑖𝜔

𝜈

(︁ 𝑚

2𝜋~

)︁3∫︁
𝑑3𝑣 𝛿(𝜀− 𝜀F)Ψ1(𝑞)×

×

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑅2

𝑦𝑅
2
𝑧

𝑅2
𝑦+𝑅2

𝑧
(𝑣2𝑦 + 𝑣2𝑧)𝐻

(0)
𝑥

𝑅2
𝑧𝑅

2
𝑥

𝑅2
𝑧+𝑅2

𝑥
(𝑣2𝑧 + 𝑣2𝑥)𝐻

(0)
𝑦

𝑅2
𝑥𝑅

2
𝑦

𝑅2
𝑥+𝑅2

𝑦
(𝑣2𝑥 + 𝑣2𝑦)𝐻

(0)
𝑧

⎤⎥⎥⎥⎦,
(37)

Iнтегрування по швидкостях в (37) може бути
здiйснено аналiтично лише у випадку, коли ча-
стинка має форму кулi. Тодi з (37) отримуємо

M =
2𝜋2𝑅5𝑒2𝑣3F

3𝑚𝑐2
𝑖𝜔

𝜈

(︁ 𝑚

2𝜋~

)︁3
Ψ1

(︂
2𝜈𝑅

𝑣F

)︂
H(0). (38)

Остання формула збiгається з результатом, отри-
маним у роботi [18].

Необхiдно зауважити, що вирази (37) та (38) ма-
ють загальний характер в тому сенсi, що вони за-
стосованi як у випадку, коли розмiр частинки бiль-
ший за довжину вiльного пробiгу електрона, так i
в протилежному випадку. Легко показати, що, ко-
ли розмiр частинки бiльший за довжину вiльного
пробiгу електрона, вирази для магнiтного момен-
ту спрощуються. Для цього треба зазначити, що
безрозмiрна величина 𝑞, а разом з ним i вектор
магнiтного моменту M буде залежати вiд спiввiд-
ношення частот 𝜈, 𝜈𝑠 та 𝜔, де

𝜈𝑠 =
𝑣F
2𝑅

(39)

має змiст частоти зiткнень електрона зi стiнками
частинки на вiдмiну вiд частоти 𝜈, яка є вели-
чиною, оберненою до часу релаксацiї, i має сенс

об’ємної частоти зiткнень електрона. Якщо 𝜈 ≫
≫ 𝜈𝑠, то буде домiнувати розсiяння електрона в
об’ємi частинки, в зворотному випадку 𝜈 ≪ 𝜈𝑠 бу-
де вiдiгравати головну роль розсiяння електрона в
результатi зiткнень з поверхнею. В граничному ви-
падку об’ємного розсiяння вираз (38) переходить у
вiдомий результат [12]:

M =
(𝑘𝑅)2

30
𝑅3H(0). (40)

Вигляд тензора магнiтної сприйнятливостi 𝜒𝑖𝑗

можна встановити з виразiв (28) та (37), а поля-
ризовностi 𝜅𝑖𝑗 – зi спiввiдношень (29) та (31). За-
уважимо, що у формулi (31) можна виконати iн-
тегрування по просторових координатах так само,
як ми це зробили у випадку магнiтного моменту.
В результатi для тензора провiдностi отримуємо

⟨𝜎𝑐
𝑖𝑗(𝜔)⟩ =

3𝑒2

2𝜈

(︁ 𝑚

2𝜋~

)︁3 ∫︁
𝑑3𝑣𝛿(𝜀− 𝜀F) 𝑣𝑖𝑣𝑗Ψ(𝑞), (41)

де

Ψ(𝑞) =
4

3
− 2

𝑞
+

4

𝑞3
− 4

𝑞2

(︂
1 +

1

𝑞

)︂
𝑒−𝑞. (42)

В сферичному випадку обчислення iнтегралу в
(41) дає:

⟨𝜎𝑐
𝑖𝑗(𝜔)⟩0 =

3

16𝜋

𝜔2
pl

𝜈
Ψ(𝑞)|𝑣=𝑣F𝛿𝑖𝑗 , (43)

де ми ввели позначення для плазмової частоти:

𝜔pl =

√︂
4𝜋𝑛𝑒2

𝑚
(44)

та концентрацiї вiльних носiїв заряду:

𝑛 =
8𝜋

3

(︁ 𝑚

2𝜋~

)︁3
. (45)

Легко бачити, що при 𝑞 ≫ 1 з (43) отримуємо вi-
домий з теорiї Друде вираз для високочастотної
оптичної провiдностi:

⟨𝜎𝑐
𝑖𝑗(𝜔)⟩ =

1

4𝜋

𝜔2
pl

𝜈 − 𝑖𝜔
𝛿𝑖𝑗 . (46)

Вираз (46) застосований у випадку, коли об’єм-
не розсiяння електронiв домiнує над поверхневим,
тобто, коли 𝜈 ≫ 𝜈𝑠.
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5. Перерiз розсiяння

Як вже було зазначено вище, диференцiальний пе-
рерiз розсiяння визначається вiдношенням сере-
дньої (за перiод) iнтенсивностi розсiяної хвилi на
вiдстанi 𝑅0 вiд наночастинки в тiлесний кут 𝑑Ω до
густини енергiї падаючого потоку, тобто:

𝑑Σ =
𝜔4

𝑐4
1

|H(0)|2

{︂
|[n × d]|2 + |[n × [M × n]]|2 +

+2Re ([n × d] · [n × [M × n]])
}︂
𝑑Ω. (47)

Вираз (47) визначає перерiз розсiяння свiтла окре-
мою металевою наночастинкою. Хоча на сьогоднi
вже iснують експерименти, в яких дослiджують
взаємодiю свiтла з поодинокою наночастинкою, все
ж таки значно зручнiше працювати з ансамблем
частинок. Тому будемо вважати, що ми маємо ан-
самбль металевих наночастинок однакового об’є-
му та форми. Крiм того, вiдстань мiж частинками
в ансамблi має бути значно бiльшою за їхнiй роз-
мiр; в цьому випадку можна нехтувати взаємодiєю
мiж частинками. Всi отриманi до цього вирази за-
стосовнi до загального випадку тривiсного елiпсо-
їда. Надалi, для спрощення обчислень, виберемо в

q

E
(0)

E
(0)

E
(0)

Н
(0)

Н

Н
(0)

Т
Т

0

Рис. 1. Розклад векторiв E(0) та H(0) з урахуванням си-
метрiї задачi

ролi форми частинки елiпсоїд обертання (сферо-
їд),тобто покладемо 𝑅𝑥 = 𝑅𝑦 = 𝑅⊥ , 𝑅𝑧 = 𝑅‖.

Введемо орт q0 вздовж осi обертання сферої-
да. Вектори E(0) та H(0) зовнiшньої електромагнi-
тної хвилi можна розкласти на складовi, паралель-
нi та перпендикулярнi осi обертання, як показано
на рис. 1:

E(0) = E(0)
‖ + E(0)

⊥ = (E(0) · q0)q0 + E(0)
⊥ , (48)

H(0) = H(0)
‖ + H(0)

⊥ = (H(0) · q0)q0 + H(0)
⊥ . (49)

Вирази (27), (28) дають нам розклади електрично-
го та магнiтного моментiв по полю падаючої хвилi
в сфероїдальному випадку:

d = 𝜅‖E
(0)
‖ + 𝜅⊥E(0)

⊥ , (50)

M = 𝜒‖H
(0)
‖ + 𝜒⊥H(0)

⊥ . (51)

Тут 𝜅‖, 𝜅⊥ та 𝜒‖, 𝜒⊥ – компоненти тензорiв по-
ляризовностi та магнiтної сприйнятливостi вздовж
осi обертання сфероїда та перпендикулярно до неї
вiдповiдно.

Вище ми визначили всi вирази, необхiднi для
знаходження диференцiального перерiзу розсiян-
ня (47). Нас цiкавить випадок, коли хвиля розсi-
юється не на окремiй частинцi, а на ансамблi хао-
тично орiєнтованих металевих наночастинок сфе-
роїдальної форми. В цьому ансамблi кожен сферо-
їд має свiй вектор q0 вздовж осi обертання, тому
для того, щоб знайти перерiз розсiяння на такому
ансамблi, треба вираз (47) усереднити по всiх мо-
жливих напрямках вектора q0. В результатi усе-
реднення по напрямках орiєнтацiї наносфероїдiв
отримуємо вираз для диференцiального перерiзу
розсiяння:

⟨𝑑Σ⟩q0
=

𝜔4

15𝑐4
1

|H(0)|2

{︂
2|E(0)|2|𝜅⊥ − 𝜅‖|2 +

+
1

2

⃒⃒⃒
[n × E(0)]

⃒⃒⃒2(︀
3|2𝜅⊥ + 𝜅‖|2+2|𝜅⊥|2+|𝜅‖|2

)︀
+

+2|H(0)|2|𝜒⊥−𝜒‖|2 +
1

2

⃒⃒⃒
[n×H(0)]

⃒⃒⃒2(︀
3|2𝜒⊥+𝜒‖|2 +

+2|𝜒⊥|2+|𝜒‖|2
)︀
+2Re

(︀
5E(0)[H(0)×n](𝜅‖𝜒

*
⊥+𝜅⊥𝜒

*
‖)+

+7[n × E(0)]·[n × H(0)]𝜅⊥𝜒
*
⊥
)︀}︂

𝑑Ω. (52)
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Аналiз останнього виразу ускладнюється тим, що
кут мiж вектором напрямку спостереження n та
електричною складовою падаючої хвилi E(0) i кут
мiж n та H(0) не пов’язанi мiж собою. Тому, щоб не
робити аналiз залежностi диференцiального пере-
рiзу розсiяння вiд цих кутiв, проiнтегруємо вираз
(52) по всiх напрямках розсiяння. Iншими слова-
ми, знайдемо повний перерiз розсiяння. Результат
набуває такого вигляду:

⟨Σ⟩q0
=

2𝜋𝜔4

15𝑐4

{︂
4|𝜅⊥ − 𝜅‖|2 +

1

3

(︀
3|2𝜅⊥ + 𝜅‖|2+

+2|𝜅⊥|2+|𝜅‖|2
)︀
+ 4|𝜒⊥−𝜒‖|2 +

1

3

(︀
3|2𝜒⊥+𝜒‖|2+

+2|𝜒⊥|2+|𝜒‖|2
)︀}︂
. (53)

Стосовно отриманого результату (53) потрiбно
зробити два коментарi: 1) при iнтегруваннi по ко-
ординатах вектора n перехресний доданок, в який
входить добуток полiв E(0) i H(0) обертається на
нуль; 2) хоча у виразi для повного перерiзу розсi-
яння ⟨Σ⟩q0

аналiтичнi залежностi вiд 𝜅⊥,‖(𝜔) та
𝜒⊥,‖(𝜔) iдентичнi, частотна залежнiсть електри-
чного та магнiтного вiдгукiв буде рiзною, оскiль-
ки 𝜅⊥,‖(𝜔) та 𝜒⊥,‖(𝜔) по-рiзному залежать вiд
частоти.

Наша задача полягає в тому, щоб порiвняти вне-
ски електричної та магнiтної складової у перерiз
розсiяння на частотах, далеких вiд частот пла-
змових резонансiв. Для цього чисельно розрахуємо
вiдношення цих двох компонент:

⟨Σ𝑚⟩
⟨Σ𝑒⟩

=
4|𝜒⊥−𝜒‖|2+ 1

3

(︀
3|2𝜒⊥+𝜒‖|2+2|𝜒⊥|2+|𝜒‖|2

)︀
4|𝜅⊥−𝜅‖|2+ 1

3

(︀
3|2𝜅⊥+𝜅‖|2+2|𝜅⊥|2+|𝜅‖|2

)︀ .
(54)

На рис. 2 зображена залежнiсть виразу (54) вiд
довжини падаючої хвилi, подiленої на величину
найдовшої з осей сфероїда. Таке нормування дов-
жини хвилi зумовлене тим, що розвинута теорiя
працює лише в тому випадку, коли розмiр частин-
ки значно менший за довжину хвилi, а, отже, мен-
шi довжини хвилi ми не можемо розглядати. З
рис. 2 ми бачимо, що на довжинах хвилi, дале-
ких вiд плазмових резонансiв, магнiтна складова
в розсiяннi того самого порядку, що i електрична,
i, вiдповiдно, не може бути знехтувана.

100 200 300 400 500
Λ�Rmax
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0.20

0.25
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0.35
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Рис. 2. Залежнiсть вiдношення магнiтного розсiяння до
електричного ⟨Σ𝑚⟩/⟨Σ𝑒⟩ вiд довжини падаючої хвилi 𝜆,
нормованої на довжину бiльшої пiвосi сфероїда 𝑅max, для
мiдної наночастинки з 𝑅 = 20 нм. Суцiльна крива –
𝑅⊥/𝑅‖ = 1,5, пунктирна крива – 𝑅⊥/𝑅‖ = 0,67
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Рис. 3. Залежнiсть вiдношення магнiтного розсiяння до
електричного ⟨Σ𝑚⟩/⟨Σ𝑒⟩ вiд спiввiдношення мiж пiвосями
сфероїда 𝑅⊥/𝑅‖, для мiдної наночастинки з 𝑅 = 20 нм на
частотi 𝜔 = 2·1015 c−1(𝜆 ≈ 942,5 нм)

На рис. 3 показана залежнiсть виразу (54) вiд
спiввiдношення мiж осями сфероїда 𝑅⊥/𝑅‖. Як ба-
чимо, пiк припадає на точку, в якiй 𝑅⊥ = 𝑅‖, тоб-
то внесок магнiтної компоненти найбiльший, якщо
частинка має форму сфери.

6. Висновки

У роботi дослiджено внесок магнiтного дипольно-
го розсiяння в перерiз розсiяння електромагнiтної
хвилi ансамблем хаотично орiєнтованих металевих
наночастинок сфероїдальної форми при довiльно-
му спiввiдношеннi мiж розмiрами частинок i дов-
жиною вiльного пробiгу електронiв.

Показано, що на частотах, далеких вiд частот
плазмових резонансiв, магнiтне i електричне роз-
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сiяння – величини одного порядку, на вiдмiну вiд
дiапазону частот, близьких до плазмових резонан-
сiв, де магнiтною складовою можна нехтувати по-
рiвняно з електричною.

Крiм того, проаналiзовано вплив форми наноча-
стинки на спiввiдношення мiж електричним i ма-
гнiтним розсiянням i показано, що внесок магнi-
тного розсiяння максимальний, якщо наночастин-
ка має форму сфери.

В рамках кiнетичного пiдходу вперше отрима-
ний вираз для магнiтного моменту металевого на-
ноелiпсоїда, який переходить у класичний резуль-
тат для сфери, якщо довжина вiльного пробiгу
електрона значно менша, нiж розмiр частинки.

ДОДАТОК

Обчислимо магнiтний момент металевої наночастинки,
який задається формулою:

𝑀𝑖 =
𝑒2

𝑐

(︁ 𝑚

2𝜋~

)︁3 1
𝜈

∫︁
𝑑3𝑣 𝛿(𝜀− 𝜀F)

∫︁
𝑑3𝑟′

(︁
1− 𝑒−𝜈𝑡′

)︁
×

×
∑︁

𝑗,𝑘,𝑙,𝑚

𝜀𝑖𝑗𝑘𝛼𝑙𝑚

𝑥′𝑗𝑥
′
𝑚𝑣

′
𝑘𝑣

′
𝑙

𝛾𝑗𝛾𝑘𝛾𝑙𝛾𝑚
. (1A)

У виразi (1A) виконаємо спочатку iнтегрування по просто-
рових координатах r′. Для цього спрямуємо вiсь 𝑧′ у на-
прямку вектора v, тодi характеристика не буде залежати
вiд кута 𝜙′ i ми зможемо взяти такий iнтеграл:

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙′𝑥′𝑗𝑥
′
𝑚 =

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙′(e𝑗 · r′)(e𝑚 · r′). (2A)

Тут ми ввели орти в системi координат, пов’язанiй iз пiв-
oсями елiпсоїда:

e𝑗 = (sin𝜓𝑗 cos𝜙𝑗 , sin𝜓𝑗 sin𝜙𝑗 , cos𝜓𝑗), (3A)

де 𝜓𝑗 – кут мiж векторами e𝑗 та v′, а 𝜙𝑗 – полярний кут
у площинi, перпендикулярнiй до вектора v′. Вводячи крiм
того кут 𝜃′ мiж векторами r′ та v i, вiдповiдно, кут 𝜙′,
можемо розписати вираз (2A) таким чином:

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙′𝑥′𝑗𝑥
′
𝑚 = 2𝜋𝑟′2

{︂
cos𝜓𝑗 cos𝜓𝑚 + sin2 𝜃′×

×
[︂
1

2
sin𝜓𝑗 sin𝜓𝑚 cos(𝜙𝑗−𝜙𝑚)− cos𝜓𝑗 cos𝜓𝑚

]︂}︂
. (4A)

Враховуючи спiввiдношення

sin𝜓𝑗 sin𝜓𝑚cos(𝜙𝑗 − 𝜙𝑚) + cos𝜓𝑗 cos𝜓𝑚 = e𝑗 ·e𝑚 = 𝛿𝑗𝑚,

(5A)

cos𝜓𝑗 =
e𝑗 · v′

𝑣′2
, cos𝜓𝑚 =

e𝑚 · v′

𝑣′2
, (6A)

остаточно з (4A) отримуємо

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙′𝑥′𝑗𝑥
′
𝑚 = 2𝜋𝑟′2

{︃
𝑣′𝑗𝑣

′
𝑚

𝑣′2
+

1

2
sin2 𝜃′

[︃
𝛿𝑗𝑚 − 3

𝑣′𝑗𝑣
′
𝑚

𝑣′2

]︃}︃
. (7A)

Якщо тепер пiдставити результат iнтегрування (7A) у (1A),
отримаємо два доданки, якi треба проiнтегрувати по 𝜃′ та
𝑟′, а саме:

𝐼1 =

𝜋∫︁
0

𝑑𝜃′ sin 𝜃′
𝑅∫︁
0

𝑑𝑟′𝑟′4
(︁
1− 𝑒−𝜈𝑡′

)︁
, (8A)

𝐼2 =

𝜋∫︁
0

𝑑𝜃′ sin3 𝜃′
𝑅∫︁
0

𝑑𝑟′𝑟′4
(︁
1− 𝑒−𝜈𝑡′

)︁
. (9A)

Iнтеграли 𝐼1 та 𝐼2 можна обчислити, ввiвши замiну:

𝜂 =
𝑟′

𝑅
, 𝜉 =

𝑣′𝑡′

𝑅
. (10A)

Тодi з (8A) i (9A) отримуємо

𝐼1 = 𝑅5

1∫︁
0

𝑑𝜂𝜂4
1+𝜂∫︁

1−𝜂

𝑑𝜉
𝜉2 − 𝜂2 + 1

2𝜉2𝜂

[︂
1− exp

(︂
−
𝜈𝑅

𝑣′
𝜉

)︂]︂
=

=
1

2
𝑅5

2∫︁
0

𝑑𝜉

𝜉2

[︂
1− exp

(︂
−
𝜈𝑅

𝑣′
𝜉

)︂]︂ 1∫︁
|𝜉−1|

𝑑𝜂𝜂3(𝜉2 − 𝜂2 + 1) =

= 𝑅5

[︂
2

5
−

1

𝑞
+

8

3𝑞2
−

6

𝑞3
+

32

𝑞5
−

2

𝑞2

(︂
1 +

5

𝑞
+

16

𝑞2
+

16

𝑞3

)︂
𝑒−𝑞

]︂
,

(11A)

де введено позначення:

𝑞 =
2𝜈𝑅

𝑣′
. (12A)

Аналогiчним чином для 𝐼2 отримуємо

𝐼2 = 𝑅5

[︂
4

15
−

1

2𝑞
+

2

𝑞3
−

12

𝑞5
+

4

𝑞2

(︂
1

𝑞
+

3

𝑞2
+

3

𝑞3

)︂
𝑒−𝑞

]︂
.

(13A)
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Д.В.Бутенко, П.М.Томчук

ВЛИЯНИЕ МАГНИТНОЙ СОСТАВЛЯЮЩЕЙ
ПОЛЯ НА РАССЕЯНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ
ВОЛНЫ МЕТАЛЛИЧЕСКИМ НАНОЭЛЛИПСОИДОМ

Р е з ю м е

В рамках кинетического подхода исследовано влияние ма-
гнитного дипольного момента асимметричной металличе-
ской наночастицы на рассеяние электромагнитного излуче-
ния. Для частиц сфероидальной формы получены анали-
тические выражения для сечения рассеивания и проанали-
зирована их зависимость от длины волны падающего излу-

чения и эксцентриситета сфероида. Показано, что в диапа-
зоне частот, далеких от плазменных резонансов, вклад ма-
гнитного момента в рассеяние одного порядка величины с
электрическим, причем отношение магнитного рассеяния к
электрическому становится максимальным, когда частица
имеет форму сферы. Кроме того, все расчеты выполнены
для произвольного соотношения между размером частицы
и длиной свободного пробега электрона, что дает возмо-
жность сравнивать результаты с теорией Ми в случае до-
минирующей роли рассеяния электронов в объеме наноча-
стицы.

D.V.Butenko, P.M.Tomchuk

INFLUENCE OF THE MAGNETIC
DIPOLE MOMENT OF A METAL NANOELLIPSOID
ON THE SCATTERING OF ELECTROMAGNETIC WAVES

Р е з ю м е

The influence of the magnetic dipole moment of a non-spherical
metal nanoparticle on the scattering of electromagnetic radi-
ation by the particle has been studied in the framework of
the kinetic approach. Analytical expressions for the scatteri-
ng cross-section of spheroidal particles are obtained, and their
dependence on the incident radiation wavelength and the
nanoparticle eccentricity is analyzed. The contribution of a
magnetic moment to the scattering at frequencies far from the
plasmon resonance is shown to be comparable with that of
the electric moment, with the ratio between the magnetic and
electric moment contributions being maximum for spherical
nanoparticles. The calculations are performed for an arbitrary
ratio between the particle size and the free electron path, whi-
ch enables our results to be compared with the Mie theory
in the case where the electron scattering in the particle bulk
dominates.
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