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РОЛЬ IНТЕРФЕЙСНИХ ФОНОНIВ
У ФУНКЦIОНУВАННI БЕЗIНЖЕКТОРНОГО
КВАНТОВОГО КАСКАДНОГО ЛАЗЕРАУДК 538.958

У моделi прямокутного потенцiального профiлю та ефективної маси електрона i в
моделi дiелектричного континууму для iнтерфейсних фононiв отримано гамiльтонiан
електрон-фононної системи у двоямнiй резонансно-тунельнiй структурi у постiйно-
му електричному полi. Ця система вiдiграє роль окремого каскаду безiнжекторного
квантового каскадного лазера [1]. Методом температурних функцiй Грiна розраховано
перенормування параметрiв електронного спектра при довiльнiй температурi та по-
казано, що, у вiдповiдностi з експериментом, смуга лазерного випромiнювання зазнає
розширення, але слабо змiщується зi збiльшенням температури.
К люч о в i с л о в а: резонансно-тунельна наноструктура, квантовий каскадний лазер, iн-
терфейснi фонони, електрон-фононна взаємодiя, функцiя Грiна.

1. Вступ

З часу створення перших квантових каскадних
лазерiв (ККЛ) [2, 3] не припиняється iнтенсив-
на робота дослiдникiв, спрямована на вдоско-
налення робочих характеристик цих нанопри-
ладiв. Уже створенi й успiшно функцiонують
ККЛ на основi рiзних напiвпровiдникових мате-
рiалiв (InGaAs/AlInAs, GaAs/AlGaAs, InAs/AlSb,
InGaAs/AlAsSb, InGaAs/GaAsSb) i з рiзним гео-
метричним дизайном. У результатi вдосконалення
параметрiв сучасних ККЛ загальна iдея їх робо-
ти, в основному, не змiнилася i залишилася такою
ж як i найперших ККЛ. Вона полягає у тому, що
наноприлад складається з певного числа одноти-
пних каскадiв (активна зона з iнжектором), якими
є багатошаровi плоскi резонансно-тунельнi стру-
ктури (РТС). Електрони, тунелюючи крiзь актив-
ну зону окремого каскаду, здiйснюють квантовi
переходи мiж двома збудженими робочими рiвня-
ми з випромiнюванням квантiв електромагнiтного
поля. Для забезпечення iнверсної заселеностi, за-
звичай, використовується трирiвнева схема, в якiй
електрони з першого збудженого рiвня, з наро-
дженням фонона у безвипромiнювальному пере-
ходi потрапляють в основний стан. Тунелюючи
далi крiзь iнжектор вони потрапляють у насту-
пний каскад ККЛ з енергiєю, яка вiдповiдає дру-
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гому збудженому стану вже цього каскаду. Нале-
жно пiдiбрана величина напруженостi постiйного
електричного поля здiйснює синхронiзацiю роботи
всiх каскадiв.

У останнi роки значна увага науковцiв придiляє-
ться експериментальному дослiдженню так званих
безiнжекторних ККЛ [1, 4–7], якi мають низку пе-
реваг перед ККЛ з iнжекторами. Це – компактнi-
шi розмiри, меншi струми збудження, порiвняна
або iнодi вища ефективнiсть та iн. Робочi часто-
ти цих наноприладiв здатнi охоплювати актуаль-
ну терагерцову область, яка перекриває як вiкна
прозоростi атмосфери, так i частоти випромiню-
вання багатьох молекул. Унiкальнi характеристи-
ки безiнжекторних ККЛ роблять їх привабливими
для рiзноманiтних прикладних застосувань у вiй-
ськовiй сферi, медицинi, засобах комунiкацiї, монi-
торингу навколишнього середовища та iн. Iсную-
чi безiнжекторнi ККЛ уже функцiонують у широ-
кому температурному дiапазонi, навiть трохи пе-
ревищуючи кiмнатну температуру (𝑇 ≈ 300 K),
де суттєвими стають дисипативнi процеси. Зокре-
ма можна було б очiкувати, що через залежнiсть
чисел заповнення фононiв вiд температури, роль
електрон-фононної взаємодiї зростатиме з пiдви-
щенням температури середовища. Тому необхiдно
дослiдити вплив фононної пiдсистеми на робочi
параметри ККЛ, а отже й на смугу лазерного
випромiнювання.
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Як вiдомо, першi iнжекторнi [2, 3, 8] й безiнже-
кторнi [7, 9] ККЛ працювали при низьких темпе-
ратурах. Тому прикладнi й фундаментальнi дослi-
дження були спрямованi на вивчення i покраще-
ння робочих параметрiв цих наноприладiв вiд їх
фiзичних i геометричних характеристик [7–17] без-
акцентування уваги на електрон-фононну взаємо-
дiю. З появою ККЛ, здатних функцiонувати при
високих температурах, значно зросла кiлькiсть ро-
бiт, присвячених дослiдженню електрон-фононної
взаємодiї в РТС [10, 18–23]. Основою переважної
бiльшость цих робiт була модель ефективних мас
для електронiв та дiелектричного континууму для
оптичних фононiв, якi, як показано ще Морi й Ан-
до [24], подiляються на два типи: обмеженi (L) та
iнтерфейснi (I). Гамiльтонiан електрон-фононної
системи у зображеннi фононних чисел заповнен-
ня i в координатному за електронними змiнними
використовувався для дослiдження ймовiрностей
квантових переходiв мiж електронними станами за
допомогою золотого правила Фермi. Перенормува-
ння електрон-фононною взаємодiєю спектральних
параметрiв (змiщення та розширення) смуги ви-
промiнювання ККЛ практично не вивчалося.

У пропонованiй роботi отримано гамiльтонiан
електрон-I-фононної системи у зображеннi чисел
заповнення за всiма змiнними для двоямної РТС
у постiйному електричному полi. Це дозволило,
застосовуючи метод температурних функцiй Грi-
на, дослiдити не лише затухання, а й змiщення
трьох робочих електронних станiв двоямного ка-
скаду безiнжекторного ККЛ. Детально вивчено
вплив рiзних механiзмiв електрон-I-фононної вза-
ємодiї на спектральнi параметри електронних ста-
нiв та смугу випромiнювання у залежностi вiд гео-
метричної конфiгурацiї двоямної РТС та напруже-
ностi постiйного електричного поля при крiогеннiй
i скiнченнiй температурах.

2. Гамiльтонiан та функцiя Грiна
системи електронiв, що взаємодiють
з iнтерфейсними фононами у двоямнiй
РТС у електричному полi

У декартовiй системi координат розглядається
плоска двоямна РТС у однорiдному електрично-
му полi напруженостi 𝐹 (рис. 1), як окремий ка-
скад безiнжекторного ККЛ [1]. Теорiя взаємодiї
електронiв з оптичними iнтерфейсними фононами

Рис. 1. Енергетичний профiль двоямної РТС у постiйному
електричному полi

будується у моделi закритої РТС, де для електро-
на iснує повна система ортонормованих хвильових
функцiї, та у моделi прямокутних потенцiалiв i
ефективних мас електрона, з урахуванням непа-
раболiчного закону дисперсiї зони провiдностi:

𝑈(𝑧) =

{︃
𝑈, в областi 𝑗 = 0, 2, 4;

0, в областi 𝑗 = 1, 3;
(1)

𝑚(𝑧, 𝐸) =

⎧⎨⎩𝑚𝑏(𝐸) = 𝑚𝑏

(︁
1− 𝑈−𝐸

𝐸𝑔𝑏

)︁
, 𝑗 = 0, 2, 4;

𝑚𝑤(𝐸) = 𝑚𝑤

(︁
1 + 𝐸

𝐸𝑔𝑤

)︁
, 𝑗 = 1, 3.

(2)

Тут 𝐸 – енергiя електрона; 𝑚𝑤,𝑚𝑏 – ефективнi
маси електрона у ямах та бар’єрах наносистеми
без урахування непараболiчностi; 𝐸𝑔𝑤, 𝐸𝑔𝑏 – шири-
ни заборонених зон напiвпровiдникових матерiалiв
ям i бар’єрiв.

Унаслiдок дiї постiйного електричного поля на-
пруженостi 𝐹 на двоямну РТС (з лiнiйним розмi-
ром 𝑑) прямокутний потенцiальний рельєф дефор-
мується так, що в кожнiй областi наносистеми вiн
лiнiйно спадає вздовж осi 𝑜𝑧:

𝑈𝐹 (𝑧) = 𝑈(𝑧)− 𝑒𝐹{𝑧[Θ(𝑧)−Θ(𝑧− 𝑑)] + 𝑑Θ(𝑧− 𝑑)}.
(3)

Для знаходження енергетичного спектра та хви-
льових функцiй електрона у дослiджуванiй РТС
розв’язок стацiонарного рiвняння Шредiнгера:[︂
−~2

2
∇ 1

𝑚(𝑧, 𝐸)
∇+ 𝑈𝐹 (𝑧)

]︂
Ψ𝑛k(r) = 𝐸𝑛kΨ𝑛k(r) (4)

шукається у виглядi

Ψ𝑛k(r) =
𝑒ik𝜌𝑒

√
𝑆

Ψ𝑛(𝑧) (r = 𝜌𝑒 + 𝑧n𝑧), (5)
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де k i 𝜌𝑒 – квазiiмпульс i радiус-вектор електрона
в площинi 𝑥𝑂𝑦, 𝑆 – площа основної областi у цiй
площинi, n𝑧 – одиничний вектор вздовж осi 𝑂𝑧.

У результатi отримується повна енергiя електро-
на:

𝐸𝑛k = 𝐸𝑛 +
~2k2

2𝑚𝑛
, (6)

як сума енергiї поздовжнього руху (𝐸𝑛) та кiнети-
чної енергiї у площинi 𝑥𝑂𝑦 зi скорельованою по
РТС ефективною масою електрона, як в роботi
[25],

1

𝑚𝑛
=

∞∫︁
−∞

|Ψ𝑛(𝑧)|2

𝑚(𝑧, 𝐸𝑛)
𝑑𝑧. (7)

Спектр енергiй 𝐸𝑛 i хвильовi функцiї Ψ𝑛(𝑧) ви-
значаються одномiрним рiвнянням Шредiнгера:[︂
−~2

2

𝑑

𝑑𝑧

1

𝑚(𝑧, 𝐸)

𝑑

𝑑𝑧
+ 𝑈𝐹 (𝑧)

]︂
Ψ𝑛(𝑧) = 𝐸𝑛Ψ𝑛(𝑧). (8)

точними розв’язками якого в кожнiй областi (𝑗)
РТС є функцiї

Ψ𝑛(𝑧) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ψ
(𝑗)
𝑛 (𝑧) = 𝐴

(𝑗)
𝑛 𝑒𝜒

(𝑗)
𝑛 𝑧, 𝑗 = 0,

Ψ
(𝑗)
𝑛 (𝑧) = 𝐴

(𝑗)
𝑛 Ai[𝜉(𝑗)𝑛 (𝑧)] +

+𝐵
(𝑗)
𝑛 Bi[𝜉(𝑗)𝑛 (𝑧)], 𝑗 = 1, 2, 3,

Ψ
(𝑗)
𝑛 (𝑧) = 𝐴

(𝑗)
𝑛 𝑒−𝜒(𝑗)

𝑛 𝑧, 𝑗 = 4,

(9)

де
𝜒
(0)
𝑛 = ~−1

√︀
2𝑚𝑏(𝐸𝑛)(𝑈 − 𝐸𝑛);

𝜒
(4)
𝑛 = ~−1

√︀
2𝑚𝑏(𝐸𝑛)(𝑈 − 𝐸𝑛 − 𝑉 );

𝑉 = 𝑒𝐹𝑑;

(10)

𝜉(𝑗)𝑛 (𝑧) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−
(︂
2𝑚𝑤(𝐸𝑛)𝑉 𝑑2

~2

)︂1/3(︂
𝐸𝑛

𝑉
+

𝑧

𝑑

)︂
, 𝑗 = 1, 3;

−
(︂
2𝑚𝑏(𝐸𝑛)𝑉 𝑑2

~2

)︂1/3(︂
𝐸𝑛 − 𝑈

𝑉
+

𝑧

𝑑

)︂
, 𝑗 = 2;

Ai(𝜉),Bi(𝜉) – функцiї Ейрi першого та другого роду
вiдповiдно.

Умови неперервностi хвильової функцiї та пото-
ку її густини на всiх межах подiлу середовищ:

Ψ
(𝑗)
𝑛 (𝑧𝑗) = Ψ

(𝑗+1)
𝑛 (𝑧𝑗); (11)

1

𝑚𝑗(𝐸𝑛)

𝑑Ψ
(𝑗)
𝑛 (𝑧)

𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑧=𝑧𝑗

=
1

𝑚𝑗+1(𝐸𝑛)

𝑑Ψ
(𝑗+1)
𝑛 (𝑧)

𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑧=𝑧𝑗

разом з умовою нормування

∞∫︁
−∞

Ψ*
𝑛(𝑧)Ψ𝑛′(𝑧)𝑑𝑧 = 𝛿𝑛𝑛′ (12)

однозначно визначають усi невiдомi коефiцiєнти
𝐴

(𝑗)
𝑛 , 𝐵

(𝑗)
𝑛 , функцiї Ψ(𝑗)

𝑛 , енергiї 𝐸𝑛, а отже i повний
енергетичний спектр 𝐸𝑛k та повну ортонормовану
систему хвильових функцiй Ψ𝑛k(r).

Здiйснивши перехiд вiд координатного пред-
ставлення гамiльтонiана електронiв до представле-
ння вторинного квантування на квантованiй хви-
льовiй функцiї:

Ψ̂(r) =
∑︁
𝑛,k

Ψ𝑛k(r)�̂�𝑛k (13)

з фермiонними операторами знищення �̂�𝑛k (наро-
дження �̂�+𝑛k) електронних станiв, гамiльтонiан еле-
ктронiв у зображеннi чисел заповнення отримує-
ться у виглядi

�̂�𝑒 =

∫︁
Ψ̂+(r)𝐻𝑒(r)Ψ̂(r)𝑑r =

∑︁
𝑛k

𝐸𝑛k�̂�
+
𝑛k�̂�𝑛𝑘. (14)

У моделi дiелектричного континууму [18–22, 24,
26, 27] потенцiал поля поляризацiї Φ(r) та спектр
iнтерфейсних фононiв визначаються рiвнянням

𝜀𝑗(𝜔)∇2Φ(r) = 0 при 𝜀𝑗(𝜔) ̸= 0, (15)

де 𝜀𝑗(𝜔) – дiелектрична проникнiсть 𝑗-го середо-
вища наносистеми, яка задається спiввiдношенням
Лiдейна–Сакса–Теллера

𝜀𝑗(𝜔) = 𝜀𝑗∞
𝜔2 − 𝜔2

𝐿𝑗

𝜔2 − 𝜔2
𝑇𝑗

. (16)

Тут 𝜀𝑗∞ – високочастотна дiелектрична прони-
кнiсть, 𝜔𝐿𝑗 , 𝜔𝑇𝑗 – частоти поздовжнiх (𝐿) та попе-
речних (𝑇 ) коливань масивного матерiалу, з якого
утворений 𝑗-й шар наносистеми.

Розв’язок рiвняння (15) шукається у виглядi

Φ(r) =

4∑︁
𝑗=0

∑︁
q

𝐶(𝑞)𝜙𝑗(𝑞, 𝑧)𝑒
𝑖q𝜌, (17)

де
𝜙𝑗(𝑞, 𝑧) = 𝛼𝑗𝑒

−𝑞𝑧 + 𝛽𝑗𝑒
𝑞𝑧, (18)

q,𝜌 – двовимiрнi вектори.
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Функцiї 𝜙𝑗 задовольняють систему рiвнянь,⎧⎪⎨⎪⎩
𝜙𝑗(𝑞, 𝑧𝑗) = 𝜙𝑗+1(𝑞, 𝑧𝑗);

𝜀𝑗(𝜔)
𝜕𝜙𝑗(𝑞, 𝑧)

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑧𝑗

= 𝜀𝑗+1(𝜔)
𝜕𝜙𝑗+1(𝑞, 𝑧)

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑧𝑗

,
(19)

якi отримуються з умов неперервностi напружено-
стi й iндукцiї поля поляризацiї на межах (𝑗 = 0–3)
подiлу РТС та з вимоги зникнення фононного по-
ля на безмежностi

𝜙0(𝑞, 𝑧)|𝑧→−∞ = 𝜙4(𝑞, 𝑧)|𝑧→∞ → 0. (20)

З системи рiвнянь (19), (20) однозначно знаходя-
ться коефiцiєнти (𝛼𝑗 , 𝛽𝑗), а отже вiдомий i потен-
цiал поля поляризацiї Φ(r) iнтерфейсних фононiв.

Умова нетривiальностi розв’язку системи (19)
методом трансфер-матрицi [28] визначає диспер-
сiйне рiвняння

3∏︁
𝑗=0

⎛⎝
(︁
1 + 𝜀𝑏(Ω)

𝜀𝜔(Ω)

)︁ (︁
1− 𝜀𝑏(Ω)

𝜀𝜔(Ω)

)︁
𝑒−2𝑞𝑧𝑗(︁

1− 𝜀𝑏(Ω)
𝜀𝜔(Ω)

)︁
𝑒2𝑞𝑧𝑗

(︁
1 + 𝜀𝑏(Ω)

𝜀𝜔(Ω)

)︁
⎞⎠ =

=

(︂
1 0
0 1

)︂
, (21)

з якого знаходиться спектр енергiй (Ω𝜆q = ~𝜔𝜆q)
iнтерфейсних фононiв гiлки 𝜆 з квазiiмпульсом q.
У невиродженому випадку кiлькiсть гiлок фонон-
них енергiй збiгається з подвоєним числом усiх
меж мiж середовищами наносистеми.

Здiйснивши квантування поля поляризацiї за вi-
домою квантово-механiчною схемою з переходом
вiд фур’є-компонент до нормальних узагальнених
координат i iмпульсiв [24, 26, 27], а потiм до бозон-
них операторiв народження (𝑏+𝜆q) i знищення (𝑏𝜆q),
отримується гамiльтонiан iнтерфейсних фононiв:

�̂�𝐼 =
∑︁
𝜆q

Ω𝜆q(�̂�
+
𝜆q�̂�𝜆q + 1/2) (𝜆 = 1–8). (22)

Гамiльтонiан електрон-фононної взаємодiї у ко-
ординатному представленнi за електронними змiн-
ними визначається потенцiалом поля поляризацiї
iнтерфейсних фононiв:

�̂�𝑒−𝐼 = −𝑒Φ(𝜌, 𝑧) =

= −
4∑︁

𝑗=0

∑︁
𝜆q

𝑒𝐶𝜆(𝑞)𝜙𝜆𝑗(𝑞, 𝑧)𝑒
𝑖q𝜌

(︁
𝑏𝜆q + �̂�+𝜆−q

)︁
. (23)

Перехiд до представлення електронних чисел за-
повнення здiйснюється за допомогою квантованої
хвильової функцiї (13). У результатi отримується
гамiльтонiан електрон-фононної взаємодiї у пред-
ставленнi чисел заповнення за електронними i фо-
нонними змiнними системи:

�̂�𝑒−𝐼 =
∑︁
𝑛′,𝑛

𝜆,q

𝐹𝑛′𝑛(𝜆,q)�̂�
+
𝑛′k+q�̂�𝑛k(�̂�𝜆q + �̂�+𝜆−q), (24)

де функцiї зв’язку мають вигляд

𝐹𝑛′𝑛(𝜆, 𝑞)=−

√︃
4𝜋𝑒2~

𝑞𝑆𝑁(𝑠, 𝑞)

4∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗∫︁
𝑧𝑗−1

𝑑𝑧Ψ
(𝑗)*

𝑛′ (𝑧)Ψ(𝑗)
𝑛 (𝑧)×

×
[︀
𝛼𝑗(𝜆, 𝑞)𝑒

−𝑞𝑧 + 𝛽𝑗(𝜆, 𝑞)𝑒
𝑞𝑧
]︀

(25)

i мiстять нормувальний коефiцiєнт

𝑁(𝑠, 𝑞) =

4∑︁
𝑗=0

𝜕𝜀𝑗(𝜔)

𝜕𝜔

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜔=𝜔𝜆𝑞

[𝛽2
𝑗 (𝜆, 𝑞)(𝑒

2𝑞𝑧𝑗 −

− 𝑒2𝑞𝑧𝑗−1)− 𝛼2
𝑗 (𝜆, 𝑞)(𝑒

−2𝑞𝑧𝑗 − 𝑒−2𝑞𝑧𝑗−1)]. (26)

Отриманий гамiльтонiан електрон-фононної си-
стеми

�̂� = �̂�𝑒 + �̂�𝐼 + �̂�𝑒−𝐼 (27)

дозволяє розрахувати фур’є-образ електронної
функцiї Грiна за правилами дiаграмної технiки
Фейнмана–Пайнса [27, 29] при скiнченнiй темпе-
ратурi.

При малих концентрацiях електронiв та слабко-
му їх зв’язку з iнтерфейсними фононами фур’є-
образ функцiї Грiна визначається рiвнянням Дай-
сона:

𝐺𝑛(k, ~𝜔) = [~𝜔 − 𝐸𝑛k −𝑀𝑛(~𝜔,k)]−1 (28)

з масовим оператором 𝑀𝑛(~𝜔,k), розрахованим в
однофононному наближеннi (𝜂 → +0):

𝑀𝑛(~𝜔,k) =
∑︁
𝑛′𝜆q

𝐹 *
𝑛𝑛′(𝜆,q)𝐹𝑛′𝑛(𝜆,q)×

×
[︂

1 + 𝜈𝑗
~𝜔 − 𝐸𝑛′(k− q)− Ω𝑗 + 𝑖𝜂

+

+
𝜈𝑗

~𝜔 − 𝐸𝑛′(k+ q) + Ω𝑗 + 𝑖𝜂

]︂
. (29)

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2016. Т. 61, № 9 793



Ю.О. Сетi, М.В. Ткач, М.В. Панькiв

Рис. 2. Залежнiсть енергiй (Ω𝜆𝑞) iнтерфейсних фононiв вiд
квазiiмпульсу 𝑞 (в одиницях 𝜋/𝑎𝑔 , 𝑎𝑔 − величина постiйної
гратки середовища-ями) у РТС [1]

Тут перший доданок у дужках описує процеси з
народженням фононiв з середнiми значеннями чи-
сел заповнення 𝜈𝜆q =

(︀
𝑒Ω𝜆q/𝑘𝑇 − 1

)︀−1
, а другий –

з їх знищенням.
Отриманий масовий оператор (29) дозволяє роз-

рахувати i дослiдити внески рiзних механiзмiв
електрон-I-фононної взаємодiї у перенормування
спектральних параметрiв (енергетичних змiщень
Δ𝑛 i затухань Γ𝑛) електронних станiв у двоям-
нiй РТС. Вважаючи, що електрони потрапляють
у наносистему перпендикулярно до її площин i
характеризуються слабкою взаємодiєю з фонона-
ми, в (29) можна покласти k = 0 та знехтува-
ти частотною залежнiстю масового оператора в
околi енергiй електрона 𝐸𝑛. Тодi дiйсна й уяв-
на частини масового оператора визначать змiще-
ння (Δ𝑛 = Re𝑀𝑛 (~𝜔 = 𝐸𝑛,k = 0)) й затухання
(Γ𝑛 = −2 Im𝑀𝑛 (~𝜔 = 𝐸𝑛,k = 0)) 𝑛-ї електронної
зони.

Для подальшого аналiзу внескiв рiзних механi-
змiв електрон-фононної взаємодiї в повнi змiщення
енергiй i затухання їх доцiльно подати у виглядi

Δ𝑛 = Δ𝑛𝑛 +
∑︁
𝑛′ ̸=𝑛

Δ𝑛𝑛′ , (30)

Γ𝑛 = Γ𝑛𝑛 +
∑︁
𝑛′ ̸=𝑛

Γ𝑛𝑛′ , (31)

де Δ𝑛𝑛,Γ𝑛𝑛 − парцiальнi внески внутрiшньозон-
ної електрон-фононної взаємодiї у повне змiщен-
ня i затухання 𝑛-го стану; Δ𝑛𝑛′ ,Γ𝑛𝑛′ − парцiальнi

внески у Δ𝑛 i Γ𝑛 мiжзонної взаємодiї електронiв з
I-фононами.

Отже, розвинена теорiя дозволяє виконати роз-
рахунок перенормованих iнтерфейсними фонона-
ми енергетичних рiвнiв �̃�𝑛 = 𝐸𝑛 + Δ𝑛 i за-
тухань Γ𝑛 електронних станiв двоямної РТС у
електричному полi, як каскаду безiнжекторного
ККЛ [1].

3. Аналiз перенормування
iнтерфейсними фононами параметрiв
електронного спектра у двоямному
каскадi ККЛ при скiнченнiй температурi

На основi розвиненої у попередньому параграфi
теорiї електрон-фононної взаємодiї дослiджував-
ся вплив iнтерфейсних фононiв на електронний
спектр двоямної РТС у постiйному електрично-
му полi, як окремому каскадi безiнжекторного
ККЛ [1] з GaAs ямами i Al0,15Ga0,85As бар’є-
рами. Фiзичнi характеристики дослiджуваної на-
ноструктури вiдомi: 𝜀∞𝑤 = 10,89, 𝜀∞𝑏 = 10,48,
~𝑤𝐿𝑤 = 36,25 меВ, ~𝑤𝐿𝑏 = 35,31 меВ, ~𝑤𝑇𝑤 =
= 33,29меВ, ~𝑤𝑇𝑏 = 33,17меВ, 𝑚𝑤 = 0,067𝑚𝑒,
𝑚𝑏 = 0,080𝑚𝑒, 𝐸𝑇=0K

𝑔𝑤 = 1520 меВ, 𝐸𝑇=0K
𝑔𝑏 =

= 1626,5 меВ, 𝐸𝑇=121K
𝑔𝑤 = 1481,3 меВ, 𝐸𝑇=121K

𝑔𝑏 =

= 1589меВ,𝑈𝑇=0K = 130меВ,𝑈𝑇=121K = 125меВ,
а геометричнi параметри вибиралися такими ж,
як i в експериментальнiй роботi [1]: 𝑎1 = 7,1 нм,
𝑎2 = 16,7 нм, 𝑏 = 3,1 нм.

Для того, щоб дослiдити перенормування еле-
ктронного спектра iнтерфейсними фононами спо-
чатку виконувався розрахунок спектра енергiй
(Ω𝜆𝑞) I-фононiв у РТС з такими самими геоме-
тричними параметрами, як i каскаду експеримен-
тального ККЛ [1]. Результати розрахунку зале-
жностi Ω𝜆𝑞 вiд квазiiмпульсу 𝑞 наведенi на рис. 2,
з якого видно, що в системi iснують вiсiм гi-
лок енергiй I-фононiв. Чотири гiлки утворюють
низькоенер-гетичну групу, розташовану мiж енер-
гiями (Ω𝑇𝑤 = 33,29 меВ, Ω𝑇𝑏 = 33,17 меВ) попере-
чних оптичних фононiв масивних аналогiв середо-
вищ ям i бар’єрiв РТС, а iншi чотири утворюють
високоенергетичну групу мiж енергiями (Ω𝐿𝑤 =
= 36,25 меВ, Ω𝐿𝑏 = 35,31 меВ) поздовжнiх опти-
чних фононiв. Кожна група в околi малих значень
квазiiмпульсу 𝑞 мiстить по двi гiлки з додатною
та вiд’ємною дисперсiями, якi зi зростанням 𝑞 ви-
роджуються у мiнiзону. Вiдзначимо, що постiйне
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електричне поле не впливає на спектр i потенцiал
фононного поля.

Згiдно з iдеєю експериментальної роботи [1] ла-
зерне випромiнювання окремого каскаду безiнже-
кторного ККЛ вiдбувається при квантовому пе-
реходi електронiв зi стану |3⟩ у стан |2⟩ з гене-
рацiєю електромагнiтної хвилi з енергiєю кванту
𝐸32 ≈ 19меВ. Наступний безвипромiнювальний
перехiд електронiв з другого |2⟩ на основний рiвень
|1⟩, рiзниця енергiй мiж якими вiдповiдає енергiї
оптичного фонона, забезпечує виконання важли-
вої умови iнверсної заселеностi. Узгоджена робо-
та всiх каскадiв ККЛ забезпечується прикладе-
ним постiйним електричним полем напруженостi
𝐹 = 17 кВ/см.

Щоб з’ясувати роль рiзних механiзмiв електрон-
I-фононної взаємодiї у перенормуваннi параме-
трiв електронного спектра виконувався розра-
хунок енергiй (𝐸𝑛) трьох найнижчих (робочих)
електронних станiв без урахування електрон-
фононної взаємодiї, а також повних змiщень (Δ𝑛)
i затухань (Γ𝑛) та їх парцiальних складових, зу-
мовлених взаємодiєю електронiв з I-фононами че-
рез внутрiшньозоннi стани (Δ𝑛𝑛,Γ𝑛𝑛) та мiжзон-
ною взаємодiєю (Δ𝑛𝑛′ ̸=𝑛, Γ𝑛𝑛′ ̸=𝑛). Результат роз-
рахунку зазначених величин у залежностi вiд кон-
фiгурацiї РТС, тобто вiд ширини вхiдної ями
(𝑎1) при фiксованiй ширинi загальної потенцi-
альної ями (𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2 = 23,8 нм), у по-
стiйному електричному полi (𝐹 = 17 кВ/см та
без нього (𝐹 = 0) при 𝑇 = 0K наведено на
рис. 3.

З рис. 3 видно, що з появою постiйного електри-
чного поля та зi зростанням його напруженостi
(𝐹 ) енергiї всiх електронних станiв майже лiнiйно
змiщуються у низькочастотну область так, що по-
чинаючи з найнижчого стану вони потрапляють в
область вiд’ємних енергiй. За вiдсутностi електри-
чного поля залежностi енергiй (𝐸𝑛) всiх трьох ста-
нiв електрона вiд положення внутрiшнього бар’єра
мiж зовнiшнiми бар’єрами наносистеми симетри-
чнi вiдносно середини загальної потенцiальної ями
(𝑎1 = 𝑎/2). Поява електричного поля порушує цю
симетрiю тим сильнiше, чим бiльша напруженiсть
поля.

Перенормування спектральних параметрiв еле-
ктронних станiв взаємодiєю з фононами при крiо-
геннiй температурi (𝑇 = 0 K, 𝜈𝜆𝑞 = 0) формаль-
но вiдбувається лише з народженням вiртуальних

фононiв, через що електроннi енергiї можуть лише
зменшуватися. Тому, як видно з рис. 3, енергетичнi
змiщення (Δ𝑛) всiх трьох робочих станiв електро-
на вiд’ємнi. Їх еволюцiя зi змiною геометричної
конфiгурацiї РТС за вiдсутностi електричного по-
ля, подiбно до енергетичного спектра, проявляє си-
метричну залежнiсть вiдносно положення бар’єра
посерединi загальної ями (𝑎1 = 𝑎/2). З рис. 3 ви-
дно, що змiщення енергетичних рiвнiв (Δ1, Δ2)
двох найнижчих станiв електрона у всьому iнтер-
валi змiни 𝑎1 переважно формуються внутрiшньо-
зонною взаємодiєю. Що ж до змiщення енергiї тре-
тього робочого стану (Δ3), то внутрiшньозонна
взаємодiя суттєва всюди, окрiм тих геометричних
конфiгурацiях РТС, де вiдбувається антикросiнг
третього i четвертого рiвнiв. У таких конфiгура-
цiях РТС мiжзонна взаємодiя переважає внутрi-
шньозонну (Δ3𝑛′ > Δ33).

Оскiльки поява постiйного електричного поля
через змiну ймовiрностей перебування електрона
у обох потенцiальних ямах РТС значно змiнює
функцiї електрон-фононного зв’язку, то це приво-
дить до змiни залежностей вiд 𝑎1 загальних змi-
щень (Δ𝑛) та їх парцiальних складових (Δ𝑛𝑛′)
для всiх трьох електронних рiвнiв. Як видно з
рис. 3, електричне поле хоч i деформує залежно-
стi Δ𝑛 вiд 𝑎1, змiщуючи положення максимумiв
i мiнiмумiв в область бiльших значень 𝑎1, однак
величини змiщень електронних рiвнiв змiнює не
суттєво.

Затухання електронних станiв (Γ𝑛) при крiоген-
нiй температурi (𝑇 = 0K, 𝜈𝜆𝑞 = 0) визначаються
уявною частиною масового оператора (29) через
𝛿-функцiєю 𝛿(𝐸𝑛 − 𝐸𝑛′ − Ω𝜆q − ~2𝑞2/2𝑚). Очеви-
дно, що при 𝑛 ≤ 𝑛′ затухання 𝑛-го стану вiдсутнє
(Γ𝑛 = 0) оскiльки 𝛿(−|𝐸𝑛−𝐸𝑛′ |−Ω𝜆q−~2𝑞2/2𝑚) =
= 0. Це означає, що при 𝑇 = 0 K внутрiшньозонна
взаємодiя електрона у 𝑛-му станi, а також мiж-
зонна взаємодiя через вищi стани (𝑛′ ≥ 𝑛) з вiр-
туальними iнтерфейсними фононами вiдбувається
без затухання. З цiєї причини затухання основного
стану при 𝑇 = 0 K вiдсутнє (Γ1 = 0). Затухання
збуджених станiв (Γ𝑛≥2) виникатиме лише у ре-
зультатi мiжзонної взаємодiї з низькоенергетични-
ми станами (𝑛′ < 𝑛) за умови, що 𝐸𝑛 − 𝐸𝑛′ < Ω𝜆q,
коли 𝛿(𝐸𝑛 − 𝐸𝑛′ − Ω𝜆q − ~2𝑞2/2𝑚). Основнi вла-
стивостi Γ𝑛 при крiогеннiй температурi подiбнi до
тих, якi характернi для затухань Γ𝑇

𝑛 електронних
станiв при скiнченних температурах (𝑇 ̸= 0 K), i
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Рис. 3. Залежностi енергетичного спектра електрона, повних (Δ𝑛) i парцiальних (Δ𝑛𝑛′ )
змiщень енергетичних рiвнiв трьох робочих станiв (𝑛 = 1, 2, 3) при крiогеннiй температурi
(𝑇 = 0 К) вiд конфiгурацiї двоямної РТС у електричному полi (𝐹 = 17 кВ/см) i без нього
(𝐹 = 0)
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тому тут не наведенi. Властивостi затухань Γ𝑇
𝑛 бу-

дуть проаналiзованi нижче.
Отже розрахунки показали, що при крiогеннiй

температурi взаємодiя електронiв у робочих ста-
нах з енергiями 𝐸1 = −18,9 меВ, 𝐸2 = 16,0 меВ,
𝐸3 = 35,1 меВ з вiртуальними iнтерфейсними фо-
нонами у двомнiй РТС з геометричними пара-
метрами експериментального каскаду ККЛ [1]
(𝑎exp1 = 7,1 нм, 𝑎exp2 = 16,7 нм, 𝐹 = 17 кВ/см)
приводить до вiд’ємних змiщень (Δ1 = −0,91 меВ,
Δ2 = −1,97 меВ, Δ3 = −1,40 меВ) енергетичних
рiвнiв усiх трьох станiв, а також до слабкого зату-
хання обох збуджених станiв (Γ2 = 0,0003 меВ,
Γ3 = 0,0018 меВ).

Аналогiчно виконувалися розрахунки енергiй
електронних станiв, їх змiщень i затухань при
температурi (𝑇 = 121 К) функцiонування безiн-
жекторного ККЛ [1]. Виявилося, що через зале-
жнiсть висот потенцiальних бар’єрiв та величин
ефективних мас електрона вiд ширин забороне-
них зон напiвпровiдникових середовищ ям i бар’є-
рiв, якi, у свою чергу, залежнi вiд температури,
енергiї всiх електронних станiв (без урахування
електрон-фононної взаємодiї) зi зростанням темпе-
ратури слабо змiщуються в область менших енер-
гiй (𝐸𝑇

1 = −19,0 меВ, 𝐸𝑇
2 = 15,5 меВ, 𝐸𝑇

3 =
= 34,5 меВ). Загальнi властивостi залежностей 𝐸𝑇

𝑛

вiд геометричної конфiгурацiї РТС та напруже-
ностi електричного поля не приводяться, оскiльки
вони залишаються такими самими, як i проаналi-
зованi ранiше вiдповiднi залежностi при крiогеннiй
температурi.

При скiнченних температурах у системi вже
iснують реальнi фонони, а тому можливi проце-
си не лише з народженням фононiв, а й з їх пог-
линанням. Отже при 𝑇 ̸= 0 К електрон-фононна
взаємодiя приводить до перенормування енергiй
та затухання всiх станiв електрона, включно з
основним.

На рис. 4 наведенi залежностi вiд 𝑎1 повних
i парцiальних змiщень (Δ𝑇

𝑛 ,Δ
𝑇
𝑛𝑛′) та затухань

(Γ𝑇
𝑛 ,Γ

𝑇
𝑛𝑛′) трьох (𝑛 = 1, 2, 3) робочих станiв еле-

ктронiв у двоямнiй РТС у постiйному електри-
чному полi напруженостi 𝐹 = 17 кВ/см при
𝑇 = 121 K. З цього рисунка видно, що залежностi
Δ𝑇

𝑛 вiд геометричної конфiгурацiї РТС й iєрархiя
парцiальних внескiв у них внутрiшньо- та мiжзон-
ної взаємодiй якiсно подiбнi до тих, якi мали мiсце
при 𝑇 = 0 K.

Що ж до затухань електронних станiв при скiн-
ченних температурах, то, як видно з рис. 4, при
𝑇 = 121 K вони є складними нелiнiйними фун-
кцiями вiд 𝑎1. Так, у затуханнi основного ста-
ну (Γ𝑇

1 ) внесок внутрiшньозонної взаємодiї Γ𝑇
11 є

переважаючим лише в околi антикросiнгу 𝐸1 та
𝐸2. В усiх iнших областях змiни 𝑎1 суттєвiшою
є мiжзонна взаємодiя. Затухання збуджених ста-
нiв в основному формуються мiжзонною електрон-
фононною взаємодiєю через нижчi стани. Заува-
жимо, що парцiальнi складовi Γ14 i Γ24 на стiльки
малi, що на рис. 4 не виднi.

Розрахунок показав, що в експериментальнiй
конфiгурацiї РТС змiщення енергетичних рiвнiв
та затухання електронних станiв при 𝑇 = 121 К
такi: Δ𝑇

1 = −0,93 меВ,Δ𝑇
2 = −1,92 меВ, Δ𝑇

3 =
= −1,41 меВ, Γ𝑇

1 = 0,044 меВ, Γ𝑇
2 = 0,028 меВ,

Γ𝑇
3 = 0,077 меВ. Аналiз приведених величин Δ𝑛

та Δ𝑇
𝑛 показує, що електрон-I-фононна взаємо-

дiя зi зростанням температури змiщує перший та
третiй енергетичнi рiвнi в область менших енер-
гiй на величини Δ̃𝑇

1 = Δ𝑇
1 − Δ1 = −0,02 меВ,

Δ̃𝑇
3 = Δ𝑇

3 − Δ3 = −0,01 меВ вiдповiдно, а дру-
гий рiвень навпаки − в область бiльших енергiй
(Δ̃𝑇

2 = Δ𝑇
2 − Δ2 = 0,05 меВ). Затухання всiх

трьох станiв зростають з пiдвищенням температу-
ри системи.

На рис. 5 наведено залежностi Δ𝑇
𝑛 (а) та Γ𝑇

𝑛

(b) вiд температури РТС з експериментальними
геометричними параметрами у постiйному еле-
ктричному полi (𝐹 = 17 кВ/см). З рис. 5, а
видно, що абсолютна величина змiщення енергiї
основного стану (Δ𝑇

1 ) слабо немонотонно зростає
з пiдвищенням температури системи, змiнюючись
в межах вiд Δ1 = −0,91 меВ при 𝑇 = 0 К
до Δ𝑇

1 = −1,03 меВ при кiмнатнiй температу-
рi 𝑇 = 300 К. Змiщення третього рiвня майже
незалежить вiд 𝑇 (Δ𝑇

3 ≈ −1,40 меВ). Змiщен-
ня другого енергетичного рiвня, як функцiя тем-
ператури 𝑇 , зростає зi збiльшенням 𝑇 , досягаю-
чи максимального значення Δ𝑇

2 = −1,911 меВ
при 𝑇 = 90 К. Подальше збiльшення температу-
ри приводить до зменшення величини Δ𝑇

2 . Ано-
мальна залежнiсть Δ2 вiд температури зумовлена
конкуретними внесками електрон-фононної взає-
модiї у процесах поглинання та випромiнювання
фононiв.

Як видно з рис. 5, b, величини затухань всiх ста-
нiв слабо нелiнiйно зростають з температурою.
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Рис. 4. Залежностi повних (Δ𝑇
𝑛 , Γ𝑇

𝑛 ) i парцiальних (Δ𝑇
𝑛𝑛′ , Γ𝑇

𝑛𝑛′ ) змiщень i затухань енергетичних рiвнiв
трьох робочих станiв електрона (𝑛 = 1, 2, 3) вiд конфiгурацiї РТС у електричному полi (𝐹 = 17 кВ/см) при
температурi 𝑇 = 121 К

Отриманi величини перенормованих енергiй
�̃�𝑛 = 𝐸𝑛 +Δ𝑛 та затухань Γ𝑛 електронних станiв
дозволяють визначити температурну змiну енер-
гiї Δ𝐸32 = (�̃�𝑇

3 − �̃�𝑇
2 ) − (�̃�3 − �̃�2) та розши-

рення ΔΓ32 = (Γ̃𝑇
3 + Γ̃𝑇

2 ) − (Γ̃3 + Γ̃2) смуги ла-
зерного випромiнювання. Розрахунок показав, що
в експериментальнiй конфiгурацiї двоямного ка-
скаду ККЛ [1] температурне змiщення за раху-
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Рис. 5. Залежностi вiд температури (𝑇 ) повних змiщень
(Δ𝑇

𝑛 ) i затухань (Γ𝑇
𝑛 ) енергетичних рiвнiв трьох робо-

чих станiв електрона у РТС в електричному полi (𝐹 =

= 17 кВ/см) з геометричними параметрами двоямного ка-
скаду безiнжекторного ККЛ [1]

нок взаємодiї електронiв з I-фононами практично
вiдсутнє, а розширення становить 0,1 меВ. От-
же, теоретичне значення енергiї лазерного випро-
мiнювання 𝐸32 = 18,8 меВ добре узгоджується з
експериментальним 𝐸exp

32 = 19 меВ.

4. Основнi результати та висновки

1. На основi моделi ефективних мас i прямокутних
потенцiалiв для електронiв i в моделi дiелектри-
чного континууму для iнтерфейсних фононiв роз-
винено теорiю електрон-фононної взаємодiї у дво-
ямнiй плоскiй резонансно-тунельнiй нанострукту-
рi в постiйному електричному полi як в окремому
каскадi безiнжекторного ККЛ.

2. Дослiджено внески внутрiшньо- та мiжзон-
ної електрон-фононної взаємодiї у перенормуван-
ня спектральних параметрiв (змiщень i затухань)
електронних станiв у залежностi вiд геометричної
конфiгурацiї РТС, величини напруженостi постiй-
ного електричного поля та температури.

3. Показано, що взаємодiя електронiв з iнтер-
фейсними фононами у широкому iнтервалi змiни
температури (вiд крiогенної до кiмнатної) майже
не змiнює енергiю лазерного випромiнювання, хо-
ча й приводить до слабкого розширення смуги ви-
промiнювання.
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ROLE OF INTERFACE PHONONS
IN THE FUNCTIONING OF AN INJECTORLESS
QUANTUM CASCADE LASER

S u m m a r y

A Hamiltonian for the electron-phonon system in the double-

well resonant tunneling structure in the dc electric field has

been obtained, by using the models of rectangular potential

profile and effective mass for electrons and the dielectric con-

tinuum model for phonons. This structure is a separate cas-

cade of the injectorless quantum cascade laser. The renormal-

ized parameters of the electron spectrum are calculated for an

arbitrary temperature, by using the method of thermodynamic

Green’s functions. It is shown that, in accordance with the ex-

periment, the laser radiation band broadens out and weakly

shifts with the temperature growth.
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