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АПРОКСИМАЦIЯ ХВИЛЬОВОЇ ФУНКЦIЇ
ТА ПОЛЯРИЗАЦIЙНI ХАРАКТЕРИСТИКИ ДЕЙТРОНА
ДЛЯ ПОТЕНЦIАЛIВ НЕЙМЕГЕНСЬКОЇ ГРУПИУДК 539.12.01

Чисельно розрахованi коефiцiєнти аналiтичних форм для хвильової функцiї дейтрона
в координатному представленнi для потенцiалiв Неймегенської групи. Отриманi хви-
льовi функцiї не мiстять надлишкових вузлiв. Розрахованi параметри дейтрона добре
узгоджуються з експериментальними i теоретичними даними. Розрахованi по хвильо-
вих функцiях поляризацiйнi характеристики 𝑇20 i 𝐴𝑦𝑦, спiврозмiрнi з ранiше опублiко-
ваними.
Ключ о в i с л о в а: хвильова функцiя, аналiтична форма, дейтрон, поляризацiя, вузол.

1. Вступ

Дейтрон є найпростiшим ядром, яке складається
з двох сильно взаємодiючих частинок (протона i
нейтрона). Простота будови дейтрона робить йо-
го зручною лабораторiєю для вивчення нуклон-
нуклонних сил. На даний час дейтрон добре ви-
вчений як експериментально, так i теоретично.

Розрахунки статичних характеристик дейтрона
(енергiя зв’язку, магнiтний момент, електричний
квадрупольний момент та iн.) добре узгоджуються
з експериментальними даними [1]. Але, незважаю-
чи на це, iснують певнi теоретичнi неузгоджено-
стi. Наприклад, в деяких теоретичних роботах [2]
одна (Боннський потенцiал) або обидвi (Москов-
ський потенцiал) [3] компоненти хвильової фун-
кцiї мають вузли поблизу початку координат. Та-
ка поведiнка хвильової функцiї суперечить загаль-
нiй математичнiй теоремi про число вузлiв вла-
сних функцiй крайових задач [4]. Основному ста-
ну системи вiдповiдає функцiя без вузлiв у сере-
динi iнтервалу крайової задачi. Наявнiсть вузлiв
у хвильових функцiях основного i єдиного стану
дейтрона може вказувати на iснування певних не-
узгодженостей в реалiзацiї чисельних алгоритмiв,
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якi застосовуються у подiбних задачах. У роботi
[5] показано, що асимптотика компонент розв’яз-
ку системи рiвнянь вже не визначається одним ор-
бiтальним моментом 𝐿, як у випадку з розв’яз-
ками одиночного рiвняння Шредiнгера, а зумов-
люється повним орбiтальним моментом 𝐽 i асим-
птотичною поведiнкою тензорного потенцiалу на
малих вiдстанях, який забезпечує зв’язування рiв-
нянь Шредiнгера в систему. Вплив вибору чисель-
них алгоритмiв на розв’язки задачi наведено в ро-
ботах [5–7].

Такi потенцiали нуклон-нуклонної взаємодiї, як
Боннський [2], Московський [3], потенцiали Нейме-
генської групи (NijmI, NijmII, Nijm93 [8]), Argonne
v18 [9] чи Паризький потенцiал [10] мають досить
непросту структуру i громiздкий запис. Оригi-
нальний потенцiал Рейда Reid68 був параметризо-
ваний на основi фазового аналiзу Неймегенською
групою i отримав назву Reid93. Параметризацiя
була проведена для 50 параметрiв потенцiалу, при-
чому 𝜒2/𝑁data = 1,03 [8].

Крiм того, хвильова функцiя дейтрона може бу-
ти представлена таблично: через вiдповiднi маси-
ви значень радiальних хвильових функцiй. Iнодi
при чисельних розрахунках оперувати такими ма-
сивами чисел доволi складно. I текст програм для
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чисельних розрахункiв перевантажений. Тому є
доцiльним отримання бiльш простих аналiтичних
форм представлення хвильових функцiй дейтрона.

Таблиця 1. Коефiцiєнти аналiтичної
форми (1) для потенцiалу NijmI

𝑖 𝐴𝑖 𝑎𝑖 𝐵𝑖 𝑏𝑖

1 −0,5985755 1,2486288 0,1341184 1,9583386
2 0,0719881 0,0906381 0,0178965 0,7636754
3 0,0638354 0,0909362 0,0472457 0,8111266
4 0,4978059 5,8301436 −0,0139045 1,4014708
5 −0,4845549 7,2874431 −0,0139327 0,7102277
6 0,0644466 0,0908163 −0,0144313 1,4089862
7 0,1226875 0,0288025 0,0528106 0,8135834
8 0,3600914 8,5601832 −0,0137620 1,3980507
9 −0,4845549 7,2874431 0,0239859 0,1663082

10 0,0742084 0,0101564 0,0002893 0,0170395
11 0,1095527 0,0273786 0,0435291 0,7991969
12 0,3600914 8,5601832 −0,3830299 3,1380815
13 −0,4845549 7,2874431 0,0043372 0,0603978
14 0,0735584 0,0101562 0,0141490 0,7841558
15 0,0291958 0,0039399 0,0664880 0,3772602
16 0,3600914 8,5601832 0,1219109 1,9261182
17 −0,1282627 20,4355213 −0,0144508 1,3816406

Таблиця 2. Коефiцiєнти аналiтичної
форми (1) для потенцiалу NijmII

𝑖 𝐴𝑖 𝑎𝑖 𝐵𝑖 𝑏𝑖

1 −0,0278778 1,6021971 0,0004746 0,0792755
2 0,0589271 0,1092446 0,1662781 0,3393720
3 0,0426398 0,0045215 0,1148787 0,3375295
4 0,6597067 4,9769248 0,1129263 0,0202313
5 −0,4068244 1,1886875 −0,1309857 0,5165437
6 0,0716066 0,0389344 0,1866132 0,3393763
7 0,1108224 0,0106422 −0,1191002 0,3391629
8 0,3002277 1,3102922 −0,1408905 0,4176138
9 −0,4068244 1,1886875 −0,1433174 0,5206460

10 0,1093643 0,0180780 0,1866614 0,4180024
11 0,1245369 0,0389761 −0,1656813 0,4172884
12 0,3002277 1,3102922 −0,1245236 0,4172083
13 −0,4068244 1,1886875 −0,1694870 0,5206702
14 0,0516403 0,1092001 0,2488424 0,4164459
15 0,0473036 0,1082425 0,0004746 0,4178253
16 0,3002277 1,3102922 0,1662781 0,4163094
17 −0,9274669 3,3417195 0,1148787 0,4852219

2. Аналiтична форма
хвильової функцiї дейтрона

Вiдомi чисельнi значення радiальної хвильової
функцiї дейтрона в координатному представленнi
можна апроксимувати за допомогою зручних роз-
кладiв [11] в аналiтичнiй формi:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑢𝑎(𝑟) =

𝑁𝑎∑︀
𝑖=1

𝐴𝑖 exp(−𝑎𝑖𝑟
2),

𝑤𝑎(𝑟) = 𝑟2
𝑁𝑎∑︀
𝑖=1

𝐵𝑖 exp(−𝑏𝑖𝑟
2),

(1)

або асиметричного подвiйного сигмоїдала [7]:

𝑅𝑙 = 𝐶0 + 𝐶1
1

1 + exp
(︁
− 𝑟−𝐶2+𝐶3/2

𝐶4

)︁ ×

×

⎛⎝1− 1

1 + exp
(︁
− 𝑟−𝐶2−𝐶3/2

𝐶5

)︁
⎞⎠. (2)

В (2) параметр 𝐶0 не завжди є додатним числом,
тому виникає надлишковий вузол.

Незважаючи на громiздкi i довготривалi роз-
рахунки i мiнiмiзацiї 𝜒2 (до величини менших за
10−4), доводилося апроксимувати чисельнi значе-
ння хвильових функцiй дейтрона для потенцiа-
лiв Неймегенської групи (NijmI, NijmII, Nijm93
[12, 13]), масиви чисел яких становили по 839х4
значень в iнтервалi 𝑟 = 0–25 фм. Значення отри-
маних коефiцiєнтiв розкладу 𝐴𝑖, 𝑎𝑖, 𝐵𝑖, 𝑏𝑖 згiдно
з формул (1) приведено в табл. 1–3 (𝑁𝑎 = 17). У
роботi [11] значення 𝑁𝑎 = 13.

Крiм (1), є одна аналiтична форма хвильової
функцiї дейтрона [2, 10, 14]:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢𝑏 (𝑟) =

𝑁𝑏∑︀
𝑗=1

𝐶𝑗 exp (−𝑚𝑗𝑟),

𝑤𝑏 (𝑟) =
𝑁𝑏∑︀
𝑗=1

𝐷𝑗 exp (−𝑚𝑗𝑟)
[︁
1 + 3

𝑚𝑗𝑟
+ 3

(𝑚𝑗𝑟)
2

]︁
,

(3)

де 𝑚𝑗 = 𝛽+(𝑗− 1)𝑚0, 𝛽 =
√
𝑀𝐸𝑑, 𝑚0 = 0,9 фм−1.

𝑀 – нуклонна маса, 𝐸𝑑 – енергiя зв’язку дейтрона.
Асимптотики хвильової функцiї дейтрона на

𝑟 → ∞:

𝑢(𝑟) ∼ 𝐴𝑆 exp(−𝛽𝑟),

𝑤(𝑟) ∼ 𝐴𝐷 exp(−𝛽𝑟)

[︂
1 +

3

𝛽𝑟
+

3

(𝛽𝑟)2

]︂
,

950 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2016. Т. 61, № 11



Апроксимацiя хвильової функцiї

де 𝐴𝑆 i 𝐴𝐷 – асимптотики нормування 𝑆- i 𝐷-
станiв.

Коефiцiєнти аналiтичної форми (3) при 𝑁𝑏 > 11
визначаються по формулах [14]:

𝑁𝑏∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗 = 0,

𝑁𝑏∑︁
𝑗=1

𝐷𝑗 =

𝑁𝑏∑︁
𝑗=1

𝐷𝑗𝑚
2
𝑗 =

𝑁𝑏∑︁
𝑗=1

𝐷𝑗

𝑚2
𝑗

= 0. (4)

Точнiсть параметризацiї (1) характеризується
величинами

𝐼𝑆 =

⎛⎝ ∞∫︁
0

[𝑢(𝑟)− 𝑢𝑎(𝑟)]
2
𝑑𝑟

⎞⎠1/2 = 2,5 · 10−4,

𝐼𝐷 =

⎛⎝ ∞∫︁
0

[𝑤(𝑟)− 𝑤𝑎(𝑟)]
2
𝑑𝑟

⎞⎠1/2 = 1,7 · 10−4.

Пошук коефiцiєнтiв аналiтичної форми (3) був
здiйснений для Боннського i Паризького по-
тенцiалiв (див. [2] i [10] вiдповiдно), причому
𝑁𝑏 = 11.

Розрахованi радiальнi хвильовi функцiї дейтро-
на 𝑢(𝑟) i 𝑤(𝑟) по аналiтичних формах (1) в конфi-
гурацiйному представленнi не мiстять надлишко-
вих вузлiв. На рис. 1 i 2 вказано поведiнку хвильо-

Таблиця 3. Коефiцiєнти аналiтичної
форми (1) для потенцiалу Nijm93

𝑖 𝐴𝑖 𝑎𝑖 𝐵𝑖 𝑏𝑖

1 −0,8525983 1,8425206 0,0007130 0,0281536
2 0,0348329 0,0042124 0,0410172 0,4153763
3 0,0910268 0,0769507 0,0410173 0,4153765
4 0,8599717 2,6359631 0,0087985 1,6922442
5 −0,3003584 0,7363712 0,0493539 0,9800333
6 0,0048787 0,1298680 0,0099698 0,8098339
7 0,1605685 0,3899728 −0,0028394 0,8482049
8 0,4708801 1,1261553 0,0177657 1,7152607
9 −0,3003584 0,7363712 0,0493539 0,9800333

10 0,1142999 0,0341238 0,0053267 0,0738306
11 0,0871801 0,0906278 0,0099695 0,8098346
12 0,4708801 1,1261553 0,1264523 2,4340326
13 −0,3003584 0,7363712 0,0493539 0,9800333
14 0,1210117 0,0234265 0,0254155 0,1787281
15 0,1390945 0,0104395 0,0000441 0,0095141
16 0,4708801 1,1261553 0,0177657 1,7152607
17 −1,2640547 1,8246238 −0,3900541 4,0909729

Рис. 1. Хвильова функцiя дейтрона 𝑢(𝑟)

Рис. 2. Хвильова функцiя дейтрона 𝑤(𝑟)

вих функцiй дейтрона бiля початку координат.
Отриманi хвильовi функцiї дейтрона добре коре-
люють iз даними роботи [13].

3. Параметри дейтрона

Якщо вiдомi хвильовi функцiї (1) дейтрона в коор-
динатному представленнi, тодi можна розрахувати
параметри дейтрона [2, 6]:

∙ радiус дейтрона 𝑟𝑑:

𝑟𝑑 =
1

2

⎧⎨⎩
∞∫︁
0

𝑟2
[︀
𝑢2(𝑟) + 𝑤2(𝑟)

]︀
𝑑𝑟

⎫⎬⎭
1/2

;

∙ електричний квадрупольний момент 𝑄𝑑:

𝑄𝑑 =
1

20

∞∫︁
0

𝑟2𝑤(𝑟)
[︁√

8𝑢(𝑟)− 𝑤(𝑟)
]︁
𝑑𝑟;
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Рис. 3. Хвильова функцiя дейтрона 𝑢(𝑝)

Рис. 4. Хвильова функцiя дейтрона 𝑤(𝑝)

∙ магнiтний момент:

𝜇𝑑 = 𝜇𝑠 −
3

2

(︂
𝜇𝑠 −

1

2

)︂
𝑃𝐷;

∙ внесок 𝐷-стану:

𝑃𝐷 =

∞∫︁
0

𝑤2(𝑟)𝑑𝑟;

∙ асимптотика 𝐷/𝑆- стану:

𝜂 = 𝐴𝐷/𝐴𝑆 .

Розрахованi параметри дейтрона наведено в
табл. 4. Їх позначено як (1). Вони добре узгоджую-

ться з експериментальними результатами [1] i те-
оретичними даними, отриманими в оригiнальнiй
роботi [8] для цих же потенцiалiв.

4. Поляризацiйнi характеристики дейтрона

По отриманих хвильових функцiях (1) доцiльними
є розрахунки поляризацiйних характеристик дей-
трона [15].

Вимiрювання поляризацiйних характеристик
реакцiї фрагментацiї дейтрона 𝐴(𝑑, 𝑝)𝑋 при про-
мiжкових i високих енергiях залишається одним з
основних iнструментiв для дослiдження структури
дейтрона. У рамках iмпульсного представлення iм-
пульсна залежнiсть компонента тензора чутливо-
стi до поляризацiї дейтронiв 𝑇20 повнiстю визнача-
ється хвильовою функцiєю, яка залежить тiльки
вiд iмпульсу 𝑝 [16]:

𝑇20 =
1√
2

2
√
2𝑢(𝑝)𝑤(𝑝)− 𝑤(𝑝)2

𝑢(𝑝)2 + 𝑤(𝑝)2
, (5)

де 𝑢(𝑝) i 𝑤(𝑝) – хвильовi функцiї дейтрона в iм-
пульсному представленнi, якi отримують з 𝑢(𝑟) i
𝑤(𝑟) за допомогою перетворення Ханкеля:

𝑢(𝑝) =

∞∫︁
0

𝑢(𝑟)𝑗0(𝑝𝑟)𝑑𝑟;

𝑤(𝑝) =

∞∫︁
0

𝑤(𝑟)𝑗2(𝑝𝑟)𝑑𝑟,

де 𝑗0(𝑝𝑟) i 𝑗2(𝑝𝑟) – функцiї Бесселя нульового i дру-
гого порядку. Тут 𝑢(𝑟) i 𝑤(𝑟) представленi у вигля-
дi аналiтичної форми (1).

Розрахованi хвильовi функцiї дейтрона в iмпуль-
сному представленнi наведено на рис. 3 i 4. В обла-
стi малих iмпульсiв форма компоненти 𝑢(𝑝) дещо

Таблиця 4. Параметри дейтрона

Потенцiал 𝑃𝐷, % 𝑟𝑚, фм 𝑄𝑑, фм2 𝜂

Nijm I (1) 5,66388 1,9664 0,271371 0,0272395
Nijm I [8] 5,664 1,967 0,2719 0,0253
Nijm II (1) 5,62951 1,96747 0,269724 0,0274549
Nijm II [8] 5,635 1,968 0,2707 0,0252
Nijm 93 (1) 5,75307 1,96583 0,270526 0,0252098
Nijm 93 [8] 5,755 1,966 0,2706 0,0252
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вiдрiзняється вiд значень, приведених в [12]. Оче-
видно, що це пов’язано з методом отримання 𝑢(𝑝)
або з вибором чисельного алгоритму.

Формула для 𝑇20 така сама, як i в моделi одно-
нуклонного обмiну [16], а також i в роботi [17].

Експериментально компонента 𝑇20 визначається
через перерiзи, що вiдповiдають проекцiям спiну
(+, 0, –1) початкового дейтрона на вiсь [16]:

𝑇20 =
1√
2

(︀
𝑑𝜎
𝑑Ω

)︀
+
+
(︀
𝑑𝜎
𝑑Ω

)︀
− − 2

(︀
𝑑𝜎
𝑑Ω

)︀
0(︀

𝑑𝜎
𝑑Ω

)︀
+
+
(︀
𝑑𝜎
𝑑Ω

)︀
− +

(︀
𝑑𝜎
𝑑Ω

)︀
0

.

Розрахована по формулi (5) величина 𝑇20 (рис. 5)
для потенцiалiв Неймегенської групи добре коре-
лює з результатами роботи [18].

Крiм компоненти тензора чутливостi до поляри-
зацiї дейтронiв 𝑇20, хвильовою функцiєю дейтрона
в iмпульсному представленнi визначається поля-
ризацiйна передача 𝐾0 (рис. 6):

𝐾0 =
𝑢(𝑝)2 − 𝑤(𝑝)2 − 𝑢(𝑝)𝑤(𝑝)/

√
2

𝑢(𝑝)2 + 𝑤(𝑝)2
. (6)

Експериментально саму величину тензорної ана-
лiзуючої здатностi 𝐴𝑦𝑦 отримують з чисел прото-
нiв 𝑛+, 𝑛− i 𝑛0, зареєстрованих для рiзних мод
поляризацiї пучка пiсля поправки на мертвий час
установки за допомогою виразу [19]:

𝐴𝑦𝑦 = 2
𝑝−𝑧 (𝑛

+/𝑛0 − 1)− 𝑝+𝑧 (𝑛
−/𝑛0 − 1)

𝑝−𝑧 𝑝
+
𝑧𝑧 − 𝑝+𝑧 𝑝

−
𝑧𝑧

. (7)

Тензорна аналiзуюча здатнiсть 𝐴𝑦𝑦 в iмпульсно-
му представленнi теоретично розраховується по
такiй формулi [15]:

𝐴𝑦𝑦 =
𝑇 2
00 − 𝑇 2

11 + 4𝑃 2𝑇 2
10

𝑇 2
00 + 2𝑇 2

11 + 4𝑃 2𝑇 2
10

, (8)

де 𝑇𝑖𝑗(𝑝/2) – амплiтуди, якi визначаються за допо-
могою хвильових функцiй 𝑢(𝑟) i 𝑤(𝑟) таким чином:

𝑇00 = 𝑆0(𝑝/2) +
√
2𝑆2(𝑝/2),

𝑇11 = 𝑆0(𝑝/2)−
1√
2
𝑆2(𝑝/2),

𝑇10 =
𝑖√
2

∞∫︁
0

(︂
𝑢2(𝑟)− 𝑤2(𝑟)

2

)︂
𝑗0(𝑟𝑝/2)𝑑𝑟+

+
𝑖

2

∞∫︁
0

𝑤(𝑟)

(︂
𝑢(𝑟) +

𝑤(𝑟)√
2

)︂
𝑗2(𝑟𝑝/2)𝑑𝑟.

(9)

Рис. 5. Компонента тензора чутливостi до поляризацiї дей-
тронiв 𝑇20

Рис. 6. Поляризацiйна передача 𝐾0

Тут 𝑆0 i 𝑆2 – сферичний i квадрупольний форм-
фактори дейтрона:

𝑆0(𝑝/2) =

∞∫︁
0

(𝑢2(𝑟) + 𝑤2(𝑟))𝑗0(𝑟𝑝/2)𝑑𝑟,

𝑆2(𝑝/2)=

∞∫︁
0

2𝑤(𝑟)

(︂
𝑢(𝑟)− 1

2
√
2
𝑤(𝑟)

)︂
𝑗2(𝑟𝑝/2)𝑑𝑟.

(10)

У формулi (8) введений параметр 𝑃 = 0,4𝑝. Розра-
хована величина 𝐴𝑦𝑦 (рис. 7) для потенцiалiв Ней-
мегенської групи спiврозмiрна з результатами [20]
для Боннського потенцiалу.
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Рис. 7. Тензорна аналiзуюча здатнiсть 𝐴𝑦𝑦

Рис. 8. Тензор-тензорна передача поляризацiї 𝐾𝑦𝑦

Тензор-тензорна передача поляризацiї 𝐾𝑦𝑦

(рис. 8) [14]:

𝐾𝑦𝑦 =
5𝑇 2

11 + 𝑇 2
00 − 8𝑃 2𝑇 2

10

𝑇 2
00 + 2𝑇 2

11 + 4𝑃 2𝑇 2
10

. (11)

Слiд вiдзначити, що величини поляризацiйних
характеристик 𝑇20 i 𝐴𝑦𝑦 для потенцiалiв Неймеген-
ської групи в данiй роботi майже збiгаються зi зна-
ченнями цих характеристик для потенцiалу Reid93
при їх визначеннi в роботi [6], де хвильовi функцiї
дейтрона в координатному та iмпульсному пред-
ставленнях також не мiстять надлишкових вузлiв.
Вiдхилення становлять 1–2% для промiжку вели-
ких значень iмпульсу.

5. Висновки

Чисельно розраховано коефiцiєнти апроксимацiй-
них залежностей в аналiтичнiй формi для чисель-

них значень хвильової функцiї дейтрона в коорди-
натному представленнi для реалiстичних феноме-
нологiчних потенцiалiв Неймегенської групи (Ni-
jmI, NijmII, Nijm93). Отриманi по цих формах хви-
льовi функцiї не мiстять надлишкових вузлiв.

Використовуючи хвильовi функцiї дейтрона в
координатному та iмпульсному представленнях,
розраховано параметри дейтрона та компоненту
тензора чутливостi до поляризацiї дейтронiв 𝑇20,
поляризацiйну передачу 𝐾0, тензорну аналiзую-
чу здатнiсть 𝐴𝑦𝑦 i тензор-тензорну передачу по-
ляризацiї 𝐾𝑦𝑦. Порiвнюються отриманi результати
з опублiкованими експериментальними i теорети-
чними результатами.
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V.I. Zhaba

APPROXIMATION OF THE DEUTERON
WAVE FUNCTION WITH THE USE OF NIJMEGEN
POTENTIALS AND DEUTERON
POLARIZATION CHARACTERISTICS

S u m m a r y

The coefficients of analytic forms for the deuteron wave func-

tion in the configuration representation for Nijmegen potentials

have been calculated numerically. The obtained wave functions

do not contain redundant nodes. The calculated parameters

of a deuteron agree well with experimental and theoretical

data. The polarization characteristics 𝑇20 and 𝐴𝑦𝑦 calculated

with the use of the obtained wave functions are comparable

with earlier results.
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