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АНАЛIЗ ПОТЕНЦIАЛЬНОЇ ЕНЕРГIЇ
СИСТЕМИ ВЗАЄМОДIЮЧИХ ЧАСТИНОК,
УПОРЯДКОВАНИХ У ҐРАТКУ БРАВЕУДК 533.9...15, 519.651

Запропоновано метод визначення типу ґратки, утвореної порошинками у запиленiй
плазмi та оцiнки їх потенцiальної енергiї. Основоположною складнiстю цiєї задачi є
мiжчастинковий потенцiал, що вiдноситься до “катастрофiчних”. Такi потенцiали по-
требують особливих пiдходiв, щоб уникнути розбiжностей в процесi обчислення потен-
цiальної енергiї. У данiй роботi розвинено необхiдну для поставленої мети модифiкацiю
вiдповiдних методiв. Показано, що отриманi таким чином вирази для потенцiальної
енергiї можна застосувати для визначення параметрiв ґратки, а також, що знайденi
значення параметрiв вiдповiдають вiдомим експериментальним даним.
Ключ о в i с л о в а: кулонiвський потенцiал, запорошена плазма, потенцiальна енергiя,
ґратка Браве.

1. Вступ

Iснує багато систем типу “м’якої матерiї”, як-то по-
рошинки у запиленiй плазмi, колоїди у рiзноманi-
тних розчинниках, розчини поверхнево-активних
речовин, i т.п., якi демонструють самоорганiзацiю
та перебудову у кристалоподiбнi структури за пев-
них умов. Їх часто описують з використанням да-
лекодiючих кулоноподiбних потенцiалiв. Отож, з
одного боку, у нас є дуже цiкавi фiзичнi системи,
що виникають при дослiдженнi рiзноманiтних спе-
цифiчних явищ у рiзних областях науки [1–3]. З
iншого боку, вони базуються на типi взаємодiї, що
призводить до розбiжностей при обчисленнi потен-
цiальної енергiї (ось чому такi потенцiали часто
називають “катастрофiчними”) i значно ускладнює
аналiз, що викликало появу цiлого ряду успiшних
пiдходiв до “боротьби з нескiнченностями” [4–10].

Якщо ж навiть якось подолати проблему нескiн-
ченної потенцiальної енергiї, то аналiтично отри-
мати статистичну суму вдасться лише для кiлькох
модельних систем взаємодiючих частинок у термо-
динамiчнiй границi [9, 11–15]. Але саме такi скла-
днi системи i реалiзують явища, подiбнi до криста-
лiзацiї i переходу мiж ґратками рiзних симетрiй
[16–20], що i буде предметом наших дослiджень.
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Дана робота ґрунтується на модифiкацiї пiд-
сумовування Евальда. Зокрема, замiсть дельта-
функцiї позицiю частинки буде представлено пев-
ною функцiєю розподiлу. Такий пiдхiд вiдомий
тим, що дозволяє враховувати вплив граничних
ефектiв для скiнченних кластерiв частинок [4, 9],
а також досягнути прогресу в обчисленнi потенцi-
альної енергiї для двовимiрних систем [11]. Далi
буде розширено та суттєво доповнено результати,
отриманi для двовимiрної системи у [11], що зро-
бить їх застосовними до тривимiрних систем. Буде
показано, що тривимiрний випадок куди складнi-
ший, але натомiсть можна досягнути значного по-
кращення збiжностi для рядiв, що представляють
потенцiальну енергiю системи кулонiвського типу.

У роздiлi 4 буде розглянуто частинки у запоро-
шенiй плазмi та застосовано розвиненi методи, щоб
знайти очiкувану ґратку та порiвняти з вiдомими
експериментальними даними. Таку фiзичну систе-
му було вибрано, оскiльки вона проявляє значну
кiлькiсть цiкавих ефектiв. Наприклад, запорошена
плазма може служити як iдеальне середовище для
експериментального дослiдження класичних рiдин
та твердих тiл разом з колоїдами [20, 22–30].

Впродовж цiєї статтi будуть зустрiчатися при-
клади пiсля кожного блоку обчислень у роздiлi 2.
Вони мають два призначення. По-перше, вони по-
казують як застосувати щойно отриманi рiвняння
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на практицi. А другою метою є повторне викори-
стання результатiв прикладiв при розглядi запоро-
шеної плазми у роздiлi 4. При бажаннi їх можна
читати як у порядку зустрiчi в текстi, так i пропу-
стити, а згодом повернутися, коли в роздiлi 4 ста-
нуть зустрiчатися ссилки на цi приклади.

Щоб не переобтяжувати дану статтю дуже зна-
чною кiлькiстю складних математичних обчи-
слень, вони були перемiщенi до додаткiв 5. Отож
вона тепер в основному складається з фiзичних
пояснень та результатiв. Але якщо користувати-
ся ссилками на додатки, то тут цiлком знайдеться
детальний та строгий виклад представлених iдей.

Решту статтi органiзовано наступним чином. Її
можна умовно подiлити на двi частини: розвиток
апарату та його застосування. Роздiл 2 зосередже-
ний на загальному виразi для потенцiальної енергiї
будь-якої ґратки Браве при довiльному потенцiалi.
Крiм того, розглядається найбiльш цiкавий випа-
док кулонiвського потенцiалу, щоб продемонстру-
вати використання розвинених методiв.

У роздiлi 3 буде проаналiзовано можливi нео-
днозначностi у виборi параметрiв ґратки та пред-
ставлено метод їх усунення. Насправдi це дуже ва-
жливо, оскiльки часто алгоритми мiнiмiзацiї по-
чинають використовувати дуже великi значення
для параметрiв, коли ґратку цiлком можна описа-
ти меншими числами. В такому випадку вироста-
ють чисельнi похибки, комп’ютер починає отриму-
вати невiрнi значення потенцiальної енергiї, що ро-
бить такi обчислення нестiйкими та некоректними.
Отож, у роздiлi 3 буде представлено метод уникну-
ти згаданих вище проблем пiд час процесу мiнiмi-
зацiї.

У останньому роздiлi 4 розглядається кристал з
пилових частинок. Буде показано, що гексагональ-
на щiльна упаковка повинна бути тiєю ґраткою,
що ми очiкуємо в експериментi. Це знаходиться в
узгодженнi з експериментом [16] та iншими ком-
п’ютерними симуляцiями [17]. Ще одним цiкавим
висновком є те, що тип ґратки не залежить вiд
заряду.

2. Частинки, впорядкованi в ґратку

У цьому роздiлi ставиться за мету знайти спосiб
обчислення потенцiальної енергiї системи iденти-
чних (з точки зору потенцiалу) частинок, впоряд-
кованих у ґратку Браве.

Як результат буде отримано вираз для потенцi-
альної енергiї у формi рядiв (6). Коли потенцiал
наближається до “катастрофiчного”, то згаданi ви-
ще ряди можуть мiстити не бiльше одного доданка,
що розбiгається. Цей доданок не залежить вiд жо-
дних параметрiв ґратки окрiм середньої густини
частинок. Отож, iснує значна кiлькiсть задач, де
цей доданок можна просто використати як нульо-
вий рiвень для енергiї (схоже з ренормалiзацiєю у
КТП).

2.1. Просторова функцiя
розподiлу частинок

Припустiмо, у нас є рiвноважна статична багато-
частинкова система у тривимiрному просторi. Всi
частинки розташовано в якусь ґратку Браве. I ми
хочемо обчислити потенцiальну енергiю частинки
у цiй системi в залежностi вiд заданого потенцi-
алу та типу ґратки. Але перш нiж ми будемо у
змозi виконати таке обчислення, необхiдно розро-
бити деякий метод опису просторового розподiлу
частинок.

Було вибрано просторову функцiю розподiлу
ймовiрностi, надалi позначену як 𝜌(r). Вона вiдпо-
вiдає на питання, яка густина ймовiрностi виявити
якусь частинку в (𝑥, 𝑦, 𝑧). Бiльше того, допускає-
ться, що ця функцiя не просто “колекцiя дельта-
функцiй”, а дiйсно кожна частинка флуктує по-
близу свого вузла ґратки. У термiнах окремих ча-
стинок це можна розглядати як введення форм-
фактора. По вiдношенню до всiєї ґратки, таке мо-
жна розглядати як модифiкацiю пiдсумовування
Евальда [11, 21] через введення одночастинкової
функцiї розподiлу ймовiрностi 𝜌sp замiсть дельта-
функцiї.

Тепер перейдемо безпосередньо до обчислень.
Порiвняно легко ввести 𝜌sp, принаймнi з емпiри-
чних мiркувань. Але функцiя розподiлу ймовiрно-
стi 𝜌 для всiєї ґратки може виявитись доволi скла-
дною. Надалi буде показано як “розтиражувати”
задану 𝜌sp та побудувати з неї будь-яку ґратку
Браве. Успiшне викорстання такого апарату по-
винно видавати результат на кшталт показаного
на рис. 1 (в iлюстративних цiлях зображено дво-
вимiрний випадок, а не тривимiрний, що розгля-
дається).

Щоб сконструювати щось таким чином, ми роз-
биваємо простiр R3 на “будiвельнi блоки”. Нехай
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V означає одну множину з точного покриття R3

однаковими доменами, кожен з яких мiстить стро-
го одну частинку (вiдносна позицiя кожної частин-
ки у кожному доменi однакова). Спосiб вибору V
далеко не унiкальний, але ми зацiкавленi у най-
бiльш простому та природному варiантi. Отож, бу-
демо застосовувати паралелепiпеди як V (рис. 2).

Можна бачити, що такий вибiр V задовольняє
всi попереднi умови. Паралелепiпеди будуються на
базових векторах ґратки Браве, тож трансляцiй-
на симетрiя виникає природним чином. Частинка
розмiщена в центрi. Це важливо для наступних об-
числень.

Наступне, що треба зробити, то це виразити
функцiю розподiлу ймовiрностi 𝜌 для всього R3

через одночастинкову функцiю розподiлу ймовiр-
ностi 𝜌sp. Можна показати, що “незначна модифi-
кацiя” рядiв Фур’є дозволяє цього досягнути. Як
результат, отримується зв’язок мiж 𝜌 та 𝜌sp:

𝜌(r) =
∑︁
k∈Z3

𝜌kfk(r), (1a)

𝜌k = 𝜌

∫︁∫︁∫︁
V

f*k(r)𝜌sp(r)𝑑
3r, (1b)

fk(r) = 𝑒2𝜋i(k
𝑇 �̂�r ), (1c)

�̂� =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

𝑎
−

cot(𝛼)

𝑎
−

cot(𝛽𝑐) sin(𝛼− 𝛼𝑐)

𝑎 sin(𝛼)

0
csc(𝛼)

𝑏
−

cot(𝛽𝑐) sin(𝛼𝑐)

𝑏 sin(𝛼)

0 0
csc(𝛽𝑐)

𝑐

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (1d)

Можна зауважити, що всi вектори трактуються як
вектори-стовпчики. Символ * позначає тут ком-
плексне спряження, а

𝜌 =
1

𝑎𝑏𝑐 sin(𝛼) sin(𝛽𝑐)
, (2)

є середньою густиною частинок. Крiм того, вар-
то зауважити, що матриця �̂� включає в себе всю
геометрiю ґратки, яка розглядається.

В даному мiсцi ми оминемо надто детальнi роз-
рахунки. Але звернувшись до додатку 6.1 можна
знайти доведення перiодичностi 𝜌 вздовж векторiв
a, b, та c. Окрiм того, там проливається певне свi-
тло на зв’язок даного перетворення з рядами Фур’є
та оберненою ґраткою.

Рис. 1. Двовимiрна аналогiя переходу вiд одночастинкової
функцiї розподiлу ймовiрностi 𝜌sp(r) (злiва) до багаточа-
стинкової 𝜌(r) (справа). Функцiя 𝜌(r) визначена для всього
R2 за допомогою двовимiрного аналога (1)

Рис. 2. Одна комiрка V з точного покриття R3. Вектори
a, b та c є базовими векторами ґратки Браве. Кут мiж a та
b покладається рiвним 𝛼. Кут мiж c та площиною 𝑋𝑌 𝛽𝑐,
а мiж його проекцiєю на площину 𝑋𝑌 та вектором a – 𝛼𝑐.
Одну частинку показано в центрi

Рiвняння (1) дозволяють побудувати функцiю
𝜌 (r), “скомпоновану” з одночастинкових функцiй
розподiлу, “впорядкованих у ґратку”. Цей прин-
цип демонструє рис. 1. Оскiльки 𝜌 має ту саму
симетрiю, що i ґратка та є хорошою локальною
апроксимацiєю для 𝜌sp, то й розглядатимемо її на-
далi як функцiю розподiлу ймовiрностi для цiлої
ґратки.

Щоб отримати краще iнтуїтивне представлення
як користуватись (1) варто глянути приклад 2.2
для гаусiани як 𝜌sp.

2.2. Приклад: обчислення
багаточастинкової функцiї
розподiлу 𝜌 для гаусового
одночастинкового розподiлу 𝜌sp

Припустимо, що всi частинки впорядковано у ґра-
тку i їх позицiї вiдомi. Але оскiльки температу-
ра вiдрiзняється вiд нуля, то можна очiкувати,
що частинка буде флуктувати поблизу свого ву-
зла ґратки:

𝜌sp(r) =
1

(2𝜋𝑠2)3/2
𝑒−𝑟2/(2𝑠2), (3)
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де 𝑠 позначає дисперсiю, або вiдстань локалiза-
цiї за фiзичним смислом. Рiвняння (3) – це нор-
мальний розподiл, що виглядає достатньо розум-
ним вибором як для класичних, так i квантових
(основний стан квантового гармонiчного осциля-
тора) систем.

Останнє необхiдне припущення, що гаусiана (3)
дуже “гостра” i кожна частинка лежить поза радi-
усом локалiзацiї будь-якої iншої частинки. В про-
тивному випадку ми не матимемо змоги розгляда-
ти таку систему, як кристал. Це означає, що 𝑠 зна-
чно менше за iншi характернi вiдстанi в системi.

Тепер пiдставимо 𝜌sp(𝑟) в (1b) та виконаємо iн-
тегрування. Допускаючи, що 𝜌sp(𝑟) дуже “гостра”
гаусiана, можна отримати таке:

𝜌k = 𝜌𝑒−2𝜋2𝑠2k𝑇 �̂��̂�𝑇k, (4)

де 𝜌 є середньою густиною частинок (2). Бiльш де-
тально з процедурою iнтегрування можна ознайо-
митись в додатку 6.2.

Рiвняння (4) можна безпосередньо пiдставити
у (1a) i одразу отримається результат цього при-
кладу. Пiзнiше (4) буде застосовано для обчислен-
ня потенцiальної енергiї при кулонiвськiй взаємо-
дiї 2.4.

2.3. Потенцiальна енергiя однiєї частинки

Тепер варто звернути увагу на обчислення потен-
цiальної енергiї. В звичайному випадку можна бу-
ло б очiкувати потенцiальну енергiю для 𝑖-ї ча-
стинки в якомусь такому виглядi 𝐸𝑖 =

∑︀
𝑗 ̸=𝑖 𝑉 (𝑟𝑖𝑗),

де 𝑉 – потенцiал взаємодiї, а 𝑟𝑖𝑗 — вiдстань мiж 𝑖-
ю та 𝑗-ю частинками. Але ми не хочемо обмежува-
ти себе конкретними позицiями частинок, а радше
використовувати функцiю розподiлу ймовiрностi,
яку ми ввели у пiдроздiлi 2.1. Отож, замiнимо пiд-
сумовування на iнтегрування

∑︀
→

∫︀
, а вимогу

𝑖 ̸= 𝑗 → R3 ∖ V, тобто виключення V, що вмiщує
частинку, яка нас цiкавить. Встановлюючи вiдпо-
вiднi границi iнтегрування i домножаючи де необ-
хiдно на функцiю розподiлу iмовiрностi, ми отри-
муємо наступний вираз для потенцiальної енергiї
однiєї частинки 𝐸sp:

𝐸sp = 𝐸int − 𝐸s, (5a)

𝐸int=

∫︁∫︁∫︁
V

∫︁∫︁∫︁
R3

𝑉 (|r− r′|) 𝜌 (r ) 𝜌 (r′) 𝑑3r′ 𝑑3r, (5b)

𝐸s =

∫︁∫︁∫︁
V

∫︁∫︁∫︁
V

𝑉 (|r− r′|) 𝜌 (r ) 𝜌 (r′) 𝑑3r′ 𝑑3r. (5c)

Енергiю взаємодiї тут представлено як 𝐸int−𝐸s. Це
“роздiлення” є лише iншим способом сказати, що
ми хочемо проiнтегрувати по R3 ∖V. Якщо зiбра-
ти обидва вирази (5b) та (5c) разом i застосувати∫︀∫︀∫︀

R3∖V =
∫︀∫︀∫︀

R3 −
∫︀∫︀∫︀

V, то вийде звичайне iнтегру-
вання по R3∖V по r′.

Iншими словами, рiвняння (5) стверджує та-
ке. Оскiльки частинка локалiзована поблизу ву-
зла ґратки, то можна взяти деяку “частину про-
стору” V навколо неї. А тодi iнтегруванням обчи-
слити енергiю взаємодiї мiж частинкою у V i всiма
рештою частинками у R3∖V.

Надалi, називатимемо 𝐸int (5b) енергiєю взає-
модiї, а 𝐸s (5c) – енергiєю самодiї. Таке “розбит-
тя” зручне з фiзичної точки зору. Ґрунтуючись на
природi потенцiалу, що розглядається, ми можемо
компенсувати самодiю, або нi.

Щоб прояснити останнє твердження розглянемо
обидва випадки. Пiзнiше будемо аналiзувати куло-
нiвську взаємодiю i для неї однозначно необхiдно
компенсувати самодiю. Це легко перевiрити роз-
глянувши виключно одну частинку – потенцiальна
енергiя нульова, частинка навiть не знає, що у неї
є якийсь заряд, бо їй немає з чим взаємодiяти.

Хорошим прикладом, коли ми можемо не хотi-
ти компенсувати самодiю є викривлення поверх-
нi [11]. Якщо частинка викривляє поверхню, то во-
на змiнює енергiю системи, навiть якщо там немає
жодної iншої частинки. Для цiлей мiнiмiзацiї мо-
жна “вкласти” цю енергiю в потенцiальну енергiю
частинки i розглядати як “самодiю” [11]. Це може
бути хорошим пiдходом для ефективних взаємодiй
через середовище.

Тепер пiдставимо (1) у (5b), щоб отримати енер-
гiю взаємодiї у термiнах одночастинкової функцiї
розподiлу ймовiрностi:

𝐸int =
1

𝜌 2

∑︁
k∈Z3

|𝜌k|2 𝑉k, (6a)

𝑉k = 𝜌

∫︁∫︁∫︁
R3

fk (r
′)𝑉 (|r′|) 𝑑3r′, (6b)

де 𝜌 – середня густина частинок. За бiльшою кiль-
кiстю технiчних деталей щодо проведеного пере-
творення можна звернутися до додатку 6.3.
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I тепер ми стверджуємо, що (5a), (6), та (5c)
є запланованим результатом роздiлу 2. Зручнiсть
цих виразiв доволi далека вiд того, щоб бути са-
моочевидною, тож розглянемо їх бiльш детально.
Перш за все, ми намагаємось справитися з розбi-
жностями коли система стає необмеженою, а по-
тенцiал “катастрофiчним”. Оскiльки в (5c) iнтегру-
вання проводиться по паралелепiпедах V i 𝜌sp є
“хорошою” швидко спадною функцiєю, то жодних
розбiжностей ми тут не отримаємо. Отож, занепо-
коєння викликає лише (6).

Використовуючи теорiю рядiв Фур’є, можна лег-
ко показати, що є лише один доданок у (6), що мо-
же розiйтися, коли система стане необмеженою, а
потенцiал “катастрофiчним”:

1

𝜌 2
|𝜌0|2 𝑉0 = 4𝜋𝜌

∞∫︁
0

𝑉 (𝑟)𝑟2𝑑𝑟.

Але цей доданок не вмiщує жодної iнформацiї про
“геометрiю ґратки”, вiн залежить лише вiд сере-
дньої густини частинок. Це означає, що ми може-
мо порiвняти двi ґратки з рiвною середньою густи-
ною частинок, навiть якщо мiжчастинковий потен-
цiал “катастрофiчний”. Ми просто вимiрюватиме-
мо енергiю вiд цього доданка як нульового рiвня
(дещо аналогiчно до ренормалiзацiї у КТП). Те-
пер у нас є iнструменти, щоб порiвнювати енергiю
ґраток та мiнiмiзувати цю енергiю по параметрах
ґратки.

Наступний приклад 2.4 показує як обчисли-
ти потенцiальну енергiю довiльної ґратки Браве,
утвореної зарядженими частинками. За необхiдно-
стi, всi попереднi обчислення i наступнi приклади
можна звести до двовимiрного випадку очевидним
чином.

2.4. Приклад: обчислення 𝐸int − 𝐸s

для екранованого та неекранованого
кулонiвського потенцiалу

Давайте застосуємо формалiзм, розроблений у
роздiлi 2.3 до найбiльш цiкавого випадку – куло-
нiвської взаємодiї. Для початку розглянемо екра-
нований кулонiвський потенцiал

𝑉 (𝑟) =
𝑞2𝑒−𝑟/𝜆D

𝑟
, (7)

де 𝜆D – дебаївська вiдстань екранування, 𝑞 – за-
ряд частинки. Неекранована взаємодiя буде роз-

глядатися як частковий випадок екранованої, ко-
ли 𝜆D → ∞.

Ми пiдставляємо 𝑉 з (7) в (6b) i виконуємо iн-
тегрування, щоб отримати 𝑉k:

𝑉k =
4𝜋𝜌𝑞2

1/𝜆2
D + 4𝜋2k𝑇 �̂��̂�𝑇k

. (8)

Детально як виконати таке iнтегрування можна
знайти у додатку 5.

Наступний крок також простий. Вiзьмемо (8) i
пiдставимо у (6a). Можна зауважити, що нам все
ще потрiбен 𝜌k у цьому рiвняннi, щоб отримати
повний вираз для енергiї взаємодiї. Як таке ми ви-
користаємо 𝜌k для гаусiвського одночастинкового
розподiлу з рiвняння (4), приклад 2.2:

𝐸int =
∑︁
k∈Z3

𝑒−4𝜋2𝑠2k𝑇 �̂��̂�𝑇k 4𝜋𝜌𝑞2

1/𝜆2
D + 4𝜋2k𝑇 �̂��̂�𝑇k

. (9)

Для великих значень 𝜆D ми побачимо, що пер-
шi доданки у (9) спадають як 1/|k|2. Але якщо
ми запишемо ряд, що включає енергiю взаємодiї
мiж даною частинкою та будь-якою iншою в лоб,
то першi доданки будуть спадати лише як 1/|k|.
Отож, сума (9) має кращу збiжнiсть.

Щоб обчислити вiльну енергiю за допомогою (5)
нам необхiдно знайти вирази для 𝐸int i 𝐸s. На да-
ний момент у нас є 𝐸int (9) i все ще потрiбно 𝐸s
(5c). Давайте пiдставимо гаусiану 𝜌sp з (3) у (5c),
врахуємо “гостроту” цiєї гаусiани (означає, що 𝑠
маленьке) а, виконаємо спрощення

𝐸s =
1

2
√
𝜋𝑠3

∞∫︁
0

𝑒−𝑟′ 2/(4𝑠2)𝑉 (𝑟′)𝑟′ 2𝑑𝑟′. (10)

Потiм ми пiдставляємо екранований кулонiвський
потенцiал (7) у (10) i ще один раз виконуємо iнте-
грування:

𝐸s =
𝑞2√
𝜋𝑠

− 𝑞2

𝜆D
. (11)

При обчисленнi (11) ми знову прийняли до ува-
ги, що 𝑠 мале у порiвняннi з iншими вiдстанями
у ґратцi. Щоб побачити проведенi перетворення у
деталях, можна скористатися додатком 6.5.

На даний момент вираз для 𝐸int − 𝐸s може бу-
ти побудований з (9) та (11). Можна бачити, що
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для неекранованого кулонiвського потенцiалу, тоб-
то коли 𝜆D → ∞ лише один доданок прямує до
нескiнченностi. Це доданок з 𝐸int, у якого k = 0
(9). Але цей доданок не мiстить �̂�. Це означає, що
там немає залежностi вiд форми ґратки, а лише
вiд середньої густини частинок. Отож, ми може-
мо застосувати пiдхiд, схожий до ренормалiзацiї
у КТП i розглядати цей доданок як “нульовий рi-
вень” енергiї. Або ми можемо зауважити, що вiн
рiвний 4𝜋𝜌𝑞2𝜆2

D, що є енергiєю взаємодiї з рiвно-
мiрно розподiленим зарядом. Якщо допустити, що
частинки знаходяться в якомусь середовищi з рiв-
номiрно розподiленим зарядом протилежного зна-
ка, то цей доданок стане автоматично рiвний нулю.

Зараз хороший момент щоб зупинитись, але ми
хочемо зробити ще один крок – покращення збi-
жностi. Кулонiвська взаємодiя дуже особлива та
всюдисуща, тож виглядає розумним пошукати за
настiльки хорошим наближенням для енергiї ча-
стинки, яке лише можливе. Якщо ми введемо се-
редню вiдстань мiж частинками

𝑙 =
1
3
√
𝜌
, (12)

i припустимо, що ґратка не вироджена, тодi рiвня-
ння (10) може бути наближене

𝐸int − 𝐸s =

√
𝜋𝑞2

𝑙

∑︁
k̸=0

𝑒−k𝑇 �̂�−1𝑇 �̂�−1k/𝑙2

k𝑇 �̂�−1𝑇 �̂�−1k/𝑙2
+

+
𝑞2

𝜋𝑙

∑︁
k̸=0

𝑒−𝑙2k𝑇 �̂��̂�𝑇k

𝑙2k𝑇 �̂��̂�𝑇k
− 2

√
𝜋𝑞2

𝑙
+ 4𝜋𝜌𝑞2𝜆2

D. (13)

Бiльше деталей щодо процедури наближення мо-
жна знайти у додатку 5.

Можна бачити, що останнiй доданок рiвний
енергiї у випадку рiвномiрно розподiленого заряду.
Дуже корисно зауважити, що це єдиний доданок,
що досягає нескiнченностi, якщо 𝜆D → ∞. Це озна-
чає, що (13) можна використовувати для порiвня-
ння рiзних ґраток навiть без екранування. Нам не-
обхiдно буде лише вимiрювати енергiю починаючи
з 4𝜋𝜌𝑞2𝜆2

D як “нульового рiвня”. Iншi доданки є по-
правками на точковiсть заряду i включають в себе
всю iнформацiю про геометрiю ґратки.

I остання самоперевiрка. Кулонiвська взаємодiя
далекодiюча i вiдстань локалiзацiї 𝑠 не повинна вi-
дiгравати жодної значної ролi в апроксимацiї. Тут

ми можемо бачити, що вона дiйсно вiдсутня. Зна-
чно iншою може бути картина для близькодiючої
взаємодiї, або для ефективних взаємодiй з неком-
пенсованим 𝐸s.

Отримане рiвняння (13) у певному смислi еквi-
валентне пiдсумовуванню Евальда – та ж iдея роз-
биття на двi суми по ґратцi та оберненiй ґратцi;
та сама швидкiсть збiжностi. Але пiдсумовування
Евальда включає деякi довiльнi константи, що пiд-
бираються експериментально в залежностi вiд ґра-
тки для досягнення кращої продуктивностi. Спосiб
вибору цих параметрiв може значно вiдрiзнятися
у рiзних роботах [38–45]. У данiй статтi ми отри-
мали ряд без будь-яких “вiльних змiнних”. За не-
обхiдностi, Читач може розглядати даний вивiд як
отримання ряду Евальда з “вбудованими” параме-
трами, уже налаштованими для найбiльшої проду-
ктивностi у межах розглянутої задачi.

I ще одну рiч варто зауважити. Ми не фоку-
суємось на обчисленнi потенцiальної енергiї – це
швидше побiчний продукт. Що ми хочемо, так це
порiвняти двi ґратки; нам потрiбнi лише знаки
“<” та “>”, щоб упорядкувати ґратки. Це означає,
що навiть якщо отриманий ряд не “надточний” у
порiвняннi з iншими методами, то все одно вiн над-
звичайно корисний. Як ми побачимо далi, отрима-
ний ряд “зберiгає порядок” та дозволяє вичислити
параметри ґратки з використанням менш нiж 100
доданкiв.

3. Використання симетрiї ґратки
при виконаннi комп’ютерної мiнiмiзацiї
потенцiальної енергiї

У данiй роботi ми розробляємо метод дослiдження
потенцiальної енергiї однiєї частинки в нескiнчен-
нiй ґратцi Браве. I нам би хотiлось, щоб даний ме-
тод був застосовним до мiнiмiзацiї цiєї енергiї по
параметрах ґратки.

Схоже на те, що рiвнянь (6) та (5c), або їх спе-
цифiчної версiї для кулонiвської взаємодiї (13) по-
винно бути достатньо. Але той, хто спробує мiнiмi-
зувати потенцiальну енергiю використовуючи чи-
сельнi методи, зустрiнеться з такою проблемою.
Всi можливi значення параметрiв (трансляцiйнi
вектори) i всi можливi ґратки Браве не знахо-
дяться у вiдповiдностi один до одного. Iснує не-
скiнченна множина можливих трiйок трансляцiй-
них векторiв, що описують одну й ту саму ґратку
Браве.
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Виконуючи мiнiмiзацiю потенцiальної енергiї,
комп’ютер шукає трiйку трансляцiйних векторiв,
що повиннi бути пiдставленi у вираз для 𝐸int−𝐸s,
щоб отримати мiнiмальне можливе значення. Але
через згаданi невизначеностi вiн iнодi починає ви-
бирати трiйки, що мiстять все довшi i довшi векто-
ри. Це через те, що виникають помилки заокругле-
ння i алгоритм починає думати, що довшi вектори
роблять потенцiальну енергiю меншою. Отож, ду-
же бажано якось обмежити параметри i позбутися
невизначеностей при виборi векторiв трансляцiї.

У цьому роздiлi 3 проаналiзуємо можливi неви-
значеностi i надамо метод як уникнути згаданої
проблеми пiд час процесу мiнiмiзацiї.

Простiше розпочати з випадку двовимiрної ґра-
тки. На рис. 3 показано неоднозначнiсть при вибо-
рi параметрiв. Можна побачити, що вона усуває-
ться, якщо ми вимагатимемо, щоб проекцiя b на a
була менше половини a. В термiнах параметрiв це
можна виразити як

0 ≤ 𝑏 cos(𝛼) ≤ 𝑎

2
. (14)

Обмеження для тривимiрного випадку дещо
бiльш складнi. Щоб краще уявити вектори транс-
ляцiї можна звернутись до рис. 2. Очевидно,
що (14) можна зберегти i для цього випадку. Тож
необхiдно додати тiльки додатковi умови на c.

Означення вектора c має тi самi проблеми, що
були у b з рис. 3. Для кожної ґратки Браве c може
бути вибраний таким чином, щоб його проекцiя по-
трапляла всередину паралелограма, побудованого
на векторах a та b. Такий висновок стає очевидним
пiсля розгляду рис. 2 та використаннi тих же мiр-
кувань по вiдношенню до c, що ранiше вже були
застосованi до b з рис. 3.

А при використаннi дзеркального вiдображення
по вiдношенню до площини 𝑋𝑌 умови на c можна
ще посилити. Розглянувши рис. 4, можна переко-
натись, що завжди можна добитись ситуацiї, щоб c
проектувався на нижню половину паралелограма,
побудованого на векторах a та b. Отож, з засто-
суванням виразу для середньої густини частинок
(2), можна отримати

𝑐𝑥 = 𝑐 cos(𝛽𝑐) cos(𝛼𝑐) =
cot(𝛽𝑐) cos(𝛼𝑐)

𝜌𝑎𝑏 sin(𝛼)
,

𝑐𝑦 = 𝑐 cos(𝛽𝑐) sin(𝛼𝑐) =
cot(𝛽𝑐) sin(𝛼𝑐)

𝜌𝑎𝑏 sin(𝛼)
,

Рис. 3. Та сама ґратка у рiзних представленнях. Вона має
трансляцiйну симетрiю вздовж двох векторiв a та b. На
лiвому рисунку показано рiзний вибiр для другого транс-
ляцiйного вектора b та b′. Використовуючи дзеркальне вiд-
ображення можна показати, що ґратка справа така сама, як
i та, що злiва. Отож b ′′ є також можливим вибором. При
виконаннi чисельних розрахункiв додатковi обмеження ви-
користовуються, щоб обiйти дану неоднозначнiсть

Рис. 4. Проекцiя однiєї й тiєї ґратки у рiзних представле-
ннях на площину 𝑋𝑌 . Частинки з шару, що знаходиться
безпосередньо над площиною 𝑋𝑌 показано кружечком, а
тi, що пiд площиною – зафарбованим кружечком. Частин-
ки у площинi 𝑋𝑌 в явному виглядi не показанi. Неважко
бачити, що якщо верхня частинка проектується на верхню
половину паралелограма 𝑎𝑏, то дзеркальним вiдображен-
ням вiдносно площини 𝑋𝑌 можна досягнути того, щоб вона
проектувалась на нижню

а додавши згадане вище обмеження

0 < 𝑐𝑦 <
𝑏 sin(𝛼)

2
,

𝑐𝑦 cot(𝛼) < 𝑐𝑥 < 𝑐𝑦 cot(𝛼) + 𝑎.
(15)

Рiвнянь (14) та (15) вже достатньо для того, щоб
встановити однозначну вiдповiднiсть мiж вектора-
ми трансляцiї та ґратками Браве. У роздiлi 4 во-
ни будуть використанi при обчисленнi параметрiв
кристала, утвореного порошинками в плазмi.

4. Порошинки у запиленiй
плазмi, пиловий кристал i його ґратка

Як вiдомо, порошинки у запиленiй плазмi взаємо-
дiють i навiть демонструють певну самоорганiза-
цiю у формi плавлення та кристалiзацiї пилевих
кристалiв [16–20]. Надалi ми спробуємо застосува-
ти розробленi у роздiлi 2 методи до даної системи.
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Рис. 5. Частина ґратки, отриманої чисельними розрахун-
ками. Як можна бачити, тривимiрна ґратка складається
з двох видiв площин, кожна мiстить двовимiрну гексаго-
нальну ґратку. Єдина рiзниця мiж ними – зсув. Частинки
в однiй площинi проектуються в пустоти на iншiй. Вектори
трансляцiї показано стрiлками

Як перше наближення ми припустимо, що поро-
шинки взаємодiють просто як зарядженi частинки
(слабо екранований кулонiвськи потенцiал). Отри-
мане рiвняння (13) (приклад 2.4) дозволяє обчи-
слити енергiю довiльної ґратки лише пiдставивши
правильну матрицю �̂� та виконавши пiдсумовува-
ння. Та куди бiльш цiкаво знайти ґратку з мiнi-
мальною енергiєю при фiксованiй середнiй густинi
частинок 𝜌. До того ж, такий результат може бути
перевiрений експериментально.

Ми виконаємо мiнiмiзацiю потенцiальної енер-
гiї по вiдношенню до параметрiв �̂� при констан-
тнiй середнiй густинi частинок. Вираз для 𝐸sp ≡
≡ 𝐸int−𝐸s вже було отримано (13), приклад 2.4. А
проблему з рiзними �̂�, що представляють ту саму
ґратку вирiшено введенням обмежень (14) та (15),
роздiл 3.

Щоб спростити процес мiнiмiзацiї, виконаємо
кiлька перетворень над (13). Перш за все ми по-
значимо 𝑎 = 𝑙(1 + 𝛿𝑎), 𝑏 = 𝑙(1 + 𝛿𝑏) i вирази-
мо 𝑐 через (2). Можна зауважити, що 𝑙 скоро-
чуються в експонентах та знаменниках (13). Це

Параметр Обчислене Гексагональна щiльна
значення упаковка (ГЩУ)

𝛼 ≈1,04717 𝜋/3 ≈ 1,0472

𝛼𝑐 ≈0,523589 𝜋/6 ≈ 0,5236

𝛽𝑐 ≈0,955205 arcsin(
√︀

2/3) ≈ 0,9553

𝑎 ≈1,122462 6
√
2 ≈ 1,12246

𝑏 ≈1,122462 6
√
2 ≈ 1,12246

означає, що даний метод мiнiмiзацiї дозволяє ви-
ключити середню мiжчастинкову вiдстань i веде
до масштаб-iнварiантної мiнiмiзацiї. Цей резуль-
тат важливий сам по собi – ми стверджуємо, що
передбачена мiнiмiзацiєю ґратка не залежить вiд
середньої густини частинок. Це узгоджується з
фiзичною iнтуїцiєю, оскiльки кулонiвська взаємо-
дiя далекодiюча i не мiстить будь-яких характер-
них параметрiв для вiдстанi. I друге – це дозво-
ляє працювати з числами, що зручнi для ком-
п’ютера та не викликають занадто значної по-
милки обчислень. Таким же чином ми проводи-
мо манiпуляцiї над обмеженнями (14) та (15). Мо-
жна бачити, що ми отримуємо цi обмеження шля-
хом, що зберiгає масштаб-iнварiантнi властивостi
рiвнянь.

Крiм того, зауважимо, що необхiдно мiнiмiзува-
ти лише частини з �̂� i тому знехтуємо iншими до-
данками у 𝐸int − 𝐸s (це нормально, оскiльки се-
редня густина частинок константа). Тепер єдиним
доданком, що мiстить 𝑙 є 𝑞/𝑙 у виразi для 𝐸int−𝐸s.
Але його можна винести за дужки i тому вiн не
впливатиме на мiнiмiзацiю – ми його просто про-
iгноруємо.

Чисельну мiнiмiзацiю було виконано стандар-
тною функцiєю FindMinimum пакета Wolfram
Mathematica v.9. Обидвi суми у (13) швидко схо-
дяться, тому границею пiдсумовування вибрано
|k| ≤ 4. Якщо взяти бiльше доданкiв, то резуль-
тати мiнiмiзацiї не змiняться.

Тепер ми представимо результати мiнiмiзацiї у
формi рис. 5 та наступної таблицi.

Розглядаючи рис. 5, можна прийти до думки,
що отриманий результат сильно схожий на гекса-
гональну щiльну упаковку. ГЩУ також складає-
ться з двох почергових площин, кожна з яких мi-
стить гексагональну ґратку. Дану гiпотезу легко
перевiрити, порiвнявши вiдповiднi параметри.

Результати порiвняння вказують, що отримана
ґратка дiйсно ГЩУ. Це цiлком узгоджується з екс-
периментальними даними та результатами iнших
комп’ютерних експериментiв [16, 17].

5. Висновки

Як висновок хотiлось би зробити деякий огляд ре-
зультатiв, що були отриманi.

У роздiлi 2 ми розвинули загальний форма-
лiзм для обчислення потенцiальної енергiї. Будь-
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яка ґратка Браве може бути проаналiзована в цьо-
му пiдходi, навiть якщо мiжчастинковий потенцiал
“катастрофiчний”. Як найцiкавiший приклад було
розглянуто кулонiвський потенцiал (екранований
та неекранований). А уже в наступному роздiлi
цей результат було застосовано, щоб знайти яку
ґратку формують порошинки у плазмi.

Отриманi рiвняння в якомусь сенсi еквiвален-
тнi ряду Евальда – та сама iдея розбиття на двi
суми по ґратцi та по оберненiй ґратцi, а також
така ж швидкiсть збiжностi. Але пiдсумовування
Евальда включає деякi довiльнi константи, що ви-
бираються експериментально в залежностi вiд кон-
кретної ґратки, щоб досягнути кращої збiжностi.
Метод вибору цих параметрiв може значно вiдрi-
знятись у рiзних роботах [38–45]. У данiй стат-
тi отримуємо ряди без будь-яких “вiльних пара-
метрiв”. За необхiдностi, Читач може розглядати
представлений вивiд як отримання суми Евальда
з всiма параметрами уже “вбудованими” i пiдiбра-
ними для найбiльшої продуктивностi обчислень в
рамках розглянутої задачi.

Ми не фокусуємося на обчисленнi потенцiальної
енергiї самої по собi – це радше побiчний продукт.
Що ми хочемо, так це порiвняти двi ґратки; нам
потрiбнi тiльки знаки < та >, щоб впорядкувати
ґратки. Це означає, що навiть якщо отриманий ряд
не “надточний” у порiвняннi з iншими пiдходами,
то все одно надзвичайно корисний. Як показано в
статтi, отриманi ряди “зберiгають порядок” та до-
зволяють обчислювати параметри ґратки з менш
нiж 100 доданками на одну ґратку.

Але навiть маючи вираз для потенцiальної енер-
гiї, можна зустрiтися з проблемою неоднозначно-
стi вибору трансляцiйних векторiв при описi пев-
ної ґратки Браве. Пiд час чисельних розрахун-
кiв це може привести алгоритм до вибору все
довших i довших трансляцiйних векторiв. Це че-
рез те, що виникають помилки заокруглення i
алгоритм починає думати, до довшi вектори ро-
блять потенцiальну енергiю меншою. У роздiлi 3
ми пропонуємо методи вирiшення цiєї проблеми.
Як результат отримуються обмеження на транс-
ляцiйнi вектори. Цi обмеження дозволяють нам
позбутися неоднозначностi та виконати мiнiмiза-
цiю коректно. Бiльше того, отриманi обмеження
так само, як i ряди для мiнiмiзацiї є “масштаб-
iнварiантними”, що справляє позитивний вплив на
обчислення.

Останнiй роздiл 4 присвячено розгляду запоро-
шеної плазми. Ми використовуємо результати з по-
переднiх роздiлiв, щоб визначити тип ґратки пи-
лового кристала. Схоже на те, що нам слiд очiку-
вати гексагональну щiльну упаковку (ГЩУ) для
порошинок у запиленiй плазмi. Цей результат не
залежить вiд заряду порошинок, допоки вони всi
одинаково зарядженi. Крiм того, немає залежностi
вiд вiдстанi екранування, якщо тiльки вона зна-
чно бiльша за середню мiжчастинкову. Це збiгає-
ться з iншими чисельними симуляцiями [17] та екс-
периментами [16]. Поточний результат отримано
з використанням менш нiж 100 доданкiв на ґра-
тку. Отож ми розглядаємо проведенi обчислення
як “майже аналiтичнi” i такi, що залишають мо-
жливiсть колись знайти повнiстю аналiтичний пiд-
хiд до даного класу проблем.

6. ДОДАТКИ

Впродовж цiєї статтi ми намагалися проводити строге пред-
ставлення iдей, але так, щоб фiзичний смисл не загубився
у великiй кiлькостi рiвнянь. Тому, розрахунки, якi сильно
опираються на суто математичнi перетворення, були пере-
мiщенi в додатки. Читач, зацiкавлений лише у “фiзичнiй
частинi”, може їх пропустити.

6.1. Про властивостi fk(r)fk(r)

У (1) ми показали як обчислити функцiю розподiлу ймовiр-
ностi 𝜌(r) для цiлої системи, ґрунтуючись на одночастинко-
вiй функцiї розподiлу ймовiрностi 𝜌sp(r). Воно засноване на
розкладi 𝜌sp з використанням fk(r) (1c) як базисних фун-
кцiй у оберненiй ґратцi. Тут ми проведемо розгляд зв’язку
мiж рядами Фур’є та представленими.

Допустимо, у нас є функцiя 𝑔(u) означена на одинично-
му кубi U ≡ [0; 1] × [0; 1] × [0; 1]. Ця функцiя може бути
представлена в термiнах рядiв Фур’є:

𝑔(/𝑏𝑓𝑢) =
∑︁
k∈Z3

𝑔k 𝑒2𝜋i(k𝑇u),

𝑔k =

∫︁∫︁∫︁
U

𝑔(u)𝑒−2𝜋i(k𝑇u)𝑑3u.
(16)

Розглянемо бiєкцiю �̂� (1d) з V у U i обернену функцiю
�̂�−1 : U → V (див. рис. 2 для геометричних мiркувань):

�̂�−1 =

⎛⎜⎝𝑎 𝑏 cos(𝛼) 𝑐 cos(𝛼𝑐) cos(𝛽𝑐)

0 𝑏 sin(𝛼) 𝑐 sin(𝛼𝑐) cos(𝛽𝑐)

0 0 𝑐 sin(𝛽𝑐)

⎞⎟⎠. (17)

Можна бачити, що рядки �̂� є компонентами базисних
векторiв оберненої ґратки. Ми зацiкавленi у випадку
𝑔(u) = 𝜌sp

(︁
�̂�−1u

)︁
. Оскiльки ми знаємо, що ∀r ∈ V:
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𝜌sp
(︁
�̂�−1�̂�r

)︁
= 𝜌sp(r), то можемо вiдразу записати

𝜌sp(r) =
∑︁
k∈Z3

𝑔k𝑒
2𝜋i(k𝑇 �̂�r ). (18)

I таким же способом розглядаємо друге рiвняння з (16):

𝑔k =

∫︁∫︁∫︁
V

𝜌sp
(︁
�̂�−1u

)︁
𝑒−2𝜋ik𝑇 �̂��̂�−1u

𝑑3
(︁
�̂�−1u

)︁
𝐽
[︁
�̂�−1u

]︁ , (19)

де 𝐽 – якобiан. Тут �̂�−1u розглядається як нова змiнна з
множини V.

Якобiан 𝐽
[︁
�̂�−1u

]︁
= 𝑎𝑏𝑐 sin(𝛼) sin(𝛽𝑐) = 1/𝜌 є насправ-

дi об’ємом V або оберненою середньою густиною частинок.
Позначаючи 𝑔k як 𝜌k у (18) та (19), замiнюючи змiннi у (19)
�̂�−1u → r i позначаючи експоненту у (18) як fk (можна по-
бачити, що експонента у (19) це f*k, де * позначає компле-
ксне спряження) ми негайно отримуємо рiвняння (1). Бiль-
ше того, отриманi результати означають, що всi властивостi
рядiв Фур’є можуть бути застосованi до розкладу (1).

Останнє, що варто згадати— перiодичнi властивостi
представлених рядiв. Ми збираємося розширити область
визначення до R3 так що 𝜌(r) буде визначеною всюди у про-
сторi. Тож тепер необхiдно дослiдити поведiнку цiєї фун-
кцiї. З (1d) можна бачити, що якщо 𝑙 ∈ Z, 𝑚 ∈ Z та 𝑛 ∈ Z:

�̂� (r+ 𝑙a+𝑚b+ 𝑛c ) = �̂�r+ 𝑙e𝑥 +𝑚e𝑦 + 𝑛e𝑧 , (20)

де e𝑥, e𝑦 та e𝑧 є одиничними векторами вздовж координа-
тних осей. З урахуванням (1c)

fk (r+ 𝑙a+𝑚b+ 𝑛c ) = fk(r) (21)

i з (1a)

𝜌 (r+ 𝑙a+𝑚b+ 𝑛c ) = 𝜌(r). (22)

Останнє рiвняння виправдовує наш погляд на зв’язок мiж
𝜌 та 𝜌sp як вiн представлений на рис. 1.

6.2. Щодо виразу 𝜌k для гаусiани 𝜌sp

Ми допускаємо, що 𝜌sp(r) або 0 всюди у R3∖V, або по мен-
шiй мiрi нехтовно мале. Якщо так, то ми можемо змiнити
границi iнтегрування у (1b) на нескiнченнi.

На даний момент ми зацiкавленi у конкретнiй формi 𝜌sp
(3), отож i пiдставимо її безпосередньо у (1b). Крiм того,
позначаємо 𝒦 = 2𝜋k𝑇 �̂� i переписуємо вираз у декартових
координатах, змiнюючи кратнi iнтеграли на їх добуток:

𝜌k =
𝜌

(2𝜋𝑠2)3/2

3∏︁
𝑗=1

∞∫︁
−∞

𝑒−𝑟2𝑗 /(2𝑠
2)−i𝒦𝑗𝑟𝑗𝑑𝑟𝑗 .

Останнiй вираз може бути проiнтегрований, якщо ми ви-
користаємо таке спiввiдношення [31]:

+∞∫︁
−∞

𝑒−𝑝2𝑥2±𝑞𝑥𝑑𝑥 =

√
𝜋

𝑝
𝑒𝑞

2/(2𝑝)2 , ℜ
(︀
𝑝2

)︀
> 0.

Як результат отримаємо

𝜌k = 𝜌
3∏︁

𝑗=1

𝑒−𝒦2
𝑗𝑠

2/2𝑑𝑟𝑗 .

Змiнюючи добуток експонент на експоненту суми i за-
уважуючи, що

∑︀
𝑗 𝒦2

𝑗 = 𝒦𝒦 𝑇 = 4𝜋2k𝑇 �̂��̂�𝑇k, ми негайно
отримуємо (4).

6.3. Щодо виразу 𝐸int

Давайте розпочнемо з (5b). Внутрiшнiй iнтеграл має безме-
жнi границi, отож ми можемо переписати цей вираз таким
чином:

𝐸int =

∫︁∫︁∫︁
V

∫︁∫︁∫︁
R3

𝑉
(︀⃒⃒
r′
⃒⃒)︀

𝜌 (r ) 𝜌
(︀
r+ r′

)︀
𝑑3r′ 𝑑3r.

Оскiльки 𝜌 (r ) є дiйсним, то його можна замiнити на ком-
плексно спряжений 𝜌* (r ) не змiнюючи 𝐸int. Тепер ми мо-
жемо пiдставити 𝜌 з (1a) i зауважити, що fk (r+ r′) =

= fk (r ) fk (r′) (1c). Отож якщо ми позначимо 𝑉k як у (6b),
то зможемо записати

𝐸int =
1

𝜌

∑︁
k∈Z3

𝜌k𝑉k

∑︁
k′∈Z3

𝜌*k′

∫︁∫︁∫︁
V

fk (r ) f*k′ (r ) 𝑑
3r.

Останнє рiвняння можна спростити, якщо ми проведемо
iнтегрування. З додатку 5 ми очiкуємо на ортогональнiсть
функцiй fk. Давайте зауважимо з (1c) fk(r)f*k′ (r) = fk−k′ (r)

i ми отримаємо∫︁∫︁∫︁
V

fk(r)f
*
k′ (r)𝑑

3r = 𝑎𝑏𝑐 sin(𝛼) sin(𝛽𝑐)𝛿k,k′ . (23)

Тут 𝛿k,k′ = 𝛿𝑘𝑥,𝑘′
𝑥
𝛿𝑘𝑦,𝑘′

𝑦
𝛿𝑘𝑧 ,𝑘′

𝑧
– добуток трьох дельта-

функцiй Кронекера.
Зауважуючи, що 𝑎𝑏𝑐 sin(𝛼) sin(𝛽𝑐) = 1/𝜌, де 𝜌 є середньою

густиною частинок (одна частинка на V, див. рис. 2 щодо
геометричних мiркувань), ми отримаємо (6a).

6.4. 𝑉k для екранованого кулонiвського потенцiалу

Давайте розглянемо рiвняння (1c) та (1d) у сферичних ко-
ординатах

fk(r) = 𝑒2𝜋i𝑟
(︀
𝑔k cos(𝜃)+𝑔′k cos(𝜙−𝛿𝜙k) sin(𝜃)

)︀
,

𝑔k =
𝑘𝑥 sin(𝛼𝑐 − 𝛼)

𝑎 tan(𝛽𝑐) sin(𝛼)
−

𝑘𝑦 sin(𝛼𝑐)

𝑏 tan(𝛽𝑐) sin(𝛼)
+

𝑘𝑧

𝑐 sin(𝛽𝑐)
,

𝑔′k =

√︃
𝑘2𝑥
𝑎2

+

(︂
𝑘𝑦

𝑏 sin(𝛼)
− 𝑘𝑥

cot(𝛼)

𝑎

)︂2
,

i перепишемо 𝑉k з (6b)

𝑉k = 𝜌

∞∫︁
0

𝑑𝑟𝑉 (𝑟)𝑟2 ×
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×
𝜋∫︁

0

𝑑𝜃 sin(𝜃)

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙𝑒2𝜋i𝑟
(︀
𝑔k cos(𝜃)+𝑔′k cos(𝜙−𝛿𝜙k) sin(𝜃)

)︀
⏟  ⏞  

𝐼(𝜃)

.

Iнтегруючи по 𝜙, ми отримуємо

𝐼(𝜃) = 2𝜋𝑒2𝜋i𝑔k𝑟 cos(𝜃)J0(2𝜋𝑔′k𝑟 sin(𝜃)).

Тодi пiдставимо останнiй вираз у рiвняння для 𝑉k:

𝑉k = 2𝜋𝜌

∞∫︁
0

𝑉 (𝑟)𝑟2
𝜋∫︁

0

𝑒2𝜋i𝑔k𝑟 cos(𝜃) ×

× J0
(︀
2𝜋𝑔′k𝑟 sin(𝜃)

)︀
sin(𝜃)𝑑𝜃𝑑𝑟.

Ми будемо розглядати екранований кулонiвський потен-
цiал (7), що означає, що iнтегрування по 𝑟 може бути вико-
нано. Можна використати таке спiввiдношення [31]:

∞∫︁
0

𝑒−𝛼𝑥J𝜈(𝛽𝑥)𝑥
𝜈+1𝑑𝑟 =

2𝛼(2𝛽)𝜈Γ
(︀
𝜈 + 3

2

)︀
√
𝜋(𝛼2 + 𝛽2)𝜈+3/2

,

ℜ(𝛼) > |ℑ(𝛽)|,ℜ(𝜈) > −1

i поєднати його з рiвнянням для 𝑉k, щоб отримати

𝑉k =

𝜋∫︁
0

2𝜋𝜌𝑞2 (1/𝜆D − 2𝜋i𝑔k cos(𝜃)) sin(𝜃)𝑑𝜃(︁
(1/𝜆D − 2𝜋i𝑔k cos(𝜃))2 +

(︀
2𝜋𝑔′k sin(𝜃)

)︀2)︁3/2 .
Замiняючи змiннi 𝑡 = cos(𝜃) i виконуючи iнтегрування по 𝑡,
отримуємо

𝑉k =
4𝜋𝜌𝑞2

1/𝜆2
D + 4𝜋2𝑔2k + 4𝜋2𝑔′ 2k

.

Останнiй вираз еквiвалентний до (8). Це можна перевiрити
розписавши 𝑔k та 𝑔′k.

6.5. Обчислення 𝐸s для екранованого
кулонiвського потенцiалу

Ми розпочнемо з рiвняння (5c) i припустимо, що 𝜌sp є дуже
“гострою” функцiєю (приклад 2.2). З таким припущенням
ми можемо змiнити границi iнтегрування на нескiнченнi, а
це, в свою чергу, дозволить нам виконати замiну змiнних
як було зроблено (5):

𝐸s =

∫︁∫︁∫︁
R3

∫︁∫︁∫︁
R3

𝑉 (|r′|)𝜌sp(r)𝜌sp(r+ r′)𝑑3r′ 𝑑3r. (24)

Перш за все ми виконаємо деякi математичнi перетворе-
ння з (3) (у декартовiй координатнiй системi) i запишемо
таке

𝜌sp(r)𝜌sp(r+ r′) =
1

8𝜋3𝑠6
𝑒−[r+r′/2]2/𝑠2−r ′ 2/(4𝑠2).

Тепер можемо пiдставити цей вираз у (24) i виконати iн-
тегрування по r. Записуючи результат у сферичнiй систе-
мi координат i iнтегруючи по кутах, ми негайно отримує-
мо (10).

Оскiльки ми знаємо явний вираз для 𝑉 (7), то можемо
пiдставити його в (10) i виконати iнтегрування використо-
вуючи означення доповнюючої функцiї помилок [32]:

erfc(𝑥) =
2

√
𝜋

∞∫︁
𝑥

𝑒−𝑡2𝑑𝑡. (25)

Як результат ми отримаємо

𝐸s =
𝑞2
√
𝜋𝑠

(︂
1−

𝑠
√
𝜋

𝜆D
𝑒𝑠

2/𝜆2
Derfc(𝑠/𝜆D)

)︂
. (26)

Оскiльки ми можемо, очевидно, допустити, що 𝑠 дуже мале
у порiвняннi з вiдстанню екранування, то 𝑠 ≪ 𝜆D. Отож, ми
можемо наблизити останнє рiвняння i як результат отрима-
ємо (11).

6.6. Наближення 𝐸int − 𝐸s для екранованого
кулонiвського потенцiалу

Ми розпочнемо з виразу (9) для 𝐸int. Але можна заува-
жити, що вiн мiстить вирази 𝑠2�̂��̂�𝑇 . Компоненти матрицi
�̂��̂�𝑇 у (9) пропорцiйнi до рiзних добуткiв обернених вiд-
станей у ґратцi, наприклад, 1/𝑎2, 1/(𝑎𝑏), i т.iн. (див. (1d)).
Оскiльки 𝑠 ≪ 𝑎, 𝑠 ≪ 𝑏 i 𝑠 ≪ 𝑐 (припущення про “гостру гау-
сiану”), то ми очiкуємо

⃒⃒⃒
𝑠2�̂��̂�𝑇

⃒⃒⃒
≪ 1. Це означає, що експо-

нента “починає дiяти” лише для доданкiв з дуже великими
|k|. У цьому роздiлi ми спробуємо переписати рiвняння так,
щоб отримати кращу збiжнiсть ряду, нiж є наразi.

Перш за все ми перепишемо вираз для 𝐸int таким чином:

𝐸int =
2𝜌𝑞2

𝜋
𝑒𝑠

2/𝜆2
D

∞∫︁
2𝜋𝑠

s𝑒−s2/(2𝜋𝜆D)2
∑︁
k∈Z3

𝑒−s2k𝑇 �̂��̂�𝑇 k𝑑s.

Можна легко проiнтегрувати цей вираз i перевiрити, що вiн
рiвний (9).

Ми зауважимо, що змiнна s приймає значення як значно
меншi середньої вiдстанi (12), так i значно бiльшi. Тому ми
розiб’ємо iнтеграл на два. Перше iнтегрування буде прово-
дитись вiд 2𝜋𝑠 до 𝑙, а друге вiд 𝑙 до нескiнченностi.

Ми допускаємо, що ґратка не надто вироджена (роз-
дiл 2.4), це означає, що кути 𝛼 i 𝛽𝑐 не повиннi сильно вiд-
рiзнятися вiд 𝜋/2. Тож ми можемо очiкувати, що елементи
s2�̂��̂�𝑇 будуть меншi вiд 1 для першого iнтеграла i бiль-
шi за 1 для другого. Якщо так, то можна виконати друге
iнтегрування i отримати суму, що сходиться значно краще
за (9):

𝐸int =
2𝜌𝑞2

𝜋
𝑒𝑠

2/𝜆2
D

𝑙∫︁
2𝜋𝑠

s𝑒−s2/(2𝜋𝜆D)2
∑︁
k∈Z3

𝑒−s2k𝑇 �̂��̂�𝑇 k

⏟  ⏞  
Θ(0;s2�̂��̂�𝑇 )

𝑑s+

+4𝜋𝜌𝑞2
∑︁
k∈Z3

𝑒𝑠
2/𝜆2

D−𝑙2(1/[2𝜋𝜆D]2+k𝑇 �̂��̂�𝑇 k)

1/𝜆2
D + 4𝜋2k𝑇 �̂��̂�𝑇k

.

З (1d) за критерiєм Сильвестра [33] можна перевiрити,
що �̂� (1d) є додатньо визначеною матрицею. Очевидно, ми
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очiкуємо, що �̂�𝑇 та їх добуток �̂��̂�𝑇 також будуть додатньо
визначеними. Оскiльки s приймає лише додатнi значення,
то s2�̂��̂�𝑇 також додатньо визначена. Це означає, що ви-
дiлена сума у останньому рiвняннi є тета-функцiєю Рiма-
на [34] у точцi 𝑧 = 0, тож ми вiдповiдно позначимо її як
Θ

(︁
0; s2�̂��̂�𝑇

)︁
.

Використовуючи модулярне перетворення [34]:

Θ(𝑧;𝐴) =
𝜋𝑑/2√︀
det𝐴

Θ(𝐴−1𝑧;𝐴−1), (27)

де 𝑑 вiдповiдає кiлькостi вимiрiв (3 у даному випадку),
отримуємо

Θ
(︁
0; s2�̂��̂�𝑇

)︁
=

𝜋3/2

s3 det �̂�
Θ

(︁
0; �̂�−1𝑇 �̂�−1/s2

)︁
.

Ми використали той факт, що det �̂� = det �̂�𝑇 i що мно-
ження на s2 еквiвалентно множенню на дiагональну матри-
цю, всi елементи якої рiвнi s2. Явний вираз для �̂�−1 можна
взяти з (17). Крiм того, можна зауважити

det �̂� =
1

𝑎𝑏𝑐 sin(𝛼) sin(𝛽𝑐)
= 𝜌, (28)

i переписати вираз для 𝐸int таким чином:

𝐸int = 2
√
𝜋𝑞2𝑒𝑠

2/𝜆2
D

∑︁
k∈Z3

𝑙∫︁
2𝜋𝑠

𝑒−s2/(2𝜋𝜆D)2−|�̂�−1k|2/s2 𝑑s
s2⏟  ⏞  

𝐼(k)

+

+4𝜋𝜌𝑞2
∑︁
k∈Z3

𝑒
𝑠2/𝜆2

D−𝑙2
(︁
1/[2𝜋𝜆D]2+|�̂�𝑇 k|2

)︁
1/𝜆2

D + 4𝜋2k𝑇 �̂��̂�𝑇k
.

Тепер ми можемо виконати iнтегрування i знайти 𝐼 (k).
Оскiльки результат дуже складний, то ми спочатку введемо
двi допомiжнi функцiї

𝜑(𝐿) =
𝑒−𝐿2/(2𝜋𝜆D)2

𝐿
−

1

2
√
𝜋𝜆D

erfc

(︂
𝐿

2𝜋𝜆D

)︂
,

𝑓𝛼(𝐿) = 𝑒𝛼|�̂�
−1k|/(𝜋𝜆D)erfc

⎡⎣
⃒⃒⃒
�̂�−1k

⃒⃒⃒
𝐿

+
𝛼𝐿

2𝜋𝜆D

⎤⎦,
i представимо результат у термiнах цих функцiй

𝐼 (k = 0) = 𝜑(2𝜋𝑠)− 𝜑(𝑙),

𝐼 (k ̸= 0) =
√
𝜋 (𝑓−1(𝑙)− 𝑓−1(2𝜋𝑠)) /

⃒⃒⃒
4�̂�−1k

⃒⃒⃒
+

+
√
𝜋 (𝑓+1(𝑙)− 𝑓+1(2𝜋𝑠)) /

⃒⃒⃒
4�̂�−1k

⃒⃒⃒
.

Використовуючи точний вираз для 𝐸s (26) можна бачити

𝐸s = 2
√
𝜋𝑞2𝑒𝑠

2/𝜆2
D𝜑(2𝜋𝑠).

Тож вiднiмання 𝐸s вiд 𝐸int просто означає нехтування цим
доданком.

Нашi попереднi обчислення не опирались на жоднi на-
ближення, але вираз для 𝐼 (k ̸= 0) дуже складний, тож до-
ведеться їх виконати. Але перш нiж розпочати, необхiдно

довести, що наближати дану суму прийнятно. Наступнi об-
числення подiлено на двi частини: доведення рiвномiрної
збiжностi та наближення саме по собi.

Доведення рiвномiрної збiжностi. Для досягнення
цiєї мети ми будемо застосовувати критерiй Кошi для по-
слiдовностi функцiй 𝑓𝑖(𝑥) в областi 𝐸: ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∀𝑚 ≥
≥ 𝑛 > 𝑁 : ∀𝑥 ∈ 𝐸 :

⃒⃒∑︀𝑚
𝑖=𝑛 𝑓𝑖(𝑥)

⃒⃒
< 𝜀. Надалi

∑︀
k∈Z3 𝐼 (k)

розглядається як послiдовнiсть для перевiрки збiжностi, а
елементи �̂�−1 так само, як 𝑠, 𝑙 та 𝜆D розглядаються як
змiннi з множини допустимих параметрiв. Ми вже розгля-
дали властивостi �̂�−1 i не будемо заглиблюватися в деталi
знову.

Для початку ми скористаємось 𝑠 < 𝑙 < 𝜆D. Це спiввiдно-
шення виконується для фiзичних систем, якi ми розгляда-
ємо, тож буде застосовано у всiх наступних викладках. Це
означає, що 𝑓𝛼(𝑙) > 𝑓𝛼(2𝜋𝑠) i тому всi доданки в данiй сумi
будуть додатними i ми можемо опустити модулi. Друга рiч,
це те, що виконується наступна нерiвнiсть

0 <
∑︁

k∈Z3∖{0}

𝐼 (k) <
∑︁

k∈Z3∖{0}

𝑓−1(𝑙) + 𝑓+1(𝑙)⃒⃒⃒
4�̂�−1k

⃒⃒⃒ √
𝜋.

Потiм ми застосовуємо спiввiдношення erfc(𝑥) ≤ 𝑒−𝑥2
для

𝑥 > 0 [35] i замiнюємо erfc у 𝑓±1(𝑙). Розписуючи квадрати
в експонентах i виконуючи спрощення, отримуємо

∑︁
k∈Z3∖{0}

𝐼 (k) <
∑︁

k∈Z3∖{0}

exp

(︂
−|�̂�−1k|2

𝑙2
− 𝑙2

4𝜋2𝜆2
D

)︂
⃒⃒⃒
�̂�−1k

⃒⃒⃒ .

Крiм того, було використано, що 2
√
𝜋 < 4.

Тепер ми можемо використати вiдоме спiввiдношення
min‖x‖2=1 ‖𝐴x‖2 =

√
𝜆min, де 𝜆min є найменшим власним

числом 𝐴†𝐴, а † позначає Ермiтове спряження [36]. Ми зна-
ємо, що det �̂�−1 = 1/𝜌 > 0 i тому �̂�−1 †�̂�−1 має ненульовi
власнi значення. Вибираючи з них мiнiмальне 𝜆min i позна-
чаючи 𝑔 =

√
𝜆min, ми стверджуємо, що

⃒⃒⃒
�̂�−1k

⃒⃒⃒
≥ 𝑔 |k|.

Тепер ми повиннi змiнити багатовимiрне пiдсумовування
на одновимiрне. Оскiльки всi доданки додатнi, то ми може-
мо переставити їх у будь-якому зручному порядку. Отож
ми будемо виконувати пiдсумовування по “поверхнях ку-
бiв”. Для початку давайте позначимо

K𝑛 =
{︀
k ∈ Z3

⃒⃒
|𝑘𝑥| ≤ 𝑛 ∧ |𝑘𝑦 | ≤ 𝑛 ∧ |𝑘𝑧 | ≤ 𝑛

}︀
.

Загальна сума може бути виражена як

∑︁
k∈Z3∖{0}

𝐼 (k) =

+∞∑︁
𝑛=1

∑︁
k∈K𝑛∖K𝑛−1

𝐼 (k) ,

де кiлькiсть доданкiв у K𝑛 ∖K𝑛−1 може бути легко обчисле-
на як (2𝑛+1)3 − (2𝑛− 1)3 ≡ 24𝑛2 +2. Мiнiмальна довжина
для векторiв-iнтексiв у цiй множинi 𝑛.

Збираючи разом попереднi обчислення, отримуємо

∑︁
k∈Z3∖K𝑚

𝐼 (k) <

+∞∑︁
𝑛=𝑚+1

(24𝑛2 + 2) exp

(︂
− 𝑔2𝑛2

𝑙2
− 𝑙2

4𝜋2𝜆2
D

)︂
𝑔𝑛

.
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Подальше доведення очевидно, тож ми його опускаємо. До-
ведення збiжностi для першого доданка у 𝐸int може бути
проведено куди бiльш просто за представленою схемою i
тому також опускається. Натомiсть необхiдно зробити ва-
жливе зауваження. Ряд сходиться краще, коли 𝑔/𝑙 бiльше.
Враховуючи фiзичний смисл даної змiнної, ми отримуємо
таке твердження: якщо спроектувати вектори a, b та c на
осi 𝑋, 𝑌 та 𝑍 вiдповiдно (див. рис. 2) i подiлити їх на сере-
дню вiдстань у ґратцi 3

√
𝜌, то ми отримаємо мiру на скiльки

добре сходиться ряд, або за фiзичним смислом – на скiльки
дана ґратка близька до кубiчної.

Наближення. Ми враховуємо, що 𝑠 ≪ 𝑙 ≪ 𝜆D, нехтуємо
всiма доданками, що мiстять 𝑙/𝜆D i 𝑠/𝜆D у erfc i наближаємо
erfc(𝑥 → ∞) ∼ 𝑒−𝑥2

/(𝑥
√
𝜋) [37]. Очевидно 𝑓𝛼(𝑙) ≫ 𝑓𝛼(2𝜋𝑠) i

тому всi 𝑓 з аргументами 2𝜋𝑠 можуть бути знехтуванi. Крiм
того, ми нехтуємо всiма малими доданками у показниках
експонент та знаменниках дробiв. Щоб зробити цю проце-
дуру бiльш очевидною, ми стверджуємо

⃒⃒⃒
�̂�−1k

⃒⃒⃒
/𝑙 > 𝑙/𝜆D.

Це означає, що вiдстань екранування достатньо велика, щоб
не вiдчувати вiдхилення ґратки вiд кубiчної. Це веде до рiв-
нянь

𝜑(𝑙) ≈
1

𝑙
, 𝐼 (k ̸= 0) ≈

𝑙

2
⃒⃒⃒
�̂�−1k

⃒⃒⃒2 𝑒−|�̂�−1k|2/𝑙2 .

Щоб отримати перше з них, були використанi рiвнiсть
erfc(𝑥) = 1− erf(𝑥) i наближення erf(𝑥 → 0) ∼ 2𝑥/

√
𝜋 [37].

Тепер можна записати наближене рiвняння (13).
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10. D.M. Heyes, A.C. Brańka. Lattice summations for spread
out particles: Applications to neutral and charged systems.
J. Chem. Phys. 138, 034504 (2013) [DOI: 10.1063/
1.4775367].

11. B.I. Lev, V.P. Ostroukh, V.B. Tymchyshyn, A.G. Zago-
rodny. Statistical description of the system electrons on
the liquid helium surface. Eur. Phys. J. B 87:253 (2014)
[DOI: 10.1140/epjb/e2014-50303-2].

12. D. Ruelle. Statistical Mechanics: Rigorous Results
(W.A. Benjamin, 1969).

13. A. Isihara. Statistical Mechanics (Academic Press, 1971).
14. K. Huang. Statistical Mechanics (J. Wiley and Sons, 1963).
15. R. Baxter. Exactly Solved Models in Statistical Mechanics

(Academic Press, 1982).
16. B. Klumov, G. Joyce, C. Räth, P. Huber, H. Thomas,

G.E. Morfill, V. Molotkov, V. Fortov. Structural properti-
es of 3D complex plasmas under microgravity conditions.
Europhysics Letters 92 (1), 15003 (2010) [DOI: 10.1209/
0295-5075/92/15003].

17. B.A. Klumov, G.E. Morfill. Structural properties of
complex (dusty) plasma upon crystallization and melti-
ng. JETP Letters 90 (6), 444 (2009) [DOI: 10.1134/
S002136400918009X].

18. B.I. Lev, A.G. Zagorodny. Structure formation in system
of Brownian particle in dusty plasma. Phys. Lett. A 373,
1101 (2009) [DOI: 10.1016/j.physleta.2009.01.044].

19. B.I. Lev, V.B. Tymchyshyn, A.G. Zagorodny. Brownian
particle in non-equilibrium plasma. Condens. Phys. 12,
593 (2009) [DOI: 10.5488/CMP.12.4.593].

20. H. Thomas, G.E. Morfill, V. Demmel, J. Goree, B. Feuer-
bacher, D. Mohlmann. Plasma crystal: Coulomb crystalli-
zation in a dusty plasma. Phys. Rev. Lett. 73, 652 (1994)
[DOI: 10.1103/PhysRevLett.73.652].

21. P. Ewald. Die Berechnung optischer und elektrostatischer
Gitterpotentiale. Ann. Phys. 369 (3), 253 (1921) [DOI:
10.1002/andp.19213690304].

22. J.H. Chu, Lin I. Direct observation of Coulomb crystals
and liquids in strongly coupled rf dusty plasmas.
Phys. Rev. Lett. 72, 4009 (1994) [DOI: 10.1103/
PhysRevLett.72.4009].

23. A. Melzer, T. Trottenberg, A. Piel. Experimental determi-
nation of the charge on dust particles forming Coulomb
lattices. Phys. Lett. A 191, 301 (1994) [DOI: 10.1016/0375-
9601(94)90144-9].

24. S.V. Vladimirov, S.A. Khrapak, M. Chaudhuri, G.E. Morfi-
ll. Superfluidlike motion of an absorbing body in a collisi-
onal plasma. Phys. Rev. Lett. 100, 055002 (2008) [DOI:
10.1103/PhysRevLett.100.055002].

25. H. Ikezi. Coulomb solid of small particles in plasmas. Phys.
Fluids 29, 1764 (1986) [DOI: 10.1063/1.865653].

26. A. Melzer, A. Homann, A. Piel. Experimental investigation
of the melting transition of the plasma crystal. Phys. Rev.
E 53, 2757 (1996) [DOI: 10.1103/PhysRevE.53.2757].

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2017. Т. 62, № 3 227



Б.I. Лев, В.Б. Тимчишин, А.Г. Загороднiй

27. A.G. Sitenko, A.G. Zagorodny, V.N. Tsytovich. Fluctuati-
on phenomena in dusty plasmas. AIP Conf. Proc. 345, 311
(1995) [DOI: 10.1063/1.49020].

28. S.A. Brazovsky. Phase transition of an isotropic system to
a nonuniform state. Sov. Phys. JETP 41 (1), 85 (1975).

29. B.I. Lev, H. Yokoyama. Selection of states and fluctuation
under the first order phase transitions. Int. J. Mod. Phys.
B 17, 4913 (2003) [DOI: 10.1142/S021797920302274X].

30. H. Totsuji, T. Kishimoto, C. Totsuji. Structure of confined
yukawa system (dusty plasma). Phys. Rev. Lett. 78, 3113
(1997) [DOI: 10.1103/PhysRevLett.78.3113].

31. I.S. Gradshteyn, I.M. Ryzhik. Table of integrals, series,
and products (Academic Press, 2007).
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POTENTIAL ENERGY ANALYSIS
FOR A SYSTEM OF INTERACTING PARTICLES
ARRANGED IN A BRAVAIS LATTICE

S u m m a r y

We propose a method to calculate the type of a lattice formed

by grains in dusty plasma and estimate its potential en-

ergy. Basically, this task is complicated by the interparticle po-

tential that appertains to “catastrophic potentials”. This kind

of potentials needs special approaches to avoid divergences dur-

ing potential energy calculations. In the current contribution,

we will develop all the necessary modifications to appropriate

methods. It will be shown that the obtained potential energy

expression can be used to determine lattice parameters and

these parameters comply to known experimental data.
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