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ОБЕРНЕНО КВАДРАТИЧНИЙ
ПОТЕНЦIАЛ У ПРОСТОРI ЗI СПIНОВОЮ
НЕКОМУТАТИВНIСТЮ КООРДИНАТУДК 530.145

Розглянуто притягальний обернено квадратичний потенцiал у просторi зi спiновою не-
комутативнiстю координат. Показано, що для такого потенцiалу ефективна потен-
цiальна, а отже i повна, енергiя обмежена знизу. За допомогою варiацiйного методу
знайдено верхню границю енергiї основного стану, яка для достатньо великих констант
зв’язку є вiд’ємною. Таким чином доведено, що замiсть падiння на притягальний центр
як в комутативному просторi, в обернено квадратичному потенцiалi в просторi зi спi-
новою некомутативнiстю утворюються стацiонарнi рiвнi.
К люч о в i с л о в а: обернено квадратичний потенцiал, некомутативнiсть.

1. Вступ

Iдея некомутативних координат активно почала
розвиватися пiсля дослiджень в теорiї струн, де
було показано, що координати на D-бранi в магнi-
тному полi не комутують [1]. Також, некомутатив-
нiсть координат з’являється i при компактифiкацiї
деяких варiантiв M-теорiї [2]. В даних задачах ви-
никає координатний комутатор вигляду

[𝑋𝑖, 𝑋𝑗 ] = 𝑖𝜃𝑖𝑗 , (1)

де 𝜃𝑖𝑗 – антисиметрична матриця постiйних.
Цiкаво, що за допомогою некомутативностi в

комутативнi теорiї можна включити поняття мi-
нiмальної довжини, яка виникає при квантовому
розглядi гравiтацiйного поля [3].

Однiєю з найбiльших проблем (1) є її неiнварiан-
тнiсть вiдносно поворотiв. Вiдомо декiлька шляхiв
побудови некомутативних алгебр, якi iнварiантнi
вiдносно поворотiв [3–6]. Iншим пiдходом є алгебри
зi спiновою некомутативнiстю координат, де про-
сторовi координати змiшуються зi спiновими опе-
раторами.
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Так, в [7] запропонованi некомутативнi коорди-
нати, утворенi додаванням до комутативних коор-
динат операторiв спiну 𝑋𝑖 = 𝑥𝑖 + 𝜃𝑠𝑖. Вiдповiдна
алгебра записується

[𝑋𝑖, 𝑋𝑗 ] = 𝑖𝜃2𝜀𝑖𝑗𝑘𝑠
𝑘, [𝑋𝑖, 𝑃𝑗 ] = 𝑖~𝛿𝑖𝑗 ,

[𝑋𝑖, 𝑠𝑗 ] = 𝑖𝜃𝜀𝑖𝑗𝑘𝑠
𝑘, [𝑠𝑖, 𝑠𝑗 ] = 𝑖~𝜀𝑖𝑗𝑘𝑠𝑘,

[𝑃𝑖, 𝑃𝑗 ] = 0, [𝑃𝑖, 𝑠𝑗 ] = 0.

(2)

Дану алгебру можна узагальнити на релятивiст-
ський випадок, зсуваючи координати на матри-
цi Дiрака 𝑋𝜇 = 𝑥𝜇 + 𝑖𝜃𝛾𝜇 [8]. Легко бачити, що
введенi таким чином координати є лоренц-iнва-
рiантними.

Iнший тип спiнової некомутативностi можна
отримати, додаючи до координат вектор Паулi–
Любанського 𝑋𝜇 = 𝑥𝜇 + 𝜃𝑊𝜇, де 𝑊𝜇 = 1

2𝜀
𝜇𝜈𝜌𝜎 ×

×𝑆𝜈𝜌𝑝𝜎, 𝑆𝜈𝜌 = 𝑖
4 [𝛾𝜈 , 𝛾𝜌] [9, 10]. Ця алгебра теж iн-

варiантна вiдносно поворотiв ( ренц-iнварiантна) i
володiє мiнiмальною довжиною.

Обернено квадратичний потенцiал дослiджував-
ся в лiтературi з рiзних точок зору. Iнтерес до ньо-
го викликаний, з одного боку, реалiзацiєю такого
потенцiалу в рiзних системах, зокрема: ефект Єфi-
мова [11], нейтральнi атоми в полi зарядженої ни-
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тки [12–14], магнiтний момент в полi тонкого со-
леноїда [15], речовина бiля горизонту чорної дiри
[16–19], електрон в полi дипольної молекули [20–
23], тощо.

З iншого боку, обернено квадратичний потенцiал
допускає падiння частинки на притягальний центр
[24]. В квантовому випадку, можна показати, що
середнє ⟨𝑟2⟩ еволюцiонує за законом

⟨𝑟2⟩ = ⟨𝑟2⟩0 +
⟨rp + pr⟩

𝑚
𝑡+

2⟨𝐻⟩
𝑚

𝑡2, (3)

i при ⟨𝐻⟩ < 0 за деякий скiнченний час 𝑡𝑓 частинка
впаде на центр ⟨𝑟2⟩𝑡𝑓 = 0 [25].

У просторi з узагальненим принципом невизна-
ченостi i некомутативними координатами потенцi-
ал −𝛾/𝑅2 регуляризується i замiсть падiння вини-
кають стацiонарнi рiвнi [26]. Також зв’язанi ста-
ни виникають i у просторi з мiнiмальною довжи-
ною [27].

В данiй роботi розглянемо вплив некомута-
тивностi (2) на поведiнку частинки в оберне-
но квадратичному потенцiалi. Така некомутатив-
нiсть ефективно виникає в системах з сильною
диполь-дипольною взаємодiєю (наприклад, бозе-
конденсат 52Cr) [7]. Крiм того, алгебра (2) дозво-
ляє пояснити триплетний куперiвський механiзм
спарювання [28]. Некомутативнiсть (2) спричиняє
анiзотропiю ефекту Ааронова–Бома [29] та знiмає
виродження рiвнiв атома водню по орбiтальному
квантовому числу [30].

Стаття побудована наступним чином. В роздiлi 2
показано, що дослiджувана алгебра дiйсно володiє
мiнiмальною довжиною, а також знайдено вираз
для гамiльтонiана частинки в обернено квадрати-
чному потенцiалi в просторi зi спiновою некому-
тативнiстю. В роздiлi 3 показано, що ефективна
потенцiальна енергiя i повна енергiя частинки в
такому потенцiалi обмеженi знизу. В роздiлi 4 за
допомогою варiацiйного методу знайдено верхню
оцiнку енергiї основного стану. Стаття завершує-
ться висновками.

2. Обернено квадратичний
потенцiал в некомутативному просторi

Розглянемо обернено квадратичний потенцiал у
некомутативному просторi з алгеброю (2). По-
кажемо, що в даному просторi iснує мiнiмаль-
на довжина. Справдi, знайдемо власнi значення

оператора̂︀𝑅2 = 𝑟2 + ~𝜃(r,𝜎) +
3

4
(~𝜃)2. (4)

Вони (в залежностi вiд напряму спiну) рiвнi

𝑅2
± =

(︂
𝑟 ± ~𝜃

2

)︂2
+

(~𝜃)2

2
. (5)

Мiнiмальне власне значення отримуємо при 𝑟 =
= ~𝜃/2 i знаковi “–”: 𝜆2min = (~𝜃)2/2.

Оскiльки, для довiльного стану середнє вiд опе-
ратора не може бути меншим, нiж мiнiмальне вла-
сне значення

⟨𝑅2⟩ ≥ 𝜆2min =
(~𝜃)2

2
, (6)

то отримуємо, що неможливо утворити стан з ло-
калiзацiєю в областi з лiнiйними розмiрами мен-
шими, нiж 𝜆min = ~𝜃/

√
2, а сама величина 𝜆min є

мiнiмальною довжиною в просторi з алгеброю (2).
Iнтуїтивно зрозумiло, що падiння на точковий

центр в просторi з ненульовою мiнiмальною дов-
жиною неможливе. Далi покажемо це строго.

Приймемо як постулат, що задача в некомута-
тивному просторi формулюється замiною в гамiль-
тонiанi комутативної задачi 𝐻(𝑥, 𝑝) комутативних
координат 𝑥 на некомутативнi 𝑋. Так, для обер-
нено квадратичного потенцiалу в просторi з алге-
брою (2) маємо

𝐻 =
p2

2𝑚
− 𝛾

𝑅2
=

𝑝2𝑟
2𝑚

+
̂︀𝐿2

2𝑚𝑟2
−

− 𝛾

𝑟2 + 𝜃𝑟(n,𝜎) + 3𝜃2/4
, (7)

де 𝑝𝑟 = − 𝑖~
𝑟 𝜕𝑟𝑟 – радiальна частина оператора iм-

пульсу, ̂︀𝐿 – момент iмпульсу, n = r/𝑟.
Для подальших розрахункiв зручно знерозмiри-

ти координати 𝑟 = 𝜃𝑥/2 та гамiльтонiан

ℎ =
𝐻

𝐻0
= − 1

𝑥

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑥+

̂︀𝑙2
𝑥2

− ̃︀𝛾
𝑥2 + 2𝑥(n,𝜎) + 3

, (8)

де ̂︀𝑙2 = ̂︀𝐿2/~2, ̃︀𝛾 = 𝛾/ ~2

2𝑚 , 𝐻0 = 2~2

𝑚𝜃2 .
Як бачимо некомутативнiсть регуляризує потен-

цiал, тому слiд очiкувати, що енергiя буде обмеже-
на знизу. Справдi, оскiльки в алгебрi (2) присутня
мiнiмальна довжина (6), то враховуючи, що кiне-
тична енергiя додатно визначена, отримуємо

⟨ℎ⟩ ≥ −
⟨ ̃︀𝛾
𝑋2

⟩
≥ − ̃︀𝛾

𝜆2min

= − ̃︀𝛾
2𝜃2

. (9)
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В наступному роздiлi покращимо нижню оцiнку
енергiї, враховуючи вiдцентровий доданок кiнети-
чної енергiї.

Крiм того покажемо, що гамiльтонiан (7) дiйсно
володiє зв’язаними станами. Для цього достатньо
показати, що основний стан даного гамiльтонiана
має скiнченну вiд’ємну енергiю.

3. Нижня оцiнка енергiї основного стану

Покращимо нижню оцiнку (9) енергiї основного
стану, врахувавши вiдцентровий доданок кiнети-
чної енергiї. Для цього зручно помножити опера-
тор потенцiальної енергiї на спряжену до знамен-
ника величину i переписати гамiльтонiан (8) у ви-
глядi

ℎ = − 1

𝑥

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑥+

̂︀𝑙2
𝑥2

− ̃︀𝛾 𝑥2 + 3− 2𝑥(n,𝜎)

𝑥4 + 2𝑥2 + 9
. (10)

Для такого гамiльтонiана спiновi та кутовi змiн-
нi вiдокремлюються i спiново-кутове рiвняння
розв’язується точно у виглядi лiнiйної комбiнацiї
сферичних спiнорiв Ω𝑗,𝑙,𝑚(𝜃, 𝜙) [31]:

𝜓 = 𝑅+Ω𝑗,𝑗+1/2,𝑚 +𝑅−Ω𝑗,𝑗+1/2,𝑚 =

(︂
𝑅+

𝑅−

)︂
. (11)

Враховуючи те, що сферичнi спiнори є власними
функцiями оператора квадрата моменту iмпульсу

̂︀𝑙2Ω𝑗,𝑙,𝑚 = 𝑙(𝑙 + 1)Ω𝑗,𝑙,𝑚, (12)

та дiю оператора (n,𝜎) на сферичнi спiнори

(n,𝜎)Ω𝑗,𝑗±1/2,𝑚 = ∓𝑖Ω𝑗,𝑗∓1/2,𝑚, (13)

знайдемо ефективну потенцiальну енергiю ̃︀𝑈(𝑥)
для радiального рiвняння Шредiнгера в представ-
леннi сферичних спiнорiв у виглядi матрицi

̃︀𝑈(𝑥) =

(︂
𝐼𝑗+1/2 − 𝑉1 −𝑖𝑉2

𝑖𝑉2 𝐼𝑗−1/2 − 𝑉1

)︂
, (14)

де 𝑉1=−̃︀𝛾 𝑥2+3
𝑥4+2𝑥2+9 , 𝑉2=−̃︀𝛾 2𝑥

𝑥4+2𝑥2+9 , 𝐼𝑙= 𝑙(𝑙+1)/𝑥2.
Оскiльки оператор кiнетичної енергiї є додатно

визначеним, то очевидно, що

𝜀 ≥ ⟨𝜓|̃︀𝑈 |𝜓⟩ ≥ 𝑈0, (15)

де 𝑈0 – мiнiмальне власне значення оператора ефе-
ктивної потенцiальної енергiї (14).

Знайдемо мiнiмальне власне значення 𝑈(𝑥) ма-
трицi (14). Воно досягається при 𝑗 = 1/2 i рiвне

𝑈(𝑥) = 𝑉1 +
1

𝑥2
−
√︂

1

𝑥4
+ 𝑉 2

2 . (16)

Далi мiнiмiзуючи (16) як функцiю 𝑥 знаходимо
𝑈0 = min𝑈(𝑥), яке згiдно з (15) i буде нижньою
оцiнкою енергiї частинки

𝜀low(̃︀𝛾) = 𝑈0. (17)

Розрахунки дають такi значення для нижньої
оцiнки енергiї частинки: 𝜀low(̃︀𝛾 = 1) = −0,3482...,
𝜀low(̃︀𝛾=10)=−4,3475..., 𝜀low(̃︀𝛾=100)=−49,0618... .
Залежнiсть 𝜀low(̃︀𝛾) наведена на рисунку.

Зауважимо, що для реальних експериментiв з
реалiзацiєю потенцiалу −𝛾/𝑟2 значення ̃︀𝛾 є поряд-
ку 100 [14].

4. Верхня оцiнка енергiї основного стану

Обмеженiсть потенцiальної енергiї знизу ще не га-
рантує наявнiсть зв’язаних станiв, оскiльки потен-
цiальна яма може виявитися занадто мiлкою чи
вузькою для утворення зв’язаних рiвнiв. Щоб про-
демонструвати їхню наявнiсть скористаємося варi-
ацiйним методом i покажемо, що енергiя основного
стану дiйсно є вiд’ємною.

Виберемо пробну хвильову функцiю у виглядi

𝜓(𝑥, 𝜃, 𝜙) = 𝐶𝑒−𝛼𝑥/2

(︂
𝑥Ω1/2,1,0 + 𝑖

𝛽

𝛼
Ω1/2,0,0

)︂
, (18)

де 𝛼, 𝛽 – безрозмiрнi варiацiйнi параметри, 𝐶 –
стала нормування. Лiнiйна комбiнацiя сферичних
спiнорiв в (18) вибрана у вiдповiдностi до точного
розв’язку кутового рiвняння Шредiнгера з гамiль-
тонiаном (10). Експонентний фактор в (18) забез-
печує правильну асимптотику радiальної хвильо-
вої функцiї на безмежностi, а вiдповiдна степiнь 𝑥
правильну асимптотику в центрi.

З умови нормування
∞∫︁
0

𝑑𝑥

𝜋∫︁
0

𝑑𝜃

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙𝑥2 sin 𝜃|𝜓|2 = 1,

та враховуючи ортогональнiсть сферичних спiно-
рiв
𝜋∫︁

0

𝑑𝜃

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙 sin 𝜃Ω†
𝑗𝑙𝑚Ω𝑗′𝑙′𝑚′ = 𝛿𝑗𝑗′𝛿𝑙𝑙′𝛿𝑚𝑚′ ,

отримуємо сталу нормування |𝐶|2 = 𝛼5/(24+2𝛽2).
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Залежнiсть нижньої 𝜀low(̃︀𝛾) (пунктиром) та верхньої 𝜀up(̃︀𝛾)
(точками) оцiнки енергiї основного стану вiд константи
зв’язку ̃︀𝛾. Вертикальна лiнiя ̃︀𝛾0 = 0,6084... вiдповiдає гра-
ничному значенню константи зв’язку: при ̃︀𝛾 < ̃︀𝛾0 верхня
оцiнка енергiї основного стану бiльша нуля, а при ̃︀𝛾 > ̃︀𝛾0 –
менша. Значення енергiї основного стану знаходиться мiж
верхньою i нижньої лiнiями

Середнє вiд кiнетичної енергiї на хвильовiй фун-
кцiї (18), враховуючи (12), рахується просто i рiвне⟨
− 1

𝑥

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑥+

̂︀𝑙2
𝑥2

⟩
=
𝛼2

4
. (19)

Обчислення середнього вiд потенцiальної енер-
гiї провести аналiтично складно. Тому здiйснимо
деякi перетворення потенцiалу. Для цього помно-
жимо чисельник i знаменник дробу на спряжену
до знаменника величину

− ̃︀𝛾
𝑥2 + 2𝑥(n,𝜎) + 3

= −̃︀𝛾 𝑥2 + 3− 2𝑥(n,𝜎)

(𝑥2 + 3)2 − 4𝑥2
. (20)

Оскiльки нас цiкавить верхня оцiнка енергiї основ-
ного стану, то можемо замiнити потенцiал системи
на потенцiал, який бiльший за даний в кожнiй то-
чцi 𝑥:

−̃︀𝛾 𝑥2 + 3− 2𝑥(n,𝜎)

(𝑥2 + 3)2 − 4𝑥2
≤ −̃︀𝛾 𝑥2 + 3− 2𝑥(n,𝜎)

(𝑥2 + 3)2
. (21)

Iнтеграли, якi виникають при обчисленнi ⟨𝑈⟩
можна знайти аналiтично
∞∫︁
0

𝑑𝑥
𝑥𝑛𝑒−𝛼𝑥

(𝑥2 + 𝑏)𝑚+1
=

(−1)𝑚+𝑛

𝑚!

𝑑𝑛

𝑑𝛼𝑛

𝑑𝑚

𝑑𝑏𝑚

∞∫︁
0

𝑑𝑥
𝑒−𝛼𝑥

𝑥2 + 𝑏
.

Iнтеграл в правiй частинi рiвний [32]:
∞∫︁
0

𝑑𝑥
𝑒−𝛼𝑥

𝑥2 + 𝑏
=

1√
𝑏
𝑓(
√
𝑏𝛼), (22)

де 𝑓(𝑥) = ci𝑥 sin 𝑥− si𝑥 cos 𝑥, ci𝑥, si𝑥 – iнтеграль-
ний косинус та синус вiдповiдно.

Таким чином, враховуючи (13) та рiвнiсть

𝑑2

𝑑𝛼2
𝑓(
√
𝑏𝛼) =

√
𝑏

𝛼
− 𝑏𝑓(

√
𝑏𝛼), (23)

знайдемо верхню оцiнку для середнього вiд потен-
цiальної енергiї

⟨𝑈⟩ ≤ −̃︀𝛾
2

𝑎𝛽2 + 𝑏𝛽 + 𝑐

12 + 𝛽2
, (24)

де 𝑎 = 1 −
√
3𝛼𝑓 , 𝑏 = 4𝑎 − 4

√
3𝛼2𝑓 − 6𝑎3𝑓 ′, 𝑐 =

= 2− 3𝛼+ 3
√
3𝛼3𝑓 , 𝑓 = 𝑓(

√
3𝛼), 𝑓 ′ = 𝑑/𝑑𝛼𝑓(

√
3𝛼).

Для середнього вiд гамiльтонiана (8) отримуємо

⟨ℎ⟩ ≤ 𝐸(𝛼, 𝛽) =
𝛼2

4
− ̃︀𝛾

2

𝑎𝛽2 + 𝑏𝛽 + 𝑐

12 + 𝛽2
. (25)

Мiнiмiзацiя 𝐸(𝛼, 𝛽) по 𝛽 дає

𝛽 =
12𝑎− 𝑐

𝑏
±

√︃(︂
12𝑎− 𝑐

𝑏

)︂2
+ 12. (26)

Для мiнiмiзацiї (25) по 𝛼 необхiдно розв’язати
складне трансцендентне рiвняння, що аналiтично
здiйснити неможливо. Чисельнi розрахунки да-
ють наступнi оцiнки для енергiї основного стану:
𝜀up(̃︀𝛾 = 1) = −0,0037..., 𝜀up(̃︀𝛾 = 10) = −1,0753...,
𝜀up(̃︀𝛾 = 100) = −13,0336... . Залежнiсть 𝜀up(̃︀𝛾)
зображена на рисунку. Iстинне значення енергiї
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Обернено квадратичний потенцiал у просторi

основного стану на графiку знаходиться мiж верх-
ньою i нижньою лiнiями.

Iснує граничне значення ̃︀𝛾0 = 0,6084..., нижче
якого варiацiйний метод дає оцiнку енергiї основ-
ного стану, бiльшу нуля, а отже стверджувати
наявнiсть зв’язаних станiв не можна. Однак для̃︀𝛾 > ̃︀𝛾0 верхня оцiнка енергiї основного стану вiд’-
ємна, що доводить наявнiсть зв’язаних станiв для
обернено квадратичного потенцiалу в просторi зi
спiновою некомутативнiстю.

5. Висновки

В данiй роботi розглянуто притягальний оберне-
но квадратичний потенцiал −𝛾/𝑅2 в просторi зi
спiновою некомутативнiстю координат (2). Пора-
ховано значення мiнiмальної довжини для даної
алгебри 𝜆min = ~𝜃/

√
2. Знайдено ефективну потен-

цiальну енергiю (14) радiального руху основного
стану частинки в обернено квадратичному потен-
цiалi. Ефективна потенцiальна енергiя виявилися
обмеженою знизу, що свiдчить про те, що енергiя
основного стану теж обмежена знизу. Використо-
вуючи варiацiйний метод показано, що для кон-
станти зв’язку 𝛾/ ~2

2𝑚 > 0,6084... варiацiйна оцiнка
енергiї менша нуля. Таким чином доведено, що в
некомутативному просторi при достатньо великих
значеннях константи зв’язку мiнiмальна енергiя
частинки в обернено квадратичному потенцiалi є
скiнченною вiд’ємною величиною, а отже утворю-
ються зв’язанi стани, на противагу до комутатив-
ного випадку, де вiдбувається падiння частинки на
центр.
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INVERSE SQUARE POTENTIAL IN A SPACE
WITH SPIN NONCOMMUTATIVITY OF COORDINATES

S u m m a r y

An attractive inverse square potential has been considered in

a space with the spin noncommutativity of coordinates. The

corresponding effective potential energy, as well as the total

energy, was shown to be confined from below. Using the vari-

ational method, the upper limit of the ground state energy

was found, which turned out to be negative for a sufficiently

large coupling constant. As a result, it was proved that the

inverse square potential creates stationary levels in the space

concerned, unlike the case of commutative space where a par-

ticle falls to the center.
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