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РОЗРАХУНОК СТРУМУ ДЖОЗЕФСОНА
У ДВОБАР’ЄРНОМУ ТУНЕЛЬНОМУ КОНТАКТIУДК 538.945

У роботi аналiтично розраховано струм Джозефсона у двобар’єрному тунельному кон-
тактi зi структурою SISIS. Обчислення виконано на основi квазiкласичного наближе-
ння рiвнянь мiкроскопiчної теорiї надпровiдностi. Нами було розраховано функцiї Грiна
для тунельного SISIS-контакту та одержано вираз для струму Джозефсона в моделi
точкового контакту. Встановлена залежнiсть тунельного струму вiд фази параметра
впорядкування. Ми також проаналiзували залежнiсть величини струму вiд вiдстанi
мiж бар’єрами та показали наявнiсть резонансних пiкiв джозефсонiвського струму.
Ключ о в i с л о в а: ефект Джозефсона, тунельний контакт, критичний струм.

1. Вступ

Серед багатьох важливих i цiкавих явищ, вiдкри-
тих у минулому столiттi, надпровiднiсть займає
особливе мiсце.

Надпровiдники викликають значний iнтерес у
науковцiв. Причин для такого iнтересу багато.
Однiєю з них є незвичнiсть з точки зору класичних
уявлень ефектiв, якi виникають у таких системах:
бездисипативнiсть електричного струму, виштов-
хування магнiтного поля iз об’єму надпровiдни-
ка, квантування магнiтного потоку, тощо [1, 2].
Ще одна важлива обставина, яка визначає акту-
альнiсть дослiджень надпровiдникiв, пов’язана з
тим, що такi системи є “вiкном у квантовий свiт”,
оскiльки квантовi ефекти проявляються у них на
макроскопiчному рiвнi.

Унiкальними для фiзики надпровiдностi є два
ефекти Джозефсона, якi спостерiгаються в систе-
мi, що складається iз двох надпровiдникiв (S), роз-
дiлених тонким шаром дiелектрика (I) (так зва-
ний SIS-контакт). Один iз них (стацiонарний) по-
лягає у тому, що якщо через контакт пропускати
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струм, величина якого менша за певне критичне
значення, то спад напруги на контактi дорiвнює
нулю, незважаючи на наявнiсть шару дiелектри-
ка. Ефекти Джозефсона (стацiонарний та неста-
цiонарний) вiдносяться до так званої слабкої над-
провiдностi [3].

В останнi роки з’явились можливостi створен-
ня багатошарових тунельних контактiв iз довiль-
ною геометрiєю та набором компонентiв: SINIS,
SISIS, SIS′IS, тощо [4]. Велике прикладне значе-
ння має теоретичний розрахунок ефектiв фазово-
когерентного переносу заряду в шаруватих систе-
мах типу SISIS та SIS′IS, дослiдження яких акту-
альне у зв’язку зi створенням квантових iнтерфе-
ренцiйних пристроїв (SQUID) [5], а також надпро-
вiдних кубiтiв для квантового комп’ютера [6, 7].

Дослiдженню багатошарових надпровiдних кон-
тактiв присвячена низка робiт. Експериментальнi
закономiрностi джозефсонiвського струму в таких
структурах наведенi у [4, 8], у роботах Брiнкмана
та Купрiянова зi спiвробiтниками [9, 10] проведено
теоретичний аналiз ефекту Джозефсона у SISIS-
контактi. Методом температурних функцiй Грiна
автори одержали вираз для струму Джозефсона в
iнтегральнiй формi, який аналiзується чисельними
методами.
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У данiй роботi ми пропонуємо мiкроскопiчну те-
орiю струму Джозефсона у двобар’єрному тунель-
ному контактi зi структурою SISIS. На вiдмiну вiд
роботи [10], автори якої використовують функцiї
Грiна для рiвняння Горькова, ми працюємо iз рiв-
няннями теорiї надпровiдностi, що мають пониже-
ний порядок як диференцiальнi — квазiкласични-
ми рiвняннями. Це дозволило отримати вираз для
струму Джозефсона через контакт в аналiтично-
му виглядi. Вiдзначимо, що за допомогою методу
квазiкласичних рiвнянь, одним iз авторiв даної ро-
боти, було теоретично описано ефект Джозефсона
в надпровiдних контактах рiзного типу компози-
цiї – SIS, SNS, SINS [1].

Проведенi у данiй роботi дослiдження виявили
певнi особливостi тунельного струму в двобар’єр-
ному контактi, якi не є притаманнi струму в SIS-
контактi.

Перш за все вiдзначимо немонотонну залежнiсть
критичного струму вiд вiдстанi мiж бар’єрами та
наявнiсть резонансних максимумiв. Можливiсть
резонансного тунелювання у двобар’єрнiй стру-
ктурi розглядалася у роботi [11].

Ще однiєю особливiстю ефекту Джозефсона в
тунельному SISIS-контактi є несинусоїдальна зале-
жнiсть струму вiд рiзницi фаз. Подiбна залежнiсть
була одержана авторами робiт [12,13] на основi на-
пiвкласичної моделi Охти [14]. Експериментальне
спостереження несинусоїдальної залежностi стру-
му у двобар’єрному надпровiдному контактi опи-
сано в роботах [15, 16].

2. Квазiкласичнi рiвняння теорiї
надпровiдностi для опису струмових станiв

Як вiдомо, теоретичний опис надпровiдникiв у на-
ближеннi середнього поля заснований на рiвнян-
нях Боголюбова, якi являють собою рiвняння на
власнi значення та власнi вектори для коефiцiєн-
тiв канонiчного перетворення Боголюбова вiд ча-
стинок до квазiчастинок 𝑢p(r) та 𝑣p(r):{︃
𝜉𝑢p(r)−Δ(r)𝑣p(r) = 𝜀p𝑢p(r),

𝜉𝑣p(r) + Δ*(r)𝑢p(r) = −𝜀p𝑣p(r).
(1)

Тут Δ(r) – параметр впорядкування (середнє по-
ле), 𝜉 = p̂2

2𝑚 + 𝑈(r) − 𝜇, 𝑈(r) – зовнiшнє поле, 𝜇 –

хiмiчний потенцiал, 𝜀p =
√︁
𝜉2p + |Δ|2.

Рiвняння Боголюбова (1) мають розв’язуватися
за умови самоузгодження

Δ(r) = 𝑔
∑︁
p

𝑢p(r)𝑣*p(r)th
𝜀p
2𝑇

.

Вiд системи рiвнянь Боголюбова (1) можна пе-
рейти до системи рiвнянь для мацубарiвських
функцiй Грiна, якi називаються рiвняннями Горь-
кова:{︃
(𝑖𝜔𝑛 − 𝜉)𝐺𝜔𝑛

(r, r′) + Δ(r)𝐹𝜔𝑛
(r, r′) = 𝛿(r − r′),

(𝑖𝜔𝑛 + 𝜉)𝐹𝜔𝑛
(r, r′) + Δ*(r)𝐺𝜔𝑛

(r, r′) = 0,

якi мають розв’язуватися за умови

Δ*(r) = |𝑔|𝑇
∑︁
𝜔𝑛

𝐹𝜔𝑛
(r, r).

У матричному формалiзмi Намбу ця система рiв-
нянь записується таким чином:(︁
𝑖𝜔𝑛 − 𝜎𝑧𝜉 − Δ̂(r)

)︁
�̂�𝜔𝑛(r, r

′) = 𝛿(r, r′), (2)

де

𝜎𝑧 =
(︁
1 0
0 −1

)︁
, Δ̂(r) =

(︂
0 Δ(r)

Δ*(r) 0

)︂
.

Iз технiчної точки зору система рiвнянь теорiї
надпровiдностi у формi рiвнянь Боголюбова чи
еквiвалентних їм рiвнянь Горькова доволi складна,
оскiльки шуканi величини (коефiцiєнти 𝑢p(r) та
𝑣p(r) або функцiї 𝐺𝜔𝑛

(r, r′) та 𝐹𝜔𝑛
(r, r′)) є нелiнiй-

ними функцiоналами функцiї |Δ(r)|, яка в загаль-
ному випадковi є просторово-неоднорiдною. Як по-
казують дослiдження [1], швидкiсть руху куперiв-
ської пари як цiлого v𝑠 значно менша характерної
швидкостi електронiв, що її утворюють – швид-
костi Фермi vF. Це означає, що хоча електрони
у надпровiднику сильно виродженi, рух куперiв-
ських пар є квазiкласичним. Урахування цiєї об-
ставини дозволяє суттєво спростити рiвняння те-
орiї надпровiдностi, а саме квазiкласичнi рiвнян-
ня мають нижчий порядок, нiж вихiднi диферен-
цiальнi рiвняння теорiї надпровiдностi (записанi в
просторових координатах). Зауважимо, що подi-
бне спрощення виникає при переходi вiд рiвняння
Дiрака для релятивiстського електрона до рiвня-
ння Паулi в нерелятивiстськiй границi. Спрощен-
ня рiвнянь, пов’язане iз квазiкласичнiстю руху ку-
перiвських пар, має просторовий аспект, оскiльки
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Рис. 1. Модель симетричного тунельного SISIS-контакту
та вiдповiдний потенцiал

(v𝑠)crit/vF ∼ 𝑇c/𝑇F ∼ 𝑎/𝜉0 ≪ 1, де 𝑇c – критична
температура, 𝑇F – температура Фермi, 𝑎 – мiж-
атомна вiдстань, а 𝜉0 – довжина когерентностi. Та-
ким чином, квазiкласичнi рiвняння у певному сен-
сi є загладженими по атомних довжинах i мiстять
лише великомасштабнi просторовi змiни параме-
тра впорядкування. Принципи побудови квазiкла-
сичних рiвнянь теорiї надпровiдностi для тунель-
них контактiв описанi в монографiї [1].

У данiй роботi побудуємо квазiкласичнi рiвнян-
ня для тунельного контакту типу SISIS. Геометрiя
контакту зображена на рис. 1. Iзолятор моделює-
ться 𝛿-функцiйним потенцiальним бар’єром:

𝑈(𝑧) = 𝛼

[︂
𝛿

(︂
𝑧 − 𝑑

2

)︂
+ 𝛿

(︂
𝑧 +

𝑑

2

)︂]︂
. (3)

Виконаємо розклад мацубарiвської функцiї Грi-
на (2) за власними станами одночастинкового га-
мiльтонiана з потенцiалом (3):

�̂�𝜔𝑛
(r, r′)=

∑︁
𝑖,𝑘

∫︁
𝑑p
∫︁
𝑑p′�̂�𝑖𝑘

𝜔𝑛
(p,p′)𝜒(𝑖)

p (r)𝜒(𝑘)
p′ (r′), (4)

де
𝜒(1)

p (r)=
1

2𝜋
𝑒𝑖p⊥rΨ(1)

𝑝𝑧
, 𝜒(2)

p (r)=
1

2𝜋
𝑒𝑖p⊥rΨ(2)

𝑝𝑧
.

Тут 𝑝⊥ та 𝑝𝑧 – перпендикулярна та поздовжня
складовi iмпульсу, а функцiї Ψ(1)

𝑝𝑧 та Ψ
(2)
𝑝𝑧 – розв’яз-

ки одновимiрного рiвняння Шредiнгера з потенцi-
алом (3). Маємо для хвилi, що падає злiва

Ψ(1)
𝑝𝑧

(𝑧) =
1√
2𝜋

[︂{︀
𝑒𝑖𝑝𝑧𝑧 + 𝐶1𝑒

−𝑖𝑝𝑧𝑧
}︀
𝜃

(︂
−𝑧 − 𝑑

2

)︂
+

+
{︀
𝐶2𝑒

𝑖𝑝𝑧𝑧 + 𝐶3𝑒
−𝑖𝑝𝑧𝑧

}︀
𝜃

(︂
𝑧 +

𝑑

2

)︂
𝜃

(︂
−𝑧 +

𝑑

2

)︂
+

+ 𝐶4𝑒
𝑖𝑝𝑧𝑧𝜃

(︂
𝑧 − 𝑑

2

)︂]︂
(5)

i для хвилi, що падає справа

Ψ(2)
𝑝𝑧

(𝑧) =
1√
2𝜋

[︂
𝐶4𝑒

−𝑖𝑝𝑧𝑧𝜃

(︂
−𝑧 − 𝑑

2

)︂
+

+
{︀
𝐶2𝑒

−𝑖𝑝𝑧𝑧 + 𝐶3𝑒
𝑖𝑝𝑧𝑧

}︀
𝜃

(︂
−𝑧 +

𝑑

2

)︂
𝜃

(︂
𝑧 +

𝑑

2

)︂
+

+
{︀
𝐶1𝑒

𝑖𝑝𝑧𝑧 + 𝑒−𝑖𝑝𝑧𝑧
}︀
𝜃

(︂
𝑧 − 𝑑

2

)︂]︂
. (6)

Константи 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4 визначаються з умов не-
перервностi хвильової функцiї на бар’єрах та зада-
ного стрибка її першої похiдної.

Коефiцiєнт проходження електронiв через бар’-
єр визначається спiввiдношенням

𝐷=
8𝜅4

(8𝜅4+4𝜅2+1)+(4𝜅2−1) cos(2𝑝𝑧𝑑)+4𝜅 sin(2𝑝𝑧𝑑)
,

де

𝜅 =
𝑝𝑧

2𝑚𝛼
=

√
𝐸√

2𝑚𝛼
.

На основi рiвняння Горькова (2) одержуємо iнте-
гральне рiвняння для коефiцiєнтiв розкладу фун-
кцiї Грiна (4):

(𝑖𝜔𝑛 − 𝜎𝑧𝜉)�̂�
𝑖𝑘
𝜔𝑛

(p,p′)−
∑︁
𝑗

∫︁
𝑑p′′⟨𝑖,p|Δ̂(𝑧)|𝑗,p′′⟩×

× �̂�𝑗𝑘
𝜔𝑛

(p′′,p′) = 𝛿𝑖𝑘𝛿(p − p′).

Вiзьмемо до уваги, що просторова однорiднiсть по-
рушена лише в напрямку осi 𝑜𝑧, параметр поряд-
ку Δ залежить лише вiд координати 𝑧, тому ма-
тричнi елементи ⟨𝑖,p|Δ̂(𝑧)|𝑖′p′′⟩ дiагональнi за по-
перечними iмпульсами, тобто мiстять 𝛿-функцiю
𝛿(p⊥ − p′

⊥). Це стосується також функцiї Грiна,
яка має вигляд

�̂�𝑖𝑘
𝜔𝑛

(p,p′) = �̂�𝑖𝑘
𝜔𝑛

(p⊥, 𝑝𝑧, 𝑝′𝑧)𝛿(p⊥ − p′
⊥).

Вказана симетрiя задачi дозволяє перетворити
рiвняння для коефiцiєнтiв розкладу функцiї Грiна
до такого вигляду:

(𝑖𝜔𝑛−𝜎𝑧𝜉)�̂�
𝑖𝑘
𝜔𝑛

(p⊥, 𝑝𝑧, 𝑝′𝑧)−
∑︁
𝑗

∫︁
𝑑𝑝′′𝑧 ⟨𝑖, 𝑝𝑧|Δ̂(𝑧)|𝑗, 𝑝′′𝑧 ⟩×

× �̂�𝑗𝑘
𝜔𝑛

(p⊥, 𝑝′′𝑧 , 𝑝
′
𝑧) = 𝛿𝑖𝑘𝛿(𝑝− 𝑝′𝑧). (7)
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Одержана форма рiвняння для горьковських
функцiй Грiна (7) є зручною для побудови квазi-
класичного наближення. Врахуємо, що характернi
iмпульси, якi дають внесок у значення фiзичних
величин, близькi до фермi-iмпульсу 𝑝F. Вiдповiд-
но до цього можемо покласти 𝑝 = 𝑝F + 𝜉/vF, де 𝜉
порядку 𝑇c. Для рiзницi проекцiй iмпульсу одер-
жимо

𝑝𝑧 − 𝑝′𝑧
∼=

𝜉 − 𝜉′

vF𝑥
, 𝑥 ≡ cos 𝜃,

де 𝜃 – кут падiння електрона на бар’єр.
Таким чином, маємо наближенi спiввiдношення

𝛿(𝑝𝑧 − 𝑝′𝑧)
∼= vF𝑥𝛿(𝜉 − 𝜉′),

∞∫︁
0

𝑑𝑝𝑧... ∼=
1

vF𝑥

∞∫︁
−∞

𝑑𝜉.

Враховуючи одержанi спiввiдношення та пiсля
переходу вiд змiнної 𝜉 до фур’є-спряженої змiнної 𝑡
(розмiрностi зворотної температури) за допомогою
формул

⟨𝜉|𝑡⟩ = 1√
2𝜋vF𝑥

𝑒−𝑖𝜉𝑡, ⟨𝑡|𝜉⟩ = 1√
2𝜋vF𝑥

𝑒𝑖𝜉𝑡,

одержимо рiвняння для функцiй Грiна (7), що має
понижений порядок як диференцiальне(︂
𝑖𝜔𝑛 + 𝑖𝜎𝑧

𝑑

𝑑𝑡

)︂
⟨𝑡, 𝑖|�̂�𝜔𝑛

|𝑘, 𝑡′⟩−

−
∑︁
𝑗

∫︁
𝑑𝑡′′⟨𝑡, 𝑖|Δ̂(𝑧)|𝑗, 𝑡′′⟩⟨𝑡′′, 𝑗|�̂�𝜔𝑛

|𝑘, 𝑡′⟩ =

= 𝛿𝑖𝑘𝛿(𝑡− 𝑡′). (8)

Як показує розрахунок, матричнi елементи па-
раметра порядку є дiагональними за змiнними
𝑡− 𝑡′, тобто виконується спiввiдношення

⟨𝑡, 𝑖|Δ̂(𝑧)|𝑗, 𝑡′⟩ = 𝛿(𝑡− 𝑡′)⟨𝑡, 𝑖|Δ̂(𝑧)|𝑗, 𝑡⟩.

Кiнцева форма рiвнянь Горькова для тунельно-
го контакту в квазiкласичному наближеннi має ви-
гляд(︂
𝑖𝜔𝑛 + 𝑖𝜎𝑧

𝑑

𝑑𝑡
− Δ̂𝑖𝑘

)︂
�̂�𝑖𝑘

𝜔𝑛
(𝑡, 𝑡′)− Δ̂12�̂�21

𝜔𝑛
(𝑡, 𝑡′) =

= 𝛿(𝑡− 𝑡′),(︂
𝑖𝜔𝑛 + 𝑖𝜎𝑧

𝑑

𝑑𝑡
− Δ̂22

)︂
�̂�21

𝜔𝑛
(𝑡, 𝑡′)− Δ̂21�̂�11

𝜔𝑛
(𝑡, 𝑡′) = 0,(︂

𝑖𝜔𝑛 + 𝑖𝜎𝑧
𝑑

𝑑𝑡
− Δ̂22

)︂
�̂�22

𝜔𝑛
(𝑡, 𝑡′)− Δ̂21�̂�12

𝜔𝑛
(𝑡, 𝑡′) =

= 𝛿(𝑡− 𝑡′),(︂
𝑖𝜔𝑛 + 𝑖𝜎𝑧

𝑑

𝑑𝑡
− Δ̂11

)︂
�̂�12

𝜔𝑛
(𝑡, 𝑡′)− Δ̂12�̂�22

𝜔𝑛
(𝑡, 𝑡′) = 0.

(9)

Одержану систему рiвнянь слiд доповнити ви-
разом для густини струму через контакт

j(r) =
𝑖𝑒

𝑚
𝑇
∑︁
𝜔𝑛

lim
r′→r

(∇r′ −∇r)𝐺𝜔𝑛
(r, r′).

Пiсля переходу до 𝑡-представлення, одержуємо

𝑗(𝑧) =
1

2

𝑒

𝑚
𝑁(0)𝑇

∑︁
𝜔𝑛

∑︁
𝑖,𝑘

1∫︁
0

𝑑𝑥

∫︁
𝑑𝑡𝑑𝑡′ ×

×⟨𝑡, 𝑖|�̂�𝜔𝑛
|𝑘, 𝑡′⟩𝐽𝑘𝑖(𝑥, 𝑡, 𝑡′, 𝑧), (10)

де у виразi

𝐽𝑘𝑖(𝑥, 𝑡, 𝑡′, 𝑧) =

∫︁
𝑑𝜉𝑑𝜉′𝑒−𝑖𝜉𝑡+𝑖𝜉′𝑡′×

×
(︁
Ψ

*(𝑘)
𝑝′
𝑧

(𝑧)𝑝𝑧Ψ
(𝑖)
𝑝𝑧
(𝑧)−Ψ(𝑖)

𝑝𝑧
(𝑧)𝑝𝑧Ψ

*(𝑘)
𝑝′
𝑧

(𝑧)
)︁

ми повiльно змiннi множники (коефiцiєнти прохо-
дження та вiдбиття) беремо на поверхнi Фермi, а
добутки експонент, якi мiстять суму 𝑝𝑧+𝑝′𝑧

∼= 2𝑝F𝑥
i осцилюють на атомних довжинах, вiдкидаємо, за-
лишаючи лише тi, якi мiстять рiзницю 𝑝𝑧 − 𝑝′𝑧 =

= 𝜉−𝜉′

vF𝑥
i осцилюють на довжинах порядку довжи-

ни когерентностi 𝜉0 ≫ 𝑎. Тим самим ми загладжу-
ємо струм по атомних довжинах i описуємо лише
великомасштабнi просторовi змiни. Описана про-
цедура загладжування по атомних довжинах та-
кож використовується при обчисленнi матричних
елементiв параметра впорядкування ⟨𝑡, 𝑖|Δ̂(𝑧)|𝑗, 𝑡⟩.

3. Розрахунок джозефсонiвського
струму в тунельному SISIS-контактi

Застосуємо одержанi у попередньому роздiлi ква-
зiкласичнi рiвняння (9) до опису ефекту Джозе-
фсона в тунельному SISIS-контактi. У теорiї над-
провiдних контактiв є широковживаною модель,
у якiй нехтують змiною величини параметра впо-
рядкування пiд впливом скiнченної прозоростi чи
струму i приймають, що модуль параметра Δ(𝑧) є
величиною сталою в межах кожного з надпровiд-
никiв. У випадку, коли параметр Δ(𝑧) мiняється
в мiрилi довжини когерентностi 𝜉0, використання
такої моделi не спричиняється до якiсної похибки,
оскiльки iгнорування змiни Δ(𝑧) приводить до не-
певностi у числових множниках порядку одиницi
у виразi для струму. Оскiльки в системi можли-
вi струмовi стани, фаза параметра впорядкування
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залежить вiд координати, а її градiєнт визначає
надплинну швидкiсть v𝑠, яка являє собою швид-
кiсть руху конденсату. У дiелектричному прошар-
ку (I) густина надплинної компоненти рiзко змен-
шується, тому надплинна швидкiсть повинна рiзко
зростати щоби забезпечити неперервнiсть струму.
Як наслiдок, при переходi через бар’єр фаза па-
раметра впорядкування може змiнюватись дуже
швидко, на довжинах порядку товщини бар’єра.

Нехай Φ(𝑧) – фаза параметра впорядкування,
тодi Δ(𝑧) = |Δ(𝑧)|𝑒𝑖Φ(𝑧). Покладемо Φ(𝑧) = Φ̃(𝑧)+
+Λ(𝑧), де Φ̃(𝑧) – неперервна компонента фази, з
якою пов’язана надплинна швидкiсть vs = grad×
×Φ̃(𝑧); Λ(𝑧) – компонента фази, яка вiдповiдає за
стрибки на бар’єрах.

У данiй роботi ми обмежуємося розрахунком
струму на бар’єрах, тому надалi будемо враховува-
ти лише стрибкоподiбну складову фази параметра
впорядкування

Λ(𝑧) =
𝜙

2

{︂
𝜃

(︂
𝑧 − 𝑑

2

)︂
− 𝜃

(︂
−𝑧 − 𝑑

2

)︂}︂
, 𝜙 = const.

Таким чином, будемо розглядати таку модель
параметра впорядкування:

Δ(𝑧) = Δ

⎧⎨⎩
𝑒−𝑖𝜙/2, 𝑧 < −𝑑/2,

1, |𝑧| < 𝑑/2,

𝑒𝑖𝜙/2, 𝑧 > 𝑑/2,

Δ = const. (11)

На основi формул (5), (6) та (11), iз урахуванням
процедури загладжування по атомних довжинах,
знаходимо матричнi елементи параметра впоряд-
кування:

Δ̂11 =

⎧⎪⎨⎪⎩
Δ̂𝜙/2 − 2𝑖Δ𝑅𝜎𝑥 sin𝜙/2, 𝑧 > 𝑑/2,

𝑖Δ
(︀
|𝐶2|2 + |𝐶3|2

)︀
𝜎𝑦, |𝑧| < 𝑑/2,

Δ̂−𝜙/2, 𝑧 < −𝑑/2,

Δ̂12 =

⎧⎨⎩2Δ
√
𝐷𝑅 sin𝜙/2𝜎𝑥, 𝑧 > 𝑑/2,

𝑖Δ(𝐶2𝐶
*
3 + 𝐶*

2𝐶3)𝜎𝑦, |𝑧| < 𝑑/2,

0, 𝑧 < −𝑑/2,

Δ̂21 =

⎧⎨⎩2Δ
√
𝐷𝑅 sin𝜙/2𝜎𝑥, 𝑧 > 𝑑/2,

𝑖Δ(𝐶2𝐶
*
3 + 𝐶*

2𝐶3)𝜎𝑦, |𝑧| < 𝑑/2,

0, 𝑧 < −𝑑/2,

Δ̂2,2 =

⎧⎪⎨⎪⎩
Δ̂−𝜙/2 + 2𝑖Δ𝑅𝜎𝑥 sin𝜙/2, 𝑧 > 𝑑/2,

𝑖Δ
(︀
|𝐶2|2 + |𝐶3|2

)︀
𝜎𝑦, |𝑧| < 𝑑/2,

Δ̂𝜙/2, 𝑧 < −𝑑/2.

Тут 𝐷 та 𝑅 – коефiцiєнти проходження та вiдбиття
електронiв для моделi подвiйного 𝛿-функцiйного
бар’єра:

Δ̂𝜙 = Δ

(︂
0 𝑒𝑖𝜙

−𝑒−𝑖𝜙 0

)︂
.

Пiдстановка даних матричних елементiв у квазi-
класичнi рiвняння (9) дає можливiсть розрахувати
горьковськi функцiї Грiна для тунельного SISIS-
контакту. У данiй роботi нами було аналiтично
розраховано повну систему функцiй Грiна для вка-
заного контакту. Вiдповiднi вирази мають громiзд-
кий вигляд, тому наведемо тут лише формулу для
�̂�11

𝜔𝑛
(𝑡, 𝑡′) в областi 𝑧 ≥ 𝑑/2:

�̂�11
𝜔𝑛

(𝑡, 𝑡′) =
1

2𝑖�̃�𝑛
𝑒−�̃�𝑛|𝑡−𝑡′| ×

×

⎛⎝ �̃�𝑛sign(𝑡− 𝑡′) + 𝜔𝑛 𝑖Δ𝑒𝑖
𝜙
2 + 2Δ𝑅 sin

𝜙

2
−𝑖Δ𝑒−𝑖𝜙

2 + 2Δ𝑅 sin
𝜙

2
�̃�𝑛sign(𝑡− 𝑡′)− 𝜔𝑛

⎞⎠+

+𝛼1

⎛⎜⎝ 1
�̃�𝑛 + 𝜔𝑛

𝑖Δ
𝑒𝑖

𝜙
2

�̃�𝑛 − 𝜔𝑛

𝑖Δ
𝑒−𝑖𝜙

2 −1

⎞⎟⎠ 𝑒−�̃�𝑛(𝑡+𝑡′) +

+𝛼2

⎛⎜⎝ 1
�̃�𝑛 + 𝜔𝑛

𝑖Δ
𝑒−𝑖𝜙

2

�̃�𝑛 − 𝜔𝑛

𝑖Δ
𝑒𝑖

𝜙
2 −1

⎞⎟⎠ 𝑒−�̃�𝑛(𝑡+𝑡′),

де �̃�𝑛 =
√︀
𝜔2
𝑛 +Δ2, 𝛼1 та 𝛼2 – константи iнтегрува-

ння, якi знаходяться з умов зшивки функцiй Грiна
на бар’єрах.

На основi виразiв для функцiй Грiна та форму-
ли (10) можемо обчислити струм через контакт.
Розрахунок дає таке спiввiдношення для струму
Джозефсона через тунельний SISIS-контакт при
𝑧 = ±𝑑/2:

𝑗 =
𝜋

4
𝑒vF𝑁F

Δ𝐷 sin𝜙√︂
1−𝐷 sin2

𝜙

2

th
Δ

√︂
1−𝐷 sin2

𝜙

2

2𝑇
. (12)

Тут 𝑁F = 3
4

𝑛
𝐸F

– густина станiв на поверхнi Фермi.
Спiввiдношення (12) визначає залежнiсть густи-

ни джозефсонiвського струму на берегах тунель-
ного SISIS-контакту вiд когерентної рiзницi фаз 𝜙
та параметрiв бар’єра, а також вiд температури.

У випадку, коли 𝐷 = 1, формула (12) набуває
вигляду:

𝑗 =
𝜋

2
𝑒vF𝑁FΔsin𝜙/2 th

Δcos𝜙/2

2𝑇
.
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Це спiввiдношення узгоджується iз вiдомою фор-
мулою для SIS-контакту, одержаною у роботi Ку-
лика та Омельянчука [17].

Значення критичного струму 𝑗max знаходиться
iз умови екстремуму виразу (12) за рiзницею фаз.
Рiзниця фаз, за якої струм набуває максимуму, за-
лежить вiд прозоростi бар’єра, а також параметрiв
контакту i температури. Вiдповiдне значення зна-
ходиться зi спiввiдношення

𝜙max = arccos

[︂
1− 2

𝐷

(︀
1− 𝑥2

)︀]︂
,

де параметр 𝑥 – розв’язок трансцендентного рiв-
няння

sh
(︂
Δ

𝑇
𝑥

)︂
=

Δ

𝑇

𝑥2
(︀
1− 𝑥2

)︀ (︀
1−𝐷 − 𝑥2

)︀
1−𝐷 − 𝑥4

.

Обчислимо значення критичного струму при
температурi 𝑇 = 2,5 K для тунельного контакту
на основi нiобiю (Nb), у якого щiлина Δ ≃ 3 меВ,
а критична температура 𝑇c ≃ 9,5 K. У цьому ви-
падковi Δ/𝑇 ≃ 14,2.

При 𝐷 = 1 значення параметра 𝑥 ≃ 0,23, то-
дi 𝜙max = 2,67, а вiдповiдне значення критичного
струму

𝑗max ≃ 1,94
𝜋

2
𝑒vF𝑁FΔ.

При 𝐷 = 0,5 значення параметра 𝑥 ≃ 0,84, то-
дi 𝜙max = 1,75, а вiдповiдне значення критичного
струму

𝑗max ≃ 0,59
𝜋

2
𝑒vF𝑁FΔ.

Побудуємо графiки залежностi густини струму
(12) вiд характерних параметрiв (усi графiки по-
будованi для безрозмiрних величин).

На рис. 2 зображена залежнiсть густини тунель-
ного струму вiд рiзницi фаз параметра впоряд-
кування на берегах контакту. Ця залежнiсть має
пилкоподiбний тип при значеннi коефiцiєнта про-
ходження, близькому до одиницi. При зменшеннi
𝐷 густина струму набуває вигляду синусоїди [13].
Вiдзначимо також, що при зменшеннi коефiцiєн-
та тунелювання амплiтуда густини струму також
зменшується.

На рис. 3 зображена залежнiсть густини струму
вiд товщини внутрiшнього прошарку, яка має рiз-
кий резонансний пiк, що збiгається з максимумом

D=1

D=0.95

D=0.5

0 2

-1

0

1

j/
j m
a
x

Рис. 2. Залежнiсть густини струму вiд рiзницi фаз для
рiзних значень коефiцiєнта проходження
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Рис. 3. Залежнiсть густини струму вiд вiдстанi мiж бар’є-
рами при 𝜅 = 0,01

коефiцiєнта проходження електронiв через подвiй-
ний 𝛿-функцiйний бар’єр. При значеннях товщини
бар’єра

𝑝F𝑑max =
1

2

(︂
−arctg

4𝜅

4𝜅2 − 1
+ 2𝜋𝑛

)︂
, 𝑛 ∈ 𝑁,

струм досягає максимального значення. Мiнiмаль-
не значення струм набуває за умови

𝑝F𝑑min =
1

2

(︂
𝜋 − arctg

4𝜅

4𝜅2 − 1
+ 2𝜋𝑛

)︂
, 𝑛 ∈ 𝑁.

Типовi iзолятори, що використовуються у ту-
нельних контактах (наприклад, Al2O3), мають
товщину порядку 10–20 нм. Висота потенцiального
бар’єра таких iзоляторiв є у межах 1–5 еВ. Таким
чином, коефiцiєнт 𝛼 у потенцiалi (3) має порядок
(1–10) ·10−8 еВ ·м. Оскiльки енергiя Фермi для ме-
талiв є порядку 2–10 еВ, то параметр 𝜅 набуває
значень в iнтервалi (5–30) ·10−3. Для значення па-
раметра 𝜅 = 0,01 максимального значення струм
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набуває за умов 𝑝F𝑑 ≃ 0,01999, 𝑝F𝑑 ≃ 3,16158,
𝑝F𝑑 ≃ 6,30318, 𝑝F𝑑 ≃ 9,44477 i т.д.

4. Висновки

У роботi побудована мiкроскопiчна теорiя стацiо-
нарного ефекту Джозефсона в тунельному SISIS-
контактi. В основу теорiї покладено квазiкласичнi
рiвняння теорiї надпровiдностi, якi являють собою
загладженi по атомних довжинах рiвняння Горь-
кова для мацубарiвських функцiй Грiна надпро-
вiдника.

На основi квазiкласичних рiвнянь аналiтични-
ми методами було одержано формулу для густини
джозефсонiвського струму через контакт. Вiн за-
лежить вiд когерентної рiзницi фаз надпровiдни-
кiв, параметрiв бар’єра, а також вiд температури.
При значеннях коефiцiєнта проходження, близь-
ких до одиницi, струм виявляє пилкоподiбну за-
лежнiсть вiд рiзницi фаз, яка поступово набуває
вигляду синусоїди при зменшеннi коефiцiєнта про-
ходження.

Нами також було одержано формулу для зна-
ходження критичного струму, який залежить вiд
значення коефiцiєнта проходження. Максимальної
величини критичний струм набуває при значеннi
𝐷 = 1.

Дослiджуючи залежнiсть значення струму вiд
товщини внутрiшнього прошарку контакту, нами
було виявлено наявнiсть у густинi струму резо-
нансних пiкiв, що збiгаються з максимумами кое-
фiцiєнта проходження електронiв через подвiйний
𝛿-функцiйний бар’єр. Одержано аналiтичне спiв-
вiдношення для розрахунку товщини прошарку, за
якої струм набуває максимального значення.

Зауважимо, що розроблена теорiя може бути
легко перенесена на випадок контактiв iншої гео-
метрiї, наприклад, S1IS2IS3, SINIS, тощо.
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5. E. Bartolomé, A. Brinkman, J. Flokstra, A.A. Golubov,
H. Rogalla. Double-barrier junction based dc SQUID.
Physica C 340, 93 (2000).

6. S.E. Shafranjuk. Two-qubit gate based on a multitermi-
nal double-barrier Josephson junction. Phys. Rev. B 74,
024521 (2006).

7. J. Braumüller. Concentric transmon qubit featuring fast
tunability and an anisotropic magnetic dipole moment.
Appl. Phys. Lett. 108, 032601 (2016).

8. I.P. Nevirkovets, J.E. Evetts, M.G. Blamire. Transition
from single junction to double junction behaviour in SISIS-
type Nb-based devices. Phys. Lett. A 187, 119 (1994).

9. M.Yu. Kupriyanov, A. Brinkman, A.A. Golubov, M. Siegel,
H. Rogalla. Double-barrier Josephson structures as the
novel elements for superconducting large-scale integrated
circuits. Physica C 326, 16 (1999).

10. A. Brinkman, A.A. Golubov. Coherence effects in double-
barrier Josephson junctions. Phys. Rev. B 61, 11297
(2000).

11. A. Morpurgo, F. Beltram. Tunneling through a supercon-
ducting double barrier and the resonant suppression of
Andreev reflection. Phys. Rev. B 50, 1325 (1994).

12. R. De Luca, F. Romeo. Sawtooth current-phase relation of
a superconducting trilayer system described using Ohta’s
formalism. Phys. Rev. B 79, 094516 (2009).

13. R. De Luca. Current-phase relation of double-barrier
Josephson junctions with a two-gap superconductor as
intermediate electrode. Eur. Phys. J. B 86, 294 (2013).

14. H. Ohta. Superconducting Quantum Interference Devices
and Their Applications, edited by H.D. Hahlbonm, H. Liib-
bing (De Gruyter, 1977).

15. I.P. Nevirkovets, J.E. Evetts, M.G. Blamire, Z.H. Barber,
E. Goldobin. Investigation of the coupling between the
outer electrodes in the superconducting double-barrier
devices. Phys. Lett. A 232, 299 (1997).

16. G. de Lange, B. van Heck, A. Brunol, D. van Woerkom,
A. Geresdil, S.R. Plissard, E. Bakkers, A.R. Akhmerov,
L. DiCarlo. Realization of microwave quantum circui-
ts using hybrid superconducting-semiconducting nanowire
Josephson elements. Phys. Rev. Lett. 115, 127002 (2015).

17. И.О. Кулик, А.Н. Омельянчук. Эффект Джозефсона в
сверхпроводящих мостиках: микроскопическая теория.
ФНТ 4, 296 (1978). Одержано 15.09.16

P.P. Shygorin, A.V. Svidzynskyi, I.O.Materian

CALCULATION OF JOSEPHSON
CURRENT IN A TWO-BARRIER TUNNEL JUNCTION

S u m m a r y

The Josephson current through a two-barrier SISIS tunnel

junction has been calculated analytically in the quasiclassical

approximation for the microscopic theory of superconductiv-

ity. Green’s functions for a SISIS tunnel junction and an ex-

pression for the Josephson current through a point contact are

obtained. The dependence of the tunnel current on the order

parameter phase is determined, and the current dependence on

the distance between the barriers is analyzed. The presence of

resonance peaks in the Josephson current is demonstrated.
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