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ОДНОНАПРЯМЛЕНI IЗОТРОПНI
ПОЛЯ У ПРОСТОРI КЕРРАУДК 537.8+517.9

Метою роботи є побудова у аналiтичному виглядi розв’язкiв рiвнянь безмасового поля
довiльного спiну у метрицi Керра у виглядi iзотропних однонапрямлених – вихiдних та
вхiдних за Чандрасекаром полiв, тобто полiв, якi поширюються вiд або до чорної дiри.
На основi методу Ньюмена–Пенроуза у його спiнорнiй формi розглянуто однонапрямле-
нi iзотропнi поля у просторi типу 𝐷 за Петровим та знайдено у аналiтичному виглядi
загальний розв’язок та розв’язок iз вiдокремленими змiнними узагальнених рiвнянь та-
ких полiв у метрицi Керра. У частковому випадку електромагнiтного поля обчислено
тензор Максвелла та тензор енергiї-iмпульсу для вихiдного та вхiдного однонапрямле-
ного поля.
К люч о в i с л о в а: безмасове поле, однонапрямлене iзотропне поле, спiнор Максвелла,
простiр Керра, вiдокремлення змiнних.

1. Вступ

Дослiдження впливу гравiтацiйного поля на кла-
сичнi фiзичнi поля (скалярне, поле Дiрака–Вейля,
поле Максвелла та Рарiти–Швiнґера) та на гра-
вiтацiйнi збурення є актуальною проблемою суча-
сної математичної, теоретичної фiзики та астро-
фiзики. При цьому для спрощення задачi впливом
самих полiв на гравiтацiйне поле нехтують, роз-
глядаючи їх як пробнi або збурення. Особливо ва-
жливим та цiкавим є вивчення поведiнки цих по-
лiв у гравiтацiйних полях чорних дiр – у метриках
Шварцшiльда, Керра, Керра–Ньюмена.

Основною складнiстю у дослiдженнi полiв вiд-
мiнного вiд нуля спiну є зв’язанiсть систем рiв-
нянь, що їх описують — без обмеження загаль-
ностi простору рiвняння не вiдокремлюються за
жодних калiбрувальних (у випадку електромагне-
тизму) чи координатних (у випадку гравiтацiї)
умов. Тюкольський [1], використовуючи форма-
лiзм Ньюмена–Пенроуза, частково вiдокремив рiв-
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няння гравiтацiйного, електромагнiтного та ней-
тринного полiв у просторi типу D за Петровим.
У результатi отримано два розщеплених окремих
рiвняння для двох “екстремальних” компонент по-
ля. При розглядi рiвнянь у тетрадi Кiннерслi вони
були узагальненi до головного рiвняння Тюколь-
ського (ГРТ), яке описує екстремальнi компоненти
полiв всiх цiлих i напiвцiлих спiнiв у метрицi Кер-
ра. Використовуючи анзац 𝜓 = 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑒𝑖𝑚𝜑𝑅(𝑟)𝑆(𝜃),
Тюкольський отримав два звичайних диференцi-
альних рiвняння (ЗДР), якi вiдомi як кутове рiв-
няння Тюкольського (КРТ) та радiальне рiвняння
Тюкольського (РРТ).

Подальшi iстотнi результати в цьому напрямку
отримано, зокрема, у роботах [2–6]. Однак побу-
дова достатньо загальних чи придатних для ефе-
ктивного аналiзу розв’язкiв для поля Максвелла
(як i для iнших полiв, окрiм скалярного) у викрив-
леному просторi та дослiдження їх властивостей
залишаються складним завданням [7]. Складнiсть
полягає у нелiнiйностi задачi на власнi значення –
константа вiдокремлення 𝜔 входить у рiвняння як
параметр 𝐸𝑚

𝑙 = 𝐸𝑚
𝑙 (𝑎𝜔) (див. [2], ст. 653). Для
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спрощення розглядаються частковi випадки поля
Максвелла, що дозволяє отримати точнi розв’язки
вiдповiдних рiвнянь.

У наших роботах [8–10] ми розглядали окремо
випадки полiв, що поширюються до чорної дiри
(вхiднi, у термiнологiї Чандрасекара) та вiд околу
чорної дiри (вихiднi), тобто, однонапрямленi iзо-
тропнi поля (ОIП), якi вiдповiдають двом випад-
кам орiєнтацiї електромагнiтного головного iзо-
тропного напрямку вiдносно гравiтацiйного голов-
ного iзотропного напрямку, та знайшли загальний
розв’язок, що виражається через довiльну фун-
кцiю вiд iнтегралiв системи диференцiальних рiв-
нянь в частинних похiдних (ДРЧП) першого по-
рядку.

У [9] ми зазначили, що, на вiдмiну вiд Тюколь-
ського, не виключаємо з розгляду розв’язки з осо-
бливiстю на осi обертання 𝜃 = 0, 𝜃 = 𝜋. Пiдста-
вою для цього є такi мiркування. Особливiсть на
пiвосi 𝜃 = 0 як у розв’язку Керра, так i у розв’яз-
ках рiвнянь полiв на фонi простору Керра є на-
слiдком використання системи координат Бойєра–
Лiндквiста, яка узагальнює на простiр Керра сфе-
ричну систему координат з її особливiстю на пiвосi
𝜃 = 0 – детермiнант метричного тензора обертає-
ться на нiй в нуль. Оскiльки у розв’язку Керра при
𝑟 = 0 метрика не перестає бути визначеною, допу-
стимими є i значення 𝑟 < 0, тому у рiвняннях усiх
полiв виникає додаткова особлива пiввiсь 𝜃 = 𝜋.

Проте особливостi на осi обертання анi метри-
чного тензора простору Керра, анi розв’язкiв рiв-
нянь полiв (для прикладу, електромагнiтного) на
фонi простору Керра не мають iнварiантного ха-
рактеру – на нiй єдиний iнварiант геометрiї Кер-
ра i iнварiанти електромагнiтного поля не мають
особливостей, а метрична квадратична форма ана-
лiтично продовжується на неї (за винятком то-
чок на горизонтi). Цей запропонований у [9] пiд-
хiд ми застосуємо i при розглядi полiв iнших спi-
нiв, вiдповiдно обмежуючи область визначеностi
таких фiзично змiстовних розв’язкiв за кутовою
змiнною умовою 0 < 𝜃 < 𝜋. Такi координатно-
сингулярнi розв’язки, завдяки їх простiй формi,
знайдуть своє ефективне застосування для опису
процесiв в околi чорної дiри Керра, про що буде
йти мова у наступнiй роботi, при цьому iнварiан-
тнi характеристики полiв i процесiв, як слiд очi-
кувати, не матимуть сингулярностей також i при
𝜃 = 0 i 𝜃 = 𝜋. У плоскому просторi, у часткових

випадках, отриманий нами розв’язок у полi Кер-
ра описує циркулярно-поляризовану плоску хвилю
та електромагнiтне поле, аналогiчне до iзотропно-
го поля у виглядi вузлiв i сплетень, яке виникає з
розшарування Гопфа [11, 12].

Поведiнка алгебраїчно-спецiальних полiв була
предметом детального вивчення у роботах [13–
16]. При цьому Торресом було отримано загаль-
ний розв’язок для алгебраїчно-спецiального поля
Максвелла у плоскому просторi. У роботi Чандра-
секара [14], де розглядається гравiтацiйний випа-
док алгебраїчно-спецiального поля у метрицi Кер-
ра, отримано розв’язок з вiдокремленими змiнни-
ми [(9), (14)], який мiстить члени з асимптотикою
1/𝑟, 1/𝑟2, 1/𝑟3, 1/𝑟4, що вiдрiзняється вiд нашого
пiдходу, – розв’язок з вiдокремленими змiнними
має асимптотику виключно 1/𝑟.

Розвинутий нами метод знаходження розв’язку
системи рiвнянь для ОIП Максвелла допускає уза-
гальнення i на випадок однонапрямлених iзотро-
пних полiв з довiльним значенням спiну. Прове-
дення таких узагальнень та знаходження розв’яз-
ку системи рiвнянь, що описує єдиним чином поля
всiх спiнiв, є метою цiєї роботи.

Окрiм загального розв’язку в аналiтичному ви-
глядi узагальненої системи рiвнянь, побудуємо та-
кож розв’язок методом вiдокремлення змiнних,
який, як вiдомо, дозволяє детальнiше описувати
певнi властивостi фiзичних полiв (див. наприклад,
[17]), провести порiвняння результатiв з результа-
тами Тюкольського та вказати у подальшому за-
стосування. Далi на прикладi поля Максвелла по-
будуємо хвильовi розв’язки у виглядi ОIП, обчи-
слимо вiдповiдний кожному розв’язку тензор Ма-
ксвелла та тензор енергiї-iмпульсу та встановимо
умови у координатнiй формi, якi видiляють ОIП.

Рiвняння розглядаємо в геометризованiй систе-
мi одиниць, де 𝑐 = 𝐺 = 1, та припускаємо доста-
тню гладкiсть усiх функцiй, що у цьому випадку
не обмежує фiзичної загальностi.

2. Однонапрямленi вiльнi iзотропнi
поля спiну 𝑙 у вакуумному просторi типу D

Розглянемо пробнi безмасовi вiльнi поля спiну
𝑙 = |𝑠|, де 𝑠 – спiнова вага (𝑠 = ±1/2, ±1,
±3/2, ±2, ...), якi задаються симетричним спiно-
ром 𝜙𝐴𝐵𝐶 ...𝐾𝐿 з 2𝑙 iндексами. Рiвняння еволюцiї
таких полiв має вигляд [18]:
∇𝐴𝐴′

𝜙𝐴𝐵𝐶 ...𝐾𝐿 = 0. (1)
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Поширимо запропонований нами у роботi [9] пiд-
хiд для розгляду iзотропного електромагнiтного
поля на поля iнших спiнiв таким чином. Вибере-
мо спiнову базу так, щоб головнi спiнори спiно-
ра Вейля, якi є попарно кратними внаслiдок на-
лежностi простору-часу Керра до типу 𝐷 за Пе-
тровим, були пропорцiйними до базисних, тобто
Ψ𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝛾(𝐴𝛾𝐵𝛿𝐶𝛿𝐷), де 𝛾𝐴 = 𝛾1𝑜𝐴, 𝛿𝐴 = −𝛿0𝜄𝐴,
𝑜𝐴, 𝜄𝐴 – базиснi спiнори. В результатi матимемо
Ψ0 = Ψ1 = Ψ3 = Ψ4 = 0 та внаслiдок теореми
Ґолдберґа–Сакса 𝜅 = 𝜎 = 𝜈 = 𝜆 = 0.

Далi розглядатимемо алгебраїчно-спецiальнi фi-
зичнi поля – вважатимемо, що всi головнi спiнори
𝛼𝐴, 𝛽𝐵 , ..., 𝜆𝐿 спiнора 𝜙𝐴𝐵𝐶 ...𝐾𝐿 = 𝛼(𝐴𝛽𝐵 ... 𝜆𝐿) є
кратними до кратного головного спiнора 𝛾𝐴 спiно-
ра Вейля: 𝛼𝐴 ∼ 𝛾𝐴, 𝛽𝐵 ∼ 𝛾𝐵 , ..., 𝜆𝐿 ∼ 𝛾𝐿. В резуль-
татi розклад спiнора поля у спiновiй базi матиме
вигляд

𝜙𝐴𝐵𝐶 ...𝐾𝐿 = 𝜙2𝑙 𝑜𝐴𝑜𝐵 ... 𝑜𝐿⏟  ⏞  
2l

, (2)

де 𝜙2𝑙 = 𝜙𝐴𝐵𝐶 ...𝐾𝐿𝜄
𝐴𝜄𝐵𝜄𝐶 ... 𝜄𝐾𝜄𝐿. Поле 𝜙𝐴𝐵𝐶 ...𝐾𝐿

є iзотропним при такому виборi [18]; слiдом за Чан-
драсекаром називатимемо його “вихiдним”. У ви-
падку гравiтацiйного поля умова (2) виокремлює
поле хвильового типу за Лiхнеровичем.

Означення 1. Поле, що задається спiнором ви-
гляду (2), називатимемо вихiдним однонапрямле-
ним iзотропним полем.

Рiвняння (1) вихiдного ОIП (2) у компонентнiй
формi у вакуумному просторi типу D мають ви-
гляд{︃
𝐷𝜙2𝑙 + (2𝑙𝜖− 𝜌)𝜙2𝑙 = 0,

𝛿𝜙2𝑙 + (2𝑙𝛽 − 𝜏)𝜙2𝑙 = 0;
(3)

𝐷= 𝑙𝑎∇𝑎, 𝛿 =𝑚𝑎∇𝑎, Δ= 𝑛𝑎∇𝑎, 𝛿 = �̄�𝑎∇𝑎 – похi-
днi за напрямками iзотропної тетради Ньюмена–
Пенроуза, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜖, 𝜅, 𝜎, 𝜌, 𝜏, 𝜈, 𝜆, 𝜇, 𝜋 – скаляри
Ньюмена–Пенроуза.

Аналогiчно “вхiдне” ОIП отримуємо вибором
всiх головних спiнорiв 𝛼𝐴, 𝛽𝐵 , ..., 𝜆𝐿 спiнора
𝜙𝐴𝐵𝐶 ...𝐾𝐿 = 𝛼(𝐴𝛽𝐵 ... 𝜆𝐿) кратними до кратно-
го головного спiнора 𝛿𝐴 спiнора Вейля: 𝛼𝐴 ∼ 𝛿𝐴,
𝛽𝐵 ∼ 𝛿𝐵 , ..., 𝜆𝐿 ∼ 𝛿𝐿. Тодi розклад спiнора поля у
спiновiй базi матиме вигляд

𝜙𝐴𝐵𝐶 ...𝐾𝐿 = 𝜙0𝜄𝐴𝜄𝐵 ... 𝜄𝐾 , (4)

𝜙0 = 𝜙𝐴𝐵𝐶 ...𝐾𝐿𝑜
𝐴𝑜𝐵𝑜𝐶 ... 𝑜𝐿.

Означення 2. Поле, що задається спiнором ви-
гляду (4), називатимемо вхiдним однонапрямле-
ним iзотропним полем.

Рiвняння (1) у компонентнiй формi для вхiдно-
го ОIП у вакуумному просторi типу 𝐷 набувають
вигляду{︃
Δ𝜙0 + (𝜇− 2𝑙𝛾)𝜙0 = 0,

𝛿𝜙0 + (𝜋 − 2𝑙𝛼)𝜙0 = 0.
(5)

Зазначимо, що однонапрямленi iзотропнi поля
(2) та (4) є алгебраїчно-спецiальними типу 𝑁 , тоб-
то всi головнi спiнори таких полiв є кратними.

3. Загальний розв’язок узагальненого
рiвняння, що описує однонапрямленi поля
спiну 𝑙 у метрицi Керра

Розглянемо системи рiвнянь для вихiдного ОIП (3)
та вхiдного ОIП (5) у метрицi Керра в координатах
Бойєра–Лiндквiста:

𝑑𝑠2 =

(︂
1− 2𝑀𝑟

Σ

)︂
𝑑𝑡2 +

4𝑀𝑟𝑎 sin2 𝜃

Σ
𝑑𝑡𝑑𝜑− Σ

Δ
𝑑𝑟2 −

−Σ𝑑𝜃2 −
(︂
𝑟2 + 𝑎2 +

2𝑀𝑟𝑎2 sin2 𝜃

Σ

)︂
sin2 𝜃𝑑𝜑2, (6)

𝑀 – маса чорної дiри (𝑀 > 0), 𝑎 – питомий ку-
товий момент (0 < 𝑎 < 𝑀), Σ = 𝑟2 + 𝑎2 cos2 𝜃,
Δ = 𝑟2 − 2𝑀𝑟 + 𝑎2 1, коренi рiвняння Δ = 0,
𝑟+ = 𝑀 +

√
𝑀2 − 𝑎2 та 𝑟− = 𝑀 −

√
𝑀2 − 𝑎2 ви-

значають вiдповiдно горизонт подiй та горизонт
Кошi. Iзотропну тетраду Ньюмена–Пенроуза ви-
беремо тетрадою Кiннерслi [19]:

𝑙𝑎 =

(︂
𝑟2 + 𝑎2

Δ
, 1, 0,

𝑎

Δ

)︂
,

𝑛𝑎 =
1

2Σ

(︀
𝑟2 + 𝑎2,−Δ, 0, 𝑎

)︀
,

𝑚𝑎 =
1√

2(𝑟 + 𝑖𝑎 cos 𝜃)

(︂
𝑖𝑎 sin 𝜃, 0, 1,

𝑖

sin 𝜃

)︂
,

�̄�𝑎 =
1√

2(𝑟 − 𝑖𝑎 cos 𝜃)

(︂
−𝑖𝑎 sin 𝜃, 0, 1, −𝑖

sin 𝜃

)︂
.

(7)

Системи рiвнянь для вихiдних та вхiдних ОIП
усiх спiнiв 𝑙 у координатах Бойєра–Лiндквiста при

1 Позначення у одному текстi символом Δ рiзних об’єктiв
при використаннi формалiзму Ньюмена–Пенроуза для
опису простору Керра є традицiйним i не веде до непо-
розумiнь.
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вiдповiдному проведеннi замiни функцiй мають
подiбний вигляд, тому побудуємо узагальнену си-
стему рiвнянь⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑟2 + 𝑎2

Δ

𝜕𝜓

𝜕𝑡
− 𝑘

𝜕𝜓

𝜕𝑟
+
𝑎

Δ

𝜕𝜓

𝜕𝜑
= 0,

𝑖𝑎 sin 𝜃
𝜕𝜓

𝜕𝑡
− 𝑘

𝜕𝜓

𝜕𝜃
+

𝑖

sin 𝜃

𝜕𝜓

𝜕𝜑
= 0,

(8)

де 𝑘 = sgn 𝑠,

𝜓 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜙2𝑙(𝑟 − 𝑖𝑎 cos 𝜃) sin𝑙 𝜃, 𝑘 = −1;

𝜙0
Δ𝑙 sin𝑙 𝜃

2(𝑟 − 𝑖𝑎 cos 𝜃)2𝑙−1
, 𝑘 = 1.

(9)

Загальний розв’язок системи (8) знаходимо
шляхом послiдовного iнтегрування рiвнянь в ча-
стинних похiдних першого порядку. Отримуємо

𝜓 = 𝑒𝐹 (𝜁1,𝜁2), (10)

де 𝐹 – довiльна функцiя комплексних iнтегралiв
системи (8):

𝜁1 = 𝑡+ 𝑘

(︃
𝑟 +𝑀 lnΔ+

+
𝑀2

√
𝑀2 − 𝑎2

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑟 − 𝑟+
𝑟 − 𝑟−

⃒⃒⃒⃒
− 𝑖𝑎 cos 𝜃

)︃
, (11)

𝜁2 = 𝜑+𝑘

(︂
𝑎

2
√
𝑀2 − 𝑎2

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑟 − 𝑟+
𝑟 − 𝑟−

⃒⃒⃒⃒
+ 𝑖 ln

⃒⃒⃒⃒
1− cos 𝜃

sin 𝜃

⃒⃒⃒⃒)︂
.

(12)

У випадку електромагнiтного поля (𝑠 = ±1) за-
гальний розв’язок (10) був отриманий у попере-
днiй роботi авторiв [9]. У частковому випадку пло-
ского простору вiн зводиться до розв’язку Торреса
[13]. Точний розв’язок для поля довiльного спiну у
полi Керра отримано тут вперше.

4. Вiдокремлення змiнних
у системi рiвнянь для ОIП

Застосування методу вiдокремлення змiнних для
знаходження регулярних розв’язкiв ГРТ дозволи-
ло виявити основнi властивостi збурень та перед-
бачити яскравi фiзичнi ефекти у полi Керра [1, 4].
З огляду на це та з потреби порiвняння пiдходу
ОIП з iншими застосуємо його до ОIП.

Шукатимемо розв’язок системи рiвнянь (8) у ви-
глядi

𝜓(𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝑇 (𝑡)𝑅(𝑟)𝑆(𝜃)Φ(𝜑). (13)

Для невiдомих функцiй отримаємо систему чо-
тирьох ЗДР:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑇 ′(𝑡)− 𝜆𝑇 (𝑡) = 0,

Φ′(𝜑)− 𝜈Φ(𝜑) = 0,

𝑅′(𝑟)− 𝑘

(︂
𝜆(𝑟2 + 𝑎2)

Δ
+
𝜈𝑎

Δ

)︂
𝑅(𝑟) = 0,

𝑆′(𝜃)− 𝑘

(︂
𝑖𝑎𝜆 sin 𝜃 + 𝜈

𝑖

sin 𝜃

)︂
𝑆(𝜃) = 0,

(14)

де 𝜆 ∈ C, 𝜈 ∈ C – постiйнi вiдокремлення.
Розв’язавши ЗДР, отримаємо розв’язок системи

(8):

𝜓 = 𝐶𝑒𝜆𝜉1+𝜈𝜉2−𝑖𝑎𝑘𝜆 cos 𝜃+𝑖𝜈𝑘 ln| 1−cos 𝜃
sin 𝜃 |, (15)

де

𝜉1 = 𝑡+ 𝑘

(︂
𝑟 +𝑀 lnΔ +

𝑀2

√
𝑀2 − 𝑎2

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑟 − 𝑟+
𝑟 − 𝑟−

⃒⃒⃒⃒)︂
,

(16)

𝜉2 = 𝜑 + 𝑘
𝑎

2
√
𝑀2 − 𝑎2

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑟 − 𝑟+
𝑟 − 𝑟−

⃒⃒⃒⃒
; (17)

𝐶 – комплексна постiйна.
Отже, розв’язки з вiдокремленими змiнними

рiвнянь однонапрямлених iзотропних полiв мають
вигляд (15), де функцiя 𝜓 визначається спiввiдно-
шеннями (9).

Розв’язок (15) є частковим; вiн отримується
iз загального розв’язку (10) при виборi довiль-
ної функцiї 𝐹 (𝜁1, 𝜁2) таким чином: 𝐹 (𝜁1, 𝜁2) =
= 𝜆𝜁1 + 𝜈𝜁2.

Зазначимо, що спосiб вiдокремлення змiнних
для системи рiвнянь першого порядку для ОIП
вiдрiзняється вiд способу вiдокремлення змiнних
у пiдходi Тюкольського, функцiя 𝜓 (9) означена
iнакше, нiж функцiя 𝜓 у роботi [1].

5. Розв’язок з вiдокремленими
змiнними у випадку вихiдного та вхiдного
ОIП Максвелла

Як приклад розглянемо розв’язки з вiдокремле-
ними змiнними для випадку безмасового вiльного
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ОIП Максвелла (𝑠 = ±1). Випадок 𝑠 = −1 описує
вихiдне ОIП Максвелла, а випадок 𝑠 = 1 – вхiдне
ОIП Максвелла [9, 10].

Рiвняння для вiльного поля Максвелла має ви-
гляд [18]:

∇𝐴𝐴′
𝜙𝐴𝐵 = 0, (18)

де

𝜙𝐴𝐵 = 𝜙2𝑜𝐴𝑜𝐵 − 𝜙1(𝑜𝐴𝜄𝐵 + 𝜄𝐴𝑜𝐵) + 𝜙0𝜄𝐴𝜄𝐵 (19)

– спiнор е/м поля (спiнор Максвелла), 𝜙2: 𝜙2 ↦→ C,
𝜙1: 𝜙1 ↦→ C, 𝜙0: 𝜙0 ↦→ C – компоненти спiнора 𝜙𝐴𝐵

у спiновiй базi.
При розглядi вихiдного ОIП спiнор Максвелла

матиме вигляд 𝜙𝐴𝐵 = 𝜙2𝑜𝐴𝑜𝐵 . Розв’язок з вiд-
окремленими змiнними 𝜙2 запишемо, використо-
вуючи (15) та (9) при 𝑘 = −1, 𝑙 = 1:

𝜙2 = 𝐶
𝑒𝜆𝜂1+𝜈𝜂2+𝑖𝑎𝜆 cos 𝜃−𝑖𝜈 ln| 1−cos 𝜃

sin 𝜃 |

sin 𝜃(𝑟 − 𝑖𝑎 cos 𝜃)
, (20)

де

𝜂1 = 𝑡− 𝑟 −𝑀 lnΔ− 𝑀2

√
𝑀2 − 𝑎2

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑟 − 𝑟+
𝑟 − 𝑟−

⃒⃒⃒⃒
, (21)

𝜂2 = 𝜑− 𝑎

2
√
𝑀2 − 𝑎2

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑟 − 𝑟+
𝑟 − 𝑟−

⃒⃒⃒⃒
. (22)

При розглядi першого i другого ЗДР у систе-
мi (14) накладемо такi умови на їх розв’язки. На
функцiю 𝑇 (𝑡) накладемо умову обмеженостi при
𝑡→ ∞, в результатi отримаємо, що константа вiд-
окремлення 𝜆 повинна бути уявною: 𝜆 = 𝑖𝜔, 𝜔 ∈ R.
Тим самим ми не включаємо до розгляду квазiнор-
мальнi розв’язки.

На функцiю Φ(𝜑) накладемо умову 2𝜋-перiо-
дичностi: для довiльного значення аргументу 𝜑
Φ(𝜑) = Φ(𝜑 + 2𝜋), звiдси 𝜈 = 𝑖𝑚, 𝑚 ∈ Z. Тепер
обмежений за часовою змiнною та 2𝜋-перiодичний
за азимутальною змiнною розв’язок з вiдокремле-
ними змiнними матиме вигляд [10]:

𝜙2 = 𝐶
𝑒𝑖𝜔𝜂1+𝑖𝑚𝜂2−𝑎𝜔 cos 𝜃

sin 𝜃(𝑟 − 𝑖𝑎 cos 𝜃)

(︂
1− cos 𝜃

sin 𝜃

)︂𝑚
. (23)

Розв’язок 𝑆(𝜃) у системi (14) при 𝑘 = −1 має
особливостi в точках 𝜃 = 0 або 𝜃 = 𝜋 (залежно вiд
значення константи вiдокремлення 𝑚). Розв’язок
𝑅(𝑟) визначений скрiзь, окрiм точок 𝑟 = 𝑟+ та 𝑟 =

= 𝑟−. Далi розглядатимемо розв’язок (23) в обла-
стi 0 < 𝜃 < 𝜋, 𝑟 > 𝑟+, де, як ми зауважили вище,
вiн є фiзично змiстовним.

Тензор Максвелла 𝐹𝑎𝑏 = 2𝜙2𝑙[𝑎𝑚𝑏] + 2𝜙2𝑙[𝑎�̄�𝑏],
що вiдповiдає розв’язку (23), обчислюємо за допо-
могою пакета GRTensor2 [20] та отримуємо:

𝐹𝑎𝑏 =
√
2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 − 𝑎

Δ𝑃 − 1
sin 𝜃𝑄 𝑃

𝑎
Δ𝑃 0 Σ

sin 𝜃Δ𝑄 − 𝑟2+𝑎2

Δ 𝑃

1
sin 𝜃𝑄 − Σ

sin 𝜃Δ𝑄 0 −𝑎 sin 𝜃 𝑄

−𝑃 𝑟2+𝑎2

Δ 𝑃 𝑎 sin 𝜃𝑄 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠,
(24)

де 𝑃 = 𝑐1 sin(𝜔𝜂1 + 𝑚𝜂2) + 𝑐2 cos(𝜔𝜂1 + 𝑚𝜂2)×
× 𝑒−𝑎𝜔 cos 𝜃

(︀
1−cos 𝜃
sin 𝜃

)︀𝑚
, 𝑄 = 𝑐1 cos(𝜔𝜂1 + 𝑚𝜂2)−

− 𝑐2 sin(𝜔𝜂1 +𝑚𝜂2)𝑒
−𝑎𝜔 cos 𝜃

(︀
1−cos 𝜃
sin 𝜃

)︀𝑚
, 𝐶 = 𝑐1 + 𝑖𝑐2.

Умова ОIП (2) у координатнiй формi має вигляд⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(𝑟2 + 𝑎2)𝐹𝑡𝑟 − 𝑎𝐹𝑟𝜑 = 0,

𝑎 sin2 𝜃𝐹𝑡𝜃 − 𝐹𝜃𝜑 = 0,

Σ𝐹𝑡𝜃 +Δ𝐹𝑟𝜃 = 0,

𝐹𝑡𝑟 +
𝑎
Δ𝐹𝑡𝜑 = 0.

(25)

Обчислимо тензор енергiї-iмпульсу 𝑇𝑎𝑏 =
= (1/2𝜋)|𝜙2|2𝑙𝑎𝑙𝑏, що вiдповiдає розв’язку (23):

𝑇𝑎𝑏 =
|𝜙2|2
2𝜋

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 −Σ

Δ 0 −𝑎 sin2 𝜃

−Σ
Δ

Σ2

Δ2 0 𝑎 sin2 𝜃 Σ
Δ

0 0 0 0

−𝑎 sin2 𝜃 𝑎 sin2 𝜃 Σ
Δ 0 𝑎2 sin4 𝜃

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠,
(26)

|𝜙2|2 =
|𝐶|2𝑒−2𝑎𝜔 cos 𝜃

sin2 𝜃Σ

(︂
1− cos 𝜃

sin 𝜃

)︂2𝑚
. (27)

Розглянемо також розв’язок з вiдокремленими
змiнними у випадку вхiдного ОIП, коли спiнор Ма-
ксвелла має вигляд 𝜙𝐴𝐵 = 𝜙0𝜄𝐴𝜄𝐵 . Розв’язок з вiд-
окремленими змiнними 𝜙0 запишемо використову-
ючи (15) та (9) при 𝑘 = 1, 𝑙 = 1:

𝜙0 = 𝐶
2𝑒𝜆𝜂3+𝜈𝜂4−𝑖𝑎𝜆 cos 𝜃+𝑖𝜈 ln| 1−cos 𝜃

sin 𝜃 |

sin 𝜃Δ(𝑟 − 𝑖𝑎 cos 𝜃)−1
, (28)

де

𝜂3 = 𝑡+ 𝑟 +𝑀 lnΔ +
𝑀2

√
𝑀2 − 𝑎2

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑟 − 𝑟+
𝑟 − 𝑟−

⃒⃒⃒⃒
, (29)
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𝜂4 = 𝜑+
𝑎

2
√
𝑀2 − 𝑎2

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑟 − 𝑟+
𝑟 − 𝑟−

⃒⃒⃒⃒
. (30)

За умов обмеженостi 𝜙0 за часовою змiнною та
2𝜋-перiодичностi за азимутальним кутом розв’я-
зок (28) буде мати вигляд

𝜙0 = 𝐶
2𝑒𝑖𝜔𝜂3+𝑖𝑚𝜂4+𝑎𝜔 cos 𝜃

sin 𝜃Δ(𝑟 − 𝑖𝑎 cos 𝜃)−1

(︂
1− cos 𝜃

sin 𝜃

)︂−𝑚

. (31)

Вiн також має особливостi при 𝜃 = 0, 𝜃 = 𝜋 та 𝑟 =
= 𝑟+, 𝑟 = 𝑟−, як i розв’язок (23) , i також є фiзично
змiстовним поза вiссю обертання та горизонтами.

Тензор Максвелла для вхiдного ОIП обчислимо
за формулою 𝐹𝑎𝑏 = 2𝜙0�̄�[𝑎𝑛𝑏] + 2𝜙0𝑚[𝑎𝑛𝑏]:

𝐹𝑎𝑏 =
√
2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 𝑎

Δ𝑈
1

sin 𝜃𝑉 𝑈

− 𝑎
Δ𝑈 0 Σ

sin 𝜃Δ𝑉
𝑟2+𝑎2

Δ 𝑈

− 1
sin 𝜃𝑉 − Σ

sin 𝜃Δ𝑉 0 𝑎 sin 𝜃 𝑉

−𝑈 − 𝑟2+𝑎2

Δ 𝑈 −𝑎 sin 𝜃 𝑉 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠,
(32)

де 𝑈 = 𝑐1 sin(𝜔𝜂3 + 𝑚𝜂4) + 𝑐2 cos(𝜔𝜂3 + 𝑚𝜂4)×
× 𝑒𝑎𝜔 cos 𝜃

(︀
1−cos 𝜃
sin 𝜃

)︀−𝑚
, 𝑉 = 𝑐1 cos(𝜔𝜂3 +𝑚𝜂4) − 𝑐2 ×

× sin(𝜔𝜂3 +𝑚𝜂4)𝑒
𝑎𝜔 cos 𝜃

(︀
1−cos 𝜃
sin 𝜃

)︀−𝑚
.

Умова ОIП (4) у координатнiй формi має вигляд⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(𝑟2 + 𝑎2)𝐹𝑡𝑟 − 𝑎𝐹𝑟𝜑 = 0,

𝑎 sin2 𝜃𝐹𝑡𝜃 − 𝐹𝜃𝜑 = 0,

Σ𝐹𝑡𝜃 −Δ𝐹𝑟𝜃 = 0,

𝐹𝑡𝑟 − 𝑎
Δ𝐹𝑡𝜑 = 0.

(33)

Тензор енергiї-iмпульсу вхiдного ОIП 𝑇𝑎𝑏 =
= (1/2𝜋)|𝜙0|2𝑛𝑎𝑛𝑏 для розв’язку (31) має вигляд

𝑇𝑎𝑏 =
|𝜙0|2Δ2

8𝜋Σ2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 Σ

Δ 0 −𝑎 sin2 𝜃
Σ
Δ

Σ2

Δ2 0 −𝑎 sin2 𝜃 Σ
Δ

0 0 0 0

−𝑎 sin2 𝜃 −𝑎 sin2 𝜃Σ
Δ 0 𝑎2 sin4 𝜃

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠,
(34)

|𝜙0|2 =
4|𝐶|2Σ𝑒2𝑎𝜔 cos 𝜃

sin2 𝜃Δ2

(︂
1− cos 𝜃

sin 𝜃

)︂−2𝑚

. (35)

6. Висновки
Рiвняння, якi описують однонапрямленi гравiта-
цiйнi, електромагнiтнi та нейтриннi поля у про-
сторi типу 𝐷 за Петровим, описуються єдиним
чином для довiльного значення спiну поля. При
розглядi систем рiвнянь для вихiдного та вхiдно-
го ОIП в метрицi Керра в координатах Бойєра–
Лiндквiста можемо узагальнити їх до одної систе-
ми ДРЧП першого порядку для невiдомої функцiї
𝜓(𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜑), подiбно до того, як це було зроблено
Тюкольським у випадку рiвнянь другого порядку
для функцiй, регулярних при 𝜃 = 0, 𝜃 = 𝜋. Замiна
функцiї у виглядi (9) в нашому випадку вiдрiзняє-
ться вiд подiбної замiни у пiдходах Тюкольського
i Чандрасекара. Це, однак, не перешкоджає порiв-
нянню розв’язкiв, що описують ОIП, з розв’язками
Тюкольського та Чандрасекара.

Отримавши узагальнену систему, ми знаходи-
мо загальний розв’язок шляхом послiдовного iн-
тегрування ДРЧП першого порядку, що iстотно
вiдрiзняє наш пiдхiд вiд пiдходiв iнших авторiв,
оскiльки дає у аналiтичному виглядi розв’язок,
що, на додаток, є загальним у певному класi по-
лiв – iзотропних однонапрямлених. Знайдений на-
ми розв’язок з вiдокремленими змiнними зале-
жить вiд лiнiйної комбiнацiї iнтегралiв системи.

У випадку ОIП Максвелла отриманi розв’язки
описують циркулярно-поляризованi хвилi, вихiдна
хвиля йде на просторову нескiнченнiсть, вхiдна –
iз неї на чорну дiру Керра. Розв’язки, що описують
ОIП, є змiстовними скрiзь поза вiссю обертання
та горизонтами, де вони мають координатнi син-
гулярностi. Умовою регулярностi вони вiдкинутi
у роботi Тюкольського. Застосування отриманих
розв’язкiв до аналiзу поведiнки полiв у просторi
Керра буде викладено у роботi, яка готується до
друку.

Порiвнюючи вихiдний iзотропний розв’язок рiв-
нянь Максвелла при 𝑟 → ∞ з асимптотичним ви-
хiдним на нескiнченностi радiальним розв’язком
Тюкольського (див. (5.4) у [1]), бачимо, що функцiї
𝜑2 мають таку ж асимптотику 𝑒𝑖𝜔𝑟*/𝑟, i обмеження
розглядом вихiдного iзотропного поля не веде до
втрати iнформацiї про єдино iстотну для вiддале-
ного спостерiгача складову поля – “дальнє поле”. I,
навпаки – отриманi за такого обмеження розв’язки
у аналiтичнiй формi вiдкривають можливостi ви-
вчення якiсної поведiнки полiв, що не є можливим
при поданнi розв’язку Тюкольським у виглядi ря-
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дiв за сфероїдальними гармонiками, оскiльки для
коефiцiєнтiв цих рядiв вiдсутнi рекурентнi спiввiд-
ношення.
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NULL ONE-WAY FIELDS IN THE KERR SPACETIME

S u m m a r y

Analytical solutions of the equations for massless fields with ar-

bitrary spins have been obtained in the Kerr metric in the null

one-way form, i.e. in the form of ingoing or outgoing, according

to Chandrasekhar, fields propagating to or from a black hole,

respectively. On the basis of the Newman–Penrose approach in

the spinor formulation, the null one-way fields in the Petrov-

type 𝐷 spacetime are considered. A general analytical solution

and an analytical solution with separated variables are found

for the generalized equations of those fields in the Kerr met-

ric. In the partial case of electromagnetic field, the Maxwell

tensor and the energy-momentum tensor for the outgoing and

ingoing one-way fields are calculated.
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