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ПОЛЯРОННИЙ СТАН В САМОУЗГОДЖЕНОМУ
ЕЛЕКТРОН-ДЕФОРМАЦIЙНОМУ ПОЛI КВАНТОВА
ТОЧКА–МАТРИЦЯУДК 539

У межах самоузгодженої електрон-деформацiйної моделi розраховано глибину потен-
цiальної ями для електрона в наногетеросистемi з квантовими точками. Показано,
що в напруженiй наногетеросистемi InAs/GaAs iз сферичними квантовими точками
InAs iснують деформацiйнi поля, якi виникають на межi розподiлу квантова точка-
матриця, що призводять до пiдсилення поляронних ефектiв порiвняно з недеформова-
ними матерiалами. Розраховано енергiю електронного полярона iз врахуванням вне-
скiв електростатичної енергiї та енергiї, зумовленої як механiчною, так i електрон-
деформацiйною складовими деформацiй матерiалiв КТ та матрицi.
К люч о в i с л о в а: квантова точка, полярон, електрон-деформацiйний потенцiал, енергiя
зв’язку, електрон.

1. Вступ
У сучаснiй фiзицi дуже велика увага придiля-
ється дослiдженню квантоворозмiрних структур,
зокрема квантових точок (КТ), якi знаходять ши-
роке застосування у наноелектронiцi як польовi
транзистори, фотоелементи, свiтловипромiнюючi
дiоди, лазери [1, 2]. У низькорозмiрних системах
електрон-фононна взаємодiя може суттєво впли-
вати на фiзичнi властивостi електрона: на вели-
чину розсiяння електронiв, поляроннi ефекти i та-
ке iнше [3, 4]. Деформацiя, яка виникає на межi
квантова точка–матриця, за рахунок неузгодже-
ння параметрiв ґраток приводить до виникнен-
ня деформацiйних та п’єзоелектричних полiв, якi
впливають на оптичнi властивостi даних об’єктiв.
Зокрема, деформацiя стиску матерiалiв квантових
точок (InAs; CdTe) у матрицях (GaAs; ZnTe) вiд-
повiдно приводить до збiльшення ступеня локалi-
зацiї заряджених квазiчастинок i екситонiв у цих
квантових точках i до значного зростання взає-
модiї квазiчастинок мiж собою та з поздовжнiми
оптичними фононами. Крiм цього, матерiали цих
квантових точок (КТ) володiють великим значен-
ням деформацiйного потенцiалу, що приводить до
збiльшення поляронних ефектiв порiвняно з об’єм-
ними матерiалами.

Для дослiдження поляронних ефектiв в нано-
структурних матерiалах використовуються рiзнi
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наближення: фейманiвський метод iнтегрування
за траєкторiями, метод канонiчних перетворень
[5, 6] та метод Буймистрова i Пекара [7]. Зокре-
ма, у роботi [8] було розраховано енергiю зв’язку
електронного та дiркового поляронiв у сферичних
КТ на основi матерiалiв з високим ступенем iон-
ностi без врахування деформацiї ґратки матерiалу
КТ з потенцiальною ямою з нескiнченно високими
стiнками. Вплив деформацiї, зумовленої тiльки не-
узгодженням параметрiв ґраток КТ i матрицi, на
поляроннi ефекти було дослiджено у роботi [9].

У данiй роботi розраховано енергiю зв’язку
електронного полярона з врахуванням електрон-
деформацiйного та електростатичного потенцiа-
лiв наногетеросистеми InAs/GaAs iз напруженими
квантовими точками InAs сферичної симетрiї.

2. Геометрична модель напруженої
наногетеросистеми з квантовими точками

Розглянемо наногетеросистему InAs/GaAs iз на-
пруженими квантовими точками InAs, якi не ма-
ють чiтко вираженої кристалографiчної огранки,
зокрема КТ, форма яких наближено вiдображає
сферичну симетрiю. Наприклад, в наногетероси-
стемi InAs/GaAs (001) такi КТ будуть формува-
тися при товщинi нарощуваного шару InAs по-
рядку 2 моношарiв [10]. Тому в подальшому вне-
ском ребер острiвця в енергiю пружної релаксацiї
нехтуємо. Впорядковане розмiщення напружених
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квантових точок у кристалiчнiй матрицi зумовле-
не пружною взаємодiєю мiж острiвцями, яка ви-
никає за рахунок неузгодження параметрiв ґраток
InAs/GaAs. Щоб звести задачу з великою кiлькi-
стю КТ до задачi з однiєю КТ, зроблено таке на-
ближення: енергiя попарної пружної взаємодiї КТ
замiнена енергiєю взаємодiї кожної КТ з усере-
дненим полем пружної деформацiї 𝜎ef(𝑁 − 1) всiх
iнших КТ. У КТ InAs/GaAs, отриманi в режимi
Странского–Крастанова, iснують значнi деформа-
цiйнi поля, що виникають на межi подiлу квантова
точка–матриця за рахунок неузгодження параме-
трiв ґраток InAs/GaAs(𝑓 = 𝑎(1)−𝑎(2)

𝑎(2) ≈ 7%)[11].
У роботах [8, 9] було показано, що поляроннi

ефекти зростають зi зменшенням розмiру кванто-
вої точки. Параметром пiдсилення є вiдношення
радiуса поляронного стану 𝑎0 до радiуса кванто-
вої точки, 𝑅0, тобто 𝑝 = 𝑎0/𝑅0 ≫ 1. У випад-
ку, коли матерiал квантової точки зазнає дефор-
мацiї стиску значення параметра пiдсилення p бу-
де зростати, оскiльки розмiр квантової точки 𝑅0

буде зменшуватись як за рахунок механiчної де-
формацiї стиску матерiалу квантової точки, яка
виникає за рахунок неузгодження параметрiв кон-
тактуючих ґраток (КТ i матерiал матрицi), так i
електронної складової деформацiї

Sp 𝜀 = Sp 𝜀
(1)
mech(𝑟) + Sp 𝜀

(1)
el−def(𝑟)) < 0,

де Sp 𝜀
(1)
(mech) – сума дiагональних компонентiв

тензора механiчної деформацiї матерiалу кванто-
вої точки, Sp 𝜀

(1)
el−def(𝑟) – сума дiагональних ком-

понентiв тензора електрон-деформацiйної скла-
дової деформацiї [12]. Самоузгодженi електрон-
деформацiйнi ефекти, якi виникають за рахунок
взаємозв’язку деформацiї ґратки i електронної
пiдсистеми приведуть до додаткового пiдсилен-
ня поляронних ефектiв порiвняно з поляронними
ефектами, зумовленими тiльки дiєю механiчної де-
формацiї:

𝑝 =
𝑎0

𝑅0 (1− |Sp 𝜀|)
. (1)

Компоненти тензора деформацiї знаходиться з
рiвняння рiвноваги, яке у випадку сферичної си-
метрiї має вигляд:

𝑑2𝑢
(𝑖)
𝑟

𝑑𝑟2
+

2

𝑟

𝑑𝑢
(𝑖)
𝑟

𝑑𝑟
− 2

𝑟2
𝑢(𝑖)𝑟 = 𝐷(𝑖)𝑒

𝑑𝜑(𝑖)(𝑟)

𝑑𝑟
, (2)

де u(r) – змiщення атомiв у матерiалi КТ, з такими
граничними умовами [13–15]:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
4𝜋𝑅2

0

(︁
𝑢(2)𝑟

⃒⃒
𝑟=𝑅0

− 𝑢(1)𝑟

⃒⃒
𝑟=𝑅0

)︁
= Δ𝑉,

𝜎(1)
𝑟𝑟

⃒⃒
𝑟=𝑅0

= 𝜎(2)
𝑟𝑟

⃒⃒
𝑟=𝑅0

− 𝑃L, 𝑃L =
2𝛼

𝑅0
,

𝜎(2)
𝑟𝑟

⃒⃒
𝑟=𝑅1

= −𝜎ef (𝑁 − 1),

(3)

де 𝑅0 – радiус недеформованої квантової точки,
𝑅1 – радiус матрицi, 𝑃L – лапласiвський тиск,

Δ𝑉 = 𝑓4𝜋𝑅3
0, 𝛼 =

2
∫︀ 𝑅1

0
𝜌(𝑖)(𝑐(𝑖))2(𝜀(𝑖))2(𝑟)𝑟2𝑑𝑟

𝑅0𝑢
(1)
𝑟 (𝑅0)

– мiжфазна вiльна енергiя мiж матерiалом КТ та
матрицi [16], 𝑐(𝑖) – поздовжня швидкiсть звуку в
i -му середовищi,

𝑖 =

{︂
1 ≡ InAs,
2 ≡ GaAs,

𝜌(𝑖) – густина i -го середовища,

𝐷(𝑖) =
(1 + 𝜈(𝑖))(1− 2𝜈(𝑖))

(𝑎(𝑖))3𝐸(𝑖)(1− 𝜈(𝑖))
.

Механiчнi напруження 𝜎(1)
𝑟𝑟 та 𝜎(2)

𝑟𝑟 в матерiалах
квантової точки та матрицi дорiвнюють

𝜎(𝑖)
𝑟𝑟 =

𝐸𝑖

(1 + 𝜈𝑖) (1− 2𝜈𝑖)

[︁
(1− 𝜈𝑖) 𝜀

(𝑖)
𝑟𝑟 +

+ 𝜈𝑖

(︁
𝜀(𝑖)𝜙𝜙 + 𝜀

(𝑖)
𝜃𝜃

)︁]︁
, (4)

де 𝜈𝑖, 𝐸𝑖 – коефiцiєнт Пуассона i модуль Юнга ма-
терiалу КТ та оточуючої матрицi.

Загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння (2)
представляється у виглядi суми механiчної та
електрон-деформацiйної складових змiщень:

𝑢(𝑖)𝑟 (𝑟) = 𝑢
(𝑖)
𝑟mech(𝑟) + 𝑢

(𝑖)
rel−def(𝑟), (5)

де

𝑢
(𝑖)
𝑟mech(𝑟) = 𝐶

(𝑖)
1 𝑟 +

𝐶
(𝑖)
2

𝑟2
, (6)

𝑢
(𝑖)
rel−def(𝑟) =

𝐷(𝑖)𝑒

𝑟2

∫︁
𝑟
′2𝜑(𝑖)(𝑟

′
)𝑑𝑟

′
. (7)

Оскiльки в т. 𝑟 = 0 змiщення повинно бути скiн-
ченим, то в розв’язку (6) покладаємо

𝐶
(1)
2 = 0. (8)
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Поле змiщень визначає такi компоненти тензора
деформацiї матерiалiв КТ i оточуючої матрицi:

𝜀
(1)
𝑟𝑟mech = 𝜀

(1)
𝜙𝜙mech = 𝜀

(1)
𝜃𝜃mech = 𝐶

(1)
1 , (9)

𝜀
(2)
𝑟𝑟mech = 𝐶

(2)
1 − 2𝐶

(2)
2

𝑟3
,

𝜀
(2)
𝜙𝜙mech = 𝜀

(2)
𝜃𝜃mech = 𝐶

(2)
1 +

𝐶
(2)
2

𝑟3
.

(10)

Коефiцiєнти 𝐶
(1)
1 , 𝐶

(2)
1 , 𝐶

(2)
2 знаходяться з

розв’язку системи (3) з врахуванням виразiв (4),
(6), (8)–(10).

Механiчна складова всебiчної деформацiї:

𝜀
(𝑖)
mech = 𝜀

(𝑖)
𝑟𝑟mech + 𝜀

(𝑖)
𝜙𝜙mech + 𝜀

(𝑖)
𝜃𝜃mech = 3𝐶

(𝑖)
1 . (11)

Тодi Sp 𝜀(1)(mech) = 3𝐶
(1)
1 .

Поле електрон-деформацiйних змiщень описує-
ться такими компонентами тензора електронних
деформацiй:

𝜀
(𝑖)
𝑟𝑟el−def = 𝐷(𝑖)𝑒

(︂
2

𝑟3

∫︁
𝑟
′2𝜑(𝑖)(𝑟

′
)𝑑𝑟

′
− 𝜑(𝑖)(𝑟

′
)

)︂
, (12)

𝜀
(𝑖)
𝜙𝜙el−def = 𝜀

(𝑖)
𝜃𝜃 = 𝐷(𝑖)𝑒

(︂
1

𝑟3

∫︁
𝑟
′2𝜑(𝑖)(𝑟

′
)𝑑𝑟

′
)

)︂
. (13)

Електрон-деформацiйна складова всебiчної де-
формацiї:

𝜀
(𝑖)
el−def =𝜀

(𝑖)
𝑟𝑟el−def +𝜀

(𝑖)
𝜙𝜙el−def+𝜀

(𝑖)
𝜃𝜃el−def =𝐷

(𝑖)𝑒𝜙(𝑖)(𝑟).

(14)
Отже,

Sp 𝜀
(1)
el−def(r) = 𝐷(1)𝑒𝜙(1)(r). (15)

Потенцiал 𝜙(𝑖)(r) знаходиться з рiвняння Пуас-
сона

Δ𝜙(𝑖)(r) =
𝑒

𝜀
(𝑖)
𝑑 𝜀0

Δ𝑛(𝑖)(r), (16)

де 𝜀
(𝑖)
𝑑 – вiдносна дiелектрична проникнiсть 𝑖-го

матерiалу наногетеросистеми, Δ𝑛(𝑖)(r) = (𝑛(𝑖)(r)−
−𝑛0) – змiна електронної густини в околi гетеро-
межi квантова точка – матриця, яка визначається
через суперпозицiю добутку хвильових функцiй:

𝑛(𝑖)(r) =
∑︁
𝑛

𝜓
*(𝑖)
𝑛 (r)𝜓

(𝑖)
𝑛 (r)

exp
(︁
𝐸𝑛−𝜇
𝑘𝑇

)︁
+ 1

, (17)

якi знаходяться з рiвняння Шредiнгера:[︂
− ~2

2𝑚*(𝑖)Δr +Δ𝑉𝑐(r)

]︂
𝜓
(i)
n0 (r) = 𝐸𝑛𝜓

(i)
n0 (r) (18)

з такими граничними умовами:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑅

(1)
𝑛𝑙 (𝑟)

⃒⃒
𝑟=𝑅0

= 𝑅
(2)
𝑛𝑙 (𝑟)

⃒⃒
𝑟=𝑅0

;

1

𝑚*(1)
𝑑𝑅

1)
𝑛𝑙 (𝑟)

𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅0

=
1

𝑚*(2)
𝑑𝑅

(2)
𝑛𝑙 (𝑟)

𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅0

,
(19)

де 𝑚*(𝑖) – ефективна маса електрона в 𝑖-му ма-
терiалi КТ, 𝐸𝑛 – енергiя електрона на 𝑛-рiвнi в
квантовiй ямi:

Δ𝑉𝑐(𝑟) =

(︂
Δ𝐸𝑐(0) + 𝑎(2)𝑐

(︁
𝜀
(2)
mech(𝑟) + 𝜀

(2)
el−def(𝑟)

)︁
−

− 𝑎(1)𝑐

(︁
𝜀
(1)
mech(𝑟) + 𝜀

(1)
el−def(𝑟)

)︁
− 𝑒

(︁
𝜑(2)(𝑟)− 𝜑(1)(𝑟)

)︁)︂
– потенцiальна енергiя електрона в КТ, Δ𝐸𝑐(0) –
глибина потенцiальної ями для електрона в нена-
пруженiй квантовiй точцi, 𝑎(𝑖)𝑐 – константа гiдро-
статичного деформацiйного потенцiалу зони про-
вiдностi, 𝑛0, 𝑛(𝑖)(r) – середня концентрацiя еле-
ктронiв провiдностi та концентрацiя носiїв заряду
в i -му матерiалi напруженої наногетероструктури
з КТ, 𝜇 – хiмiчний потенцiал наногетероструктури,
що визначається з рiвняння:

1

Ω0

∫︁
𝑛(r)𝑑r = 𝑛0, (20)

де Ω0 – об’єм елементарної комiрки.
Розв’язок рiвняння Шредiнгера (18) в сфе-

ричнiй системi координат шукаємо у виглядi
𝜓
(𝑖)
𝑛𝑙𝑚(𝑟, 𝜃, 𝜙 = 𝑅

(𝑖)
𝑛𝑙 (𝑟)𝑌

(𝑖)
𝑙𝑚 (𝜃, 𝜙), де 𝑌 (𝑖)

𝑙𝑚 (𝜃, 𝜙) – сфе-
ричнi функцiї.

Рiвняння Пуассона (16) для сферичної симетрiї
з врахуванням Δ𝜙 (𝑟, 𝜃, 𝜙) = Δ𝑟𝜙 (𝑟) [22], запише-
ться у виглядi:

𝑑2𝜙(𝑖)

𝑑𝑟2
+

2

𝑟

𝑑𝜙(𝑖)

𝑑𝑟
=

𝑒

𝜀
(𝑖)
𝑑 𝜀0

𝑛(𝑖)(𝑟)− 𝑛0, (21)

де 𝜙 (𝑟) – усереднений ров’язок по сферi з радi-
усом 𝑟. Концентрацiя носiїв заряду в напруженiй
наногетероструктурi з КТ знаходилась у виглядi
[12]:

𝑛(𝑖)(𝑟) ≈
⃒⃒⃒
𝜓
(𝑖)
𝑛𝑙𝑚

⃒⃒⃒2 𝑁QD

𝑎𝑖

(︃
erf

(︃√
2

Δ𝐸
𝐸1

)︃)︃
+
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+erf

(︃√
2

Δ𝐸

(︁
𝜇− 𝐸1 − 𝜆

(𝑖)
0 − 𝑎(𝑖)𝑐 𝜀(𝑖)𝑟𝑟

)︁)︃
+

+

√︂
8

𝜋

𝑒

Δ𝐸
exp

⎛⎜⎝−2
(︁
𝜇− 𝐸1 − 𝜆

(𝑖)
0 −𝑎(𝑖)𝑐 𝜀

(𝑖)
𝑟𝑟

)︁2
Δ𝐸2

⎞⎟⎠×

×𝜙(𝑖)(𝑟), (22)

де 𝑁QD – поверхнева густина квантових точок,
Δ𝐸 – пiвширина гаусiвської лiнiї, 𝐸1 – енергiя еле-
ктрона на першому локалiзованому рiвнi в кван-
товiй ямi.

Розв’язок рiвняння Пуассона (21) в квантовi то-
чцi та матрицi, з врахуванням виразу для концен-
трацiї електронiв (22) знаходився з усередненою
густиною iмовiрностi

⃒⃒
𝜓(𝑖)

⃒⃒2
i має такий вигляд:

𝜙(1)(𝑟) = 𝐴1

sinh
(︁√︁

1
𝑎1

)︁
𝑟

− 𝑎1 𝑏1, 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅0, (23)

𝜙(2)(𝑟) = 𝐵1

exp
(︁
−
√︁

1
𝑎2𝑟
)︁

𝑟
+𝐵2

exp
(︁√︁

1
𝑎2𝑟
)︁

𝑟
−

− 𝑎2 𝑏2− 𝑑2

2𝑟

[︂
exp

(︃
−
√︂

1

𝑎2
𝑟

)︃
𝐸𝑖

(︃√︂
1

𝑎2
𝑟

)︃
+

+ exp

(︃√︂
1

𝑎2
𝑟

)︃
𝐸𝑖

(︃
−
√︂

1

𝑎2
𝑟

)︃]︂
, 𝑅0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅1, (24)

де

𝐸𝑖(𝑧) =

∞∫︁
−𝑧

exp(−𝑡)
𝑡

𝑑𝑡,

1

𝑎1
=

𝑒2

𝜀
(1)
𝑑 𝜀0𝑎(1)

⃒⃒⃒
𝜓(1)

⃒⃒⃒2
𝑁QD

√︁
8
𝜋

Δ𝐸
×

× exp

⎛⎜⎝−2
(︁
𝜇− 𝐸1 − 𝜆

(1)
0 − 𝑎

(1)
𝑐 𝐶

(1)
1

)︁2
Δ𝐸2

⎞⎟⎠,
1

𝑎2
=

𝑒2

𝜀
(2)
𝑑 𝜀0𝑎(2)

⃒⃒
𝜓(2)

⃒⃒2
𝑁QD

√︁
8
𝜋

Δ𝐸
×

× exp

⎛⎜⎝−2
(︁
𝜇− 𝐸1 − 𝜆

(2)
0 − 𝑎

(2)
𝑐 𝐶

(2)
1

)︁2
Δ𝐸2

⎞⎟⎠,
𝑑2 =

2𝑎
(2)
𝑐 𝐶

(2)
2 𝑒

𝜀
(2)
𝑑 𝜀0𝑎(2)

⃒⃒⃒
𝜓(2)

⃒⃒⃒2
𝑁QD

√︁
8
𝜋

Δ𝐸
×

× exp

⎛⎜⎝−2
(︁
𝜇− 𝐸1 − 𝜆

(2)
0 − 𝑎

(2)
𝑐 𝐶

(2)
1

)︁2
Δ𝐸2

⎞⎟⎠,
𝑏1 =

𝑒

𝜀
(1)
𝑑 𝜀0𝑎(1)

⃒⃒⃒
𝜓(1)

⃒⃒⃒2
𝑁QD

[︃
erf

(︃√
2

Δ𝐸
𝐸1

)︃
+

+erf

(︃√
2

Δ𝐸

(︁
𝜇− 𝐸1 − 𝜆

(1)
0 − 𝑎(1)𝑐 𝐶

(1)
1

)︁)︃
−

− 𝑎(1)𝑛0⃒⃒
𝜓(1)

⃒⃒2
𝑁QD

]︃
,

𝑏2 =
𝑒

𝜀
(2)
𝑑 𝜀0𝑎(2)

⃒⃒⃒
𝜓(2)

⃒⃒⃒2
𝑁QD

[︃
erf

(︃√
2

Δ𝐸
𝐸1

)︃
+

+erf

(︃√
2

Δ𝐸

(︁
𝜇− 𝐸1 − 𝜆

(2)
0 − 𝑎(2)𝑐 𝐶

(2)
1

)︁)︃
−

− 𝑎(2)𝑛0⃒⃒
𝜓(2)

⃒⃒2
𝑁QD

]︃
.

Коефiцiєнти 𝐴1,𝐵1,𝐵2 у виразах (23), (24) визна-
чаються з умов неперервностi потенцiалiв 𝜙(1)(𝑟) i
𝜙(2)(𝑟) на напруженiй гетеромежi та нормальних
складових векторiв електричного змiщення i умо-
ви електронейтральностi:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜙(1)(𝑟)
⃒⃒
𝑟=𝑅0

= 𝜙(2)(𝑟)
⃒⃒
𝑟=𝑅0

,

𝜀(1)
𝜙(1)(𝑟)

𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅0

= 𝜀(2)
𝜙(2)(𝑟)

𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅0

,

𝑅0∫︁
0

𝑟2Δ𝑛(1)(𝑟)𝑑𝑟 +

𝑅1∫︁
𝑅0

𝑟2Δ𝑛(2)(𝑟)𝑑𝑟 = 0.

(25)

3. Електронний полярон у квантовiй
точцi, перенормований самоузгодженою
електрон-деформацiйною взаємодiєю

Енергiю зв’язку електрон-деформацiйного поля-
рона у напруженiй деформованiй квантовiй то-
чцi InAs/GaAs знаходимо з рiвняння Шредiнгера
з електрон-деформацiйним потенцiалом зони про-
вiдностi, енергiєю електрон-фононної взаємодiї та
власною енергiєю фононiв:[︂
�̂�𝑒 +Δ𝑉𝑐 +

∑︁
𝑞

~𝜔𝑞𝑎
+
𝑞 𝑎𝑞 + 𝑒

√︃
2𝜋~

𝑉 𝜀
(𝑖)
𝑑 𝜀0

×

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2017. Т. 62, № 11 981



В.I. Грушка, Р.М. Пелещак

×
∑︁
𝑞

√
𝜔𝑞

𝑞

(︀
𝑎𝑞𝑒

𝑖qr + 𝑎+𝑞 𝑒
−𝑖qr)︀ ]︂𝜓𝑛0 (r) = �̃�𝑛𝜓𝑛0 (r),

(26)

де 𝑎𝑞,𝑎+𝑞 – оператори знищення i народження фо-
нонiв.

Оскiльки параметр пiдсилення 𝑝 ≫ 1, то для
знаходження енергiї полярона використаємо адiа-
батичне наближення, за якого швидким є рух еле-
ктрона в КТ, а повiльним – поляронний рух. Усе-
реднимо рiвняння (26) за хвильовими функцiями
нульового наближення 𝜓(𝑖)

𝑛0(r), якi знаходимо з рiв-
няння Шредiнгера:

�̂�(𝑖)
0𝑒
𝜓
(𝑖)
𝑛0 (r) = 𝐸𝑛0𝜓

(𝑖)
𝑛0 (r) (27)

з гамiльтонiаном

�̂�
(𝑖)
0𝑒 = −~2

2
∇ 1

𝑚𝑒
∇+Δ𝑉𝑒. (28)

Розв’язок рiвняння (27) у сферичнiй системi ко-
ординат представимо у виглядi

𝜓
(𝑖)
𝑛0 (𝑟, 𝜃, 𝜙) = 𝑅

(𝑖)
𝑛0 (𝑟) 𝑌𝑙𝑚 (𝜃, 𝜙), (29)

де 𝑌𝑙𝑚 (𝜃, 𝜙) – сферичнi функцiї.

Радiальнi функцiї 𝑅(𝑖)
𝑛0 (𝑟) =

𝜒(𝑖)

𝑛0
(𝑟)

𝑟 виражаються
через сферичнi функцiї Бесселя [17]:

𝜒(1)
𝑛0

(𝑟) = 𝐴𝑗𝑙(𝑘1𝑒𝑟) +𝐵𝑛𝑙(𝑘1𝑒𝑟), 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅0, (30)

𝜒(2)
𝑛0

(𝑟) = 𝐶 ℎ
(1)
𝑙 (𝑖𝑘2𝑒𝑟) +𝐷ℎ

(2)
𝑙 (𝑖𝑘2𝑒𝑟), 𝑅0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅1,

(31)
де

𝑘21𝑒(𝑟) =
2𝑚1

~2
(︁
−𝑎(1)𝑐 (𝜀

(1)
mech(𝑟) + 𝜀

(1)
el−def(𝑟)

)︁
+

+ 𝑒𝜑(1)(𝑟)− 𝐸𝑛0),

𝑘22𝑒(𝑟) =
2𝑚2

~2
(Δ𝐸𝑐(0) + 𝑎(2)𝑐 (𝜀

(2)
mech(𝑟) + 𝜀

(2)
el−def(𝑟))−

− 𝑒𝜑(2)(𝑟)− 𝐸𝑛0).

Умови неперервностi хвильових функцiй i густи-
ни потоку ймовiрностi на межi КТ – матриця⎧⎪⎨⎪⎩
𝑅1𝑛𝑙 (𝑟)

⃒⃒
𝑟=𝑅0

= 𝑅2𝑛𝑙 (𝑟)
⃒⃒
𝑟=𝑅0

,

1

𝑚1

𝑑𝑅1𝑛𝑙 (𝑟)

𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅0

=
1

𝑚2

𝑑𝑅2𝑛𝑙 (𝑟)

𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅0

,

спiльно з умовою регулярностi функцiй 𝑅
(𝑖)
𝑛𝑙 (𝑟)

при r → 0 i r → 𝑅0, а також з врахуванням нор-
мування знаходимо енергiю основного стану еле-
ктрона 𝐸𝑛0 в сферичнiй КТ з трансцендентного
рiвняння:

𝑚
(𝑒)
2

𝑚
(𝑒)
1

[1− 𝑘1𝑒𝑅0 ctg (𝑘1𝑒𝑅0)] =

=
1 + 𝑘2𝑒𝑅0 + 𝑒2𝑘2𝑒(𝑅0−𝑅1) (𝑘2𝑒𝑅0 − 1)

1− 𝑒2𝑘2𝑒(𝑅0−𝑅1)
. (32)

Таким чином, усереднене рiвняння (26) за хви-
льовими функцiями (29) набуває вигляду:

�̂�(ln) = 𝐸
𝑛0

+
∑︁
𝑞

~𝜔𝑞𝑎
+
𝑞 𝑎𝑞 +

+ 𝑒

√︂
2𝜋~
𝑉 𝜀𝜀0

∑︁
𝑞

√
𝜔𝑞

𝑞

(︀
𝜌ln(𝑞)𝑎𝑞 + 𝜌*ln(𝑞)𝑎

+
𝑞

)︀
, (33)

де
𝜌ln(𝑞) =

∫︁
𝑒𝑖qr𝜓2

𝑛0(r)𝑑
3𝑟, (34)

𝜌ln(𝑞) – фур’є-компонента густини електронних
станiв на рiвнi (ln).

Застосувавши унiтарне перетворення

𝑈ln = exp

[︃∑︁
𝑞

𝑒

𝑞

√︃
2𝜋~

𝑉 𝜀
(𝑖)
𝑑 𝜀0~𝜔𝑞

(𝜌ln(𝑞)𝑎
+
𝑞 − 𝜌*ln(𝑞)𝑎𝑞)

]︃
(35)

до рiвняння (33), отримаємо

�̂�(ln) = 𝐸𝑛0 −
2𝜋𝑒2

𝑉 𝜀
(𝑖)
𝑑 𝜀0

∑︁
𝑞

|𝜌ln(𝑞)|2

𝑞
+
∑︁
𝑞

~𝜔𝑞𝑎
+
𝑞 𝑎𝑞.

(36)

Другий доданок в правiй частинi рiвняння (36) є
енергiєю зв’язку електрон-дефорацiйного поляро-
на Δ𝐸(𝑙𝑛) на рiвнi (𝑙𝑛) у напруженiй наногетеро-
системi з квантовою точкою. Отже, пiдставивши у
(36) величину 𝜌𝑙𝑛(𝑞) iз (34) i перейшовши вiд пiд-
сумовування по 𝑞 до iнтегрування, отримаємо:

Δ𝐸(𝑙𝑛) = − 𝑒2

2𝜀
(𝑖)
𝑑 𝜀0

∫︁ (︁
𝜓
(𝑖)
𝑛0 (r)

)︁2 (︁
𝜓
(𝑖)
𝑛0 (r

′)
)︁2

|r − r′|
𝑑3𝑟𝑑3𝑟′,

(37)

де 𝜓(𝑖)
𝑛0 (r), 𝜓

(𝑖)
𝑛0 (r

′) – хвильовi функцiї (29) електро-
на у напруженiй наногетеросистемi з деформова-
ною квантовою точкою.
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4. Результити розрахункiв та їх аналiз

Розрахунки проводились для наногетеросистеми
InAs/GaAs при таких значеннях параметрiв: 𝑅0 =

100 Å, 𝑅1 = 500 Å, 𝑎(1)𝑐 = −5,08 еВ, 𝑎(2)𝑐 =
= −7,17 еВ, 𝑎(1) = 6,08 Å, 𝑎(2) = 5,65 Å, 𝑚(1) =
= 0,057𝑚0, 𝑚(2) = 0,065𝑚0, 𝛼 = 0,657 H/m, 𝑛0 =
= 1018 см−3, Δ𝐸𝑐(0) = 0,83 еВ [18–20]. Вiдлiк енер-
гiї для потенцiальної ями ведеться вiд вершини
дна потенцiальної ями електрон-деформацiйного
потенцiалу.

На рис. 1 наведенi результати числового роз-
рахунку глибини потенцiальної ями Δ𝑉𝑐(𝑟) для
електрона в напруженiй КТ вiд її розмiрiв iз
врахуванням внескiв електростатичної енергiї та
енергiї, зумовленої деформацiєю матерiалiв КТ
i матрицi. Як бачимо, iз збiльшенням розмiру
𝑅0 КТ, глибина квантуючого потенцiалу електро-
на як з врахуванням тiльки механiчної складової
електрон-деформацiйного потенцiалу, так i з вра-
хуванням електрон-деформацiйного та електро-
статичного потенцiалiв монотонно зростає. Зокре-
ма, при концентрацiї електронiв провiдностi в ма-
трицi наногетеросистеми 𝑛0 = 1018 cм−3 та по-
верхневiй густинi квантових точок 𝑁QD = 5,5×
× 1010 cм−2, глибина потенцiальної ями з врахува-
нням електрон-деформацiйного та електростати-
чного потенцiалiв для𝑅0 = 45 Å та𝑅0 = 100 Å ста-
новить 0,64 eВ, 0,682 eВ вiдповiдно, тодi як без вра-
хування електростатичного потенцiалу 0,671 eВ,
0,689 eВ. Зменшення глибини квантуючого потен-
цiалу (рис. 1, штрихова лiнiя 2 ) зумовлене вне-
ском електростатичної енергiї та дiєю додатко-
вого стиску матерiалу КТ, що виникає за раху-
нок самоузгодженої електрон-деформацiйної скла-
дової 𝜀(𝑖)el−def(𝑟) потенцiалу, який залежить вiд роз-
мiру квантової точки 𝑅0, ступеня заповнення зо-
ни провiдностi 𝑛0 матрицi та поверхневої густини
𝑁QD КТ.

Деформацiя стиску матерiалу, зумовлена меха-
нiчною та електрон-деформацiйною складовими
квантової точки InAs, приводить до збiльшення
ступеня локалiзацiї заряджених квазiчастинок у
цiй КТ i до значного зростання взаємодiї квазi-
частинок мiж собою та з поздовжнiми оптичними
фононами, а це приводить до пiдсилення полярон-
них ефектiв.

На рис. 2 наведена залежнiсть енергiї зв’яз-
ку електронного полярона основного стану вiд

Рис. 1. Залежнiсть глибини потенцiальної ями електронiв
у напруженiй сферичнiй КТ вiд її радiуса 𝑅0 при: 1 (су-
цiльна лiнiя) – з врахуванням тiльки механiчної складової
електрон-деформацiйного потенцiалу; 2 (штрихова лiнiя) –
з врахуванням як електрон-деформацiйного, так i електро-
статичного потенцiалiв

Рис. 2. Енергiя зв’язку електронного полярона в напру-
женiй наногетеросистемi InAs/GaAs: де 1 – енергiя зв’язку
полярона у недеформованiй КТ, 2 – енергiя зв’язку поля-
рона у деформованiй КТ з врахуванням тiльки механiчної
складової деформацiйного потенцiалу, 3 – енергiя зв’язку
полярона у деформованiй КТ з врахуванням як електрон-
деформацiйного, так i електростатичного потенцiалiв

радiуса недеформованої квантової точки (рис. 2,
крива 1 ), механiчно деформованої (рис. 2, кри-
ва 2 ) та деформованої як механiчною складовою
𝜀
(𝑖)
mech(𝑟), так i електрон-деформацiйною складо-

вою 𝜀
(𝑖)
el−def(𝑟) (рис. 2, крива 3 ) наногетеросисте-

ми. Iз рис. 2 видно, що енергiя зв’язку електрон-
ного полярона в усiх трьох випадках (з дефор-
мацiєю i без деформацiї КТ в напруженiй нано-
гетеросистемi InAs/GaAs) зi зменшенням радiуса
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КТ збiльшується. Зокрема, при 𝑅0 = 45 Å, енер-
гiя зв’язку електронного полярона у недеформо-
ванiй КТ становить −199 меВ, тодi як у деформо-
ванiй КТ з врахуванням тiльки механiчної скла-
дової деформацiйного потенцiалу – −174 меВ та
у деформованiй КТ з врахуванням як електрон-
деформацiйного, так i електростатичного потенцi-
алiв – −160,8 меВ. Таким чином, деформацiя ма-
терiалiв КТ i матрицi призводить до збiльшення
енергiї зв’язку електронного полярона, при цьому
зi зменшенням радiуса КТ вплив як механiчної,
так i електрон-деформацiйної складових є бiль-
шим. Iз збiльшенням розмiрiв 𝑅0 КТ енергiя зв’яз-
ку електрон-деформацiйного полярона асимптоти-
чно наближається до енергiї зв’язку електронно-
го полярона в недеформованiй квантовiй точцi,
оскiльки деформацiя матерiалу зменшується.

5. Висновки

1. Розвинуто теорiю поляронних станiв електрона
в деформованiй КТ з врахуванням як механiчної,
так i електрон-деформацiйної складових електрон-
деформацiйного потенцiалу.

2. Встановлено, що i механiчна, i електрон-
деформацiйна складовi електрон-деформацiйного
потенцiалу призводять до збiльшення енергiї зв’яз-
ку електронного полярона, при цьому зi зменшен-
ням розмiру КТ вплив деформацiї матерiалу КТ
стає суттєвiшим.

3. Показано, що електронна складова електрон-
деформацiйного потенцiалу та складова електро-
статичної енергiї, зумовленi деформацiєю матерi-
алiв КТ i матрицi та перерозподiлом носiїв заря-
ду в околi напруженої межi КТ–матриця, приво-
дять до збiльшення енергiї зв’язку електронного
полярона. Зокрема, в КТ (InAs/GaAs) розмiром
45 Å електрон-деформацiйна складова деформа-
цiйного потенцiалу КТ приводить до збiльшення
енергiї зв’язку електронного полярона на 12,4 меВ
порiвняно з енергiєю зв’язку електронного поляро-
на у деформованiй КТ з врахуванням тiльки ме-
ханiчної складової деформацiйного потенцiалу та
на 37 меВ – у недеформованiй КТ.

1. S. Nizamoglu, H.V. Demir. Resonant nonradiative energy
transfer in CdSe/ZnS core/shell nanocrystal solids
enhances hybrid white light emitting diodes. Optics
Express 16, 13961 (2008).

2. R.J. Martin-Palma, M. Manso, V. Torres-Costa. Opti-
cal biosensors based on semiconductor nanostructures.
Sensors 9, 5149 (2009).

3. N. Mori, T. Ando. Electron–optical-phonon interaction in
single and double heterostructures. Phys. Rev.B. 40, 6175
(1989).

4. M.H. Degani. Energy-momentum relation for polarons in
quantum-well wires. Phys. Rev. B. 40, 11937 (1989).

5. S. Mukhopadhyay, A. Chatterjee. The ground and the first
excited states of an electron in a multidimensional polar
semiconductor quantum dot: An all-coupling variational
approach. Phys.: Condens. Matter 11, 2071 (1999).

6. M. Krishna, S. Mukhopadhyay, A. Chatterjee. Bipolaronic
phase in polar semiconductor quantum dots: An all-
coupling approach. Phys. Lett. A. 360, 655 (2007).

7. V.M. Buimistrov, S.I. Pekar. Quantum states of particles
coupled to a harmonically oscillating continuum with arbi-
trarily strong interaction. I. Case of absence of translati-
onal symmetry. JETP 5 (5), 970 (1957).

8. И. Ипатова,А. Маслов, О. Прошина. Поляронное состо-
яние в квантовой точке для частицы с вырожденным
зонным спектром. ФТП 33, 832 (1999).

9. В.I. Грушка, Р.М. Пелещак. Енергiя зв’язку дефор-
мацiйного електронного полярона в квантовiй точцi
InAs/GaAs. Журнал нано- та електронної фiзики 8,
04068 (2016).

10. Z.M. Wang, K. Holmes, Yu.I. Mazur, G.J. Salamo. Fabri-
cation of (In, Ga) As quantum-dot chains on GaAs (100).
Appl. Phys. Let. 84, 1931 (2004).

11. Р.Д. Венгренович, Ю.В. Гудыма, С.В Ярема. Остваль-
довское созревание наноструктур с квантовыми точка-
ми. ФТП 35, 1440 (2001).

12. R.M. Peleshchak, I.Ya. Bachynsky. Electric properties of
the interface quantum dot – matrix. Condensed Matter
Physics 12, 215 (2009).

13. В.П. Евтихиев, О.В. Константинов, А.В. Матвеенцев,
А.Е. Романов. Излучение света полупроводниковой
структурой с квантовой ямой и массивом квантовых то-
чек. ФТП 36, 79 (2002).

14. К. Теодосиу. Упругие модели дефектов в кристаллах
(Мир, 1985).

15. Б.В. Новиков, Г.Г. Зегря, Р.М. Пелещак, О.О. Данькив,
В.А. Гайсин, В.Г. Талалаев, И.В. Штром, Г.Э. Цырлин.
Барические свойства квантовых точек InAs. ФТП 42,
1094 (2008).

16. R.M. Peleshchak, S.K. Guba,O.V. Kuzyk, I.V.Kurilo, O.O.
Dan’kiv. Effect of Bi isovalent dopants on the formation of
homogeneous coherently strained InAs quantum dots in
GaAs matrices. Semiconductors 47, 349 (2013).

17. З.З. Флюгге. Задачи по квантовой механике (Мир,
1974).

18. C.G. Van de Walle. Band lineups and deformation potenti-
als in the model-solid theory. Phys. Rev. B 39, 1871
(1989).

984 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2017. Т. 62, № 11



Поляронний стан в самоузгодженому електрон-деформацiйному полi квантова точка–матриця

19. A. Qteish, R.J. Needs. Improved model-solid-theory
calculations for valence-band offsets at semiconductor-
semiconductor interfaces. Phys. Rev. B 45, 1317 (1992).

20. N. Moll, M. Scheffler, E. Pehlke. Influence of surface stress
on the equilibrium shape of strained quantum dots. Phys.
Rev. B 58, 4566 (1998).

21. R.M. Peleshchak, O.V. Kuzyk, O.O. Dan’kiv. Temperature
regimes of formation of nanometer periodic structure of
adsorbed atoms in GaAs semiconductors under the acti-
on of laser irradiation. Condens. Matter Phys. 18, 43801
(2015).

22. В. Арсенин. Методы математической физики и спе-
циальные функции (Наука, 1984).

Одержано 11.06.17

V.I. Hrushka, R.M.Peleshchak
POLARON STATE IN THE SELF-CONSISTENT
ELECTRON-DEFORMATION FIELD OF THE “QUANTUM
DOT-MATRIX” SYSTEM
S u m m a r y
The potential well depth for an electron in a nanoheterosys-

tem with quantum dots has been calculated in the framework of

the self-consistent electron-deformation model. It is shown that

the strained InAs/GaAs nanoheterosystem with InAs spherical

quantum dots is characterized by deformation fields, which ap-

pear at the quantum dot-matrix interface and result in the en-

hancement of polaron effects in comparison with the unstrained

material. The electron polaron energy is calculated, by consid-

ering the electrostatic energy and the energy associated with

the mechanical and electron-deformation strain components in

the quantum-dot and matrix materials.
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