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Дослiджено зонний спектр бозе-атомiв у двовимiрних гексагональних оптичних ґра-
тках iз структурою типу графену. У наближеннi хаотичних фаз розраховано для нор-
мальної фази закони дисперсiї в зонах та одночастинковi спектральнi густини. Для
ґратки з енергетично еквiвалентними вузлами отримано температурно залежний
безщiлинний спектр з точками Дiрака на краю зони Брiллюена. Хiмiчний потенцiал
розташований у цьому випадку поза дозволеною енергетичною зоною. При вiдмiнно-
стi мiж енергiями частинок на вузлах рiзних пiдґраток, коли виникає щiлина у спе-
ктрi, хiмiчний потенцiал може перебувати мiж пiдзонами. У такому разi має мiсце
значна перебудова зонного спектра. Визначено частотнi залежностi одночастинкових
спектральних густин для обидвох пiдґраток залежно вiд розмiщення рiвня хiмiчного
потенцiалу, величини щiлини у зонному спектрi та температури.
К люч о в i с л о в а: оптична ґратка, гексагональна ґратка, фазовий перехiд, спектральна
густина, жорсткi бозони, точки Дiрака.

1. Вступ

Протягом останнього десятилiття значна увага
спрямовується на дослiдження та опис явищ, якi
вiдбуваються при дуже низьких температурах у
пiдсистемах атомiв, розмiщених у так званих опти-
чних ґратках. Такi ґратки створюють у лабора-
торних умовах шляхом iнтерференцiї зустрiчних
пучкiв когерентних лазерних променiв [1, 2]. Еле-
ктромагнiтне поле, яке при цьому формується, є
перiодичним у просторi (перiод визначається дов-
жиною свiтлової хвилi згаданих променiв та вiд-
носними кутами мiж ними). Вiдповiдно, таку ж
властивiсть має потенцiал, який дiє на частинки
(атоми) у цьому полi. Атоми в оптичнiй ґратцi ста-
новлять iдеальну квантову систему, де практично
всi параметри можна регулювати, а отже, вивчати
явища, якi важко спостерiгати в звичайних кри-
сталах. У залежностi вiд кiлькостi та орiєнтацiї пу-
чкiв, що iнтерферують, можна створювати одно-,
дво- та тривимiрнi ґратки рiзної симетрiї та стру-
ктури [3].

У дослiдженнi та описi поведiнки ультрахоло-
дних бозе-атомiв у двовимiрних оптичних ґратках
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з гексагональною структурою поєдналися два ва-
жливих напрямки сучасної квантової фiзики. З
одного боку, в оптичних ґратках вiдбуваються фа-
зовi переходи у пiдсистемi бозонiв, пов’язанi з їх
бозе-конденсацiєю; можуть також виникати новi
фази особливого типу. Iнтерес до таких об’єктiв
зумовлений ще й тим, що ряд явищ фiзики кон-
денсованого стану та систем з сильними кореляцi-
ями частинок можуть бути вiдтворенi шляхом роз-
гляду поведiнки атомiв, помiщених в оптичнi ґра-
тки. З другого боку, предметом особливої уваги є
останнiм часом двовимiрна гексагональна вуглеце-
ва структура, вiдома як графен. Вона має унiкаль-
нi фiзичнi властивостi, поява яких викликана так
званим дiракiвським енергетичним спектром еле-
ктронiв провiдностi (лiнiйним законом дисперсiї в
областi К-точок зони Брiллюена). Тому вивченню
термодинамiки i енергетичного спектра бозе- (а та-
кож фермi-) атомiв у оптичних ґратках типу гра-
фену надається значна увага. До важливих про-
блем належить, зокрема, дослiдження впливу зга-
даної особливостi енергетичного спектра на кар-
тину фазових переходiв у системi ультрахолодних
атомiв. Цiкавою є i зворотна задача, яка стосує-
ться змiн у структурi спектра при переходах вiд
одних фаз до iнших.
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Квантовi стани системи бозе-атомiв i перехiд до
фази з бозе-конденсатом (так званої надплинної
(superfluid) SF-фази) у оптичнiй ґратцi типу гра-
фену були спостереженi в [4]. Виявленi при цьому
областi iснування рiзних фаз (моттiвського дiеле-
ктрика i надплинної) узгоджувались якiсно з фа-
зовими дiаграмами, розрахованими у наближен-
нi середнього поля. Уточнення фазових границь
шляхом врахування мiжвузлових кореляцiй за до-
помогою кластерного узагальнення схеми Гутцвiл-
лера було проведено пiзнiше [5]. Зверталась також
увага на гексагональнi ґратки, у яких на вiдмiну
вiд графену локалiзованi стани у вузлах оптичної
ґратки є енергетично нееквiвалентними, якщо цi
вузли належать до рiзних пiдґраток. Розглядались
випадки рiзних енергiй одновузлового вiдштовху-
вання (𝑈𝐴 ̸= 𝑈𝐵) [6] та рiзних глибин потенцi-
альних ям (𝜀𝐴 ̸= 𝜀𝐵) [7, 8]. У другому з них бу-
ло враховано, що у процесах перенесення части-
нок i утворення конденсату можуть брати участь,
крiм 𝑠-, ще й збудженi 𝑝𝑥,𝑦-стани атомiв, локалi-
зованих у бiльш глибоких ямах. Це дало змогу
дослiдити механiзми, що ведуть до утворення так
званої орбiтальної (мультиорбiтальної) надплинної
фази.

Особливостям енергетичного спектра бозонiв у
оптичних ґратках зi структурою типу графену
присвячено небагато робiт. В [9] розглядались змi-
ни у розташуваннi дiракiвських точок i тополо-
гiї спектра пiд впливом взаємодiї мiж частинками.
Було застосовано наближення слабкого зв’язку (у
рамках пiдходу Боголюбова). В роботах [8,10] ста-
вилось питання про перемiщення i можливе зни-
кнення дiракiвських точок внаслiдок анiзотропної
(𝑡𝑖𝑗 ̸= 𝑡𝑖𝑗′) змiни параметрiв перенесення части-
нок мiж сусiднiми вузлами у ґратцi (така змiна
може бути зумовлена дiєю механiчного струшува-
ння [10]). Бiльш повний аналiз спектра i його пе-
ребудови при переходах з одних фаз до iнших не
проводився.

Теоретичний опис конденсацiї бозе-частинок у
оптичних ґратках, взагалi, i у ґратках зi структу-
рою типу графену, зокрема, проводиться перева-
жно на основi моделi Бозе–Хаббарда [11, 12], а та-
кож у її граничному випадку (𝑈 → ∞) – моделi
жорстких бозонiв [13]. Ця модель адекватно опи-
сує термодинамiку i енергетичний спектр бозонної
системи при малих рiвнях заповнення (0 ≤ 𝑛 ≤ 1)
i при застосуваннi (у її найбiльш простому фор-

мулюваннi) до гексагональних ґраток дає можли-
вiсть встановити межi областей, де iснують основнi
фази – моттiвського дiелектрика (MI), надплинна
(SF), а також модульована (CDW); остання iснує
при нееквiвалентностi пiдґраток. Розширення мо-
делi жорстких бозонiв (шляхом врахування пе-
рестрибування 𝑡𝑖𝑗 частинок на дальшi, крiм най-
ближчих, вузли в ґратцi) виявило iснування нових
фаз. Як показано в [14], бiльший радiус функцiї 𝑡𝑖𝑗
приводить до появи у ґратцi типу графену особли-
вої фази – так званого бозе-металу.

Модель жорстких бозонiв вiдома ще з 50-х ро-
кiв ХХ столiття. Її перше застосування пов’язане
з теорiєю рiдкого гелiю в рамках ґраткового опи-
су [15]. Модель була використана в теорiї систем
джозефсонiвських контактiв [16], теорiї високотем-
пературної надпровiдностi у пiдходi локальних пар
[17]; була також покладена в основу обчислень iон-
ної провiдностi у кристалах [18]. Впродовж остан-
нiх рокiв, крiм опису систем ультрахолодних бозе-
частинок у оптичних ґратках, модель застосовує-
ться при розглядi фiзичних процесiв, пов’язаних
з iонною iнтеркаляцiєю та адсорбцiєю квантових
частинок на поверхнi металiв [19, 20].

Дана робота є продовженням наших теорети-
чних дослiджень [21–24] енергетичного спектра та
спектральних характеристик квантового ґратко-
вого бозе-газу i, зокрема, моделi жорстких бозо-
нiв. У рамках псевдоспiнового опису шляхом за-
стосування процедури фермiонiзацiї у одновимiр-
ному випадку [21], та у наближеннi хаотичних фаз
у бiльш загальному тривимiрному [22], дослiдже-
но змiни у одночастинкових спектральних густи-
нах при переходi вiд невпорядкованого (NO) до
впорядкованого стану (у якому ⟨𝑆𝑥⟩ = ⟨𝑏+⟩ =
= ⟨𝑏⟩ ≠ 0), який є аналогом фази iз ґратковим
бозе-конденсатом (SF-фази). Отриманi в [22] спе-
ктральнi густини та їх змiни iз частотою якiсно
узгоджуються з частотними залежностями таких
густин, розрахованих на основi фермiонiзацiї, а та-
кож методом точної дiагоналiзацiї на одновимiр-
них кластерах [23].

Об’єктом нашого теперiшнього дослiдження
є спектральнi характеристики одночастинкового
спектра моделi жорстких бозонiв на плоскiй ге-
ксагональнiй ґратцi (ґратцi типу графену) з енер-
гетично нееквiвалентними вузлами. Подiбна зада-
ча для тривимiрної ґратки з модельною густи-
ною станiв для незбуреного одночастинкового спе-
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ктра розглядалась в [24] i певнi загальнi законо-
мiрностi структури зонного спектра жорстких бо-
зонiв були з’ясованi. Ґратка типу графену вносить,
однак, свою специфiку у будову спектра i це по-
трiбно вивчити. Ми застосовуємо пiдхiд, викладе-
ний в [22, 24]; вiн ґрунтується на псевдоспiновому
формалiзмi i використаннi методики функцiй Грi-
на при обчисленнi спектральних густин. На пер-
шому етапi розрахункiв, який становить змiст да-
ної публiкацiї, знайдемо зонну структуру i одно-
частинковi спектральнi густини для невпорядкова-
ної (нормальної) фази та дослiдимо їх залежностi
вiд розмiщення рiвня хiмiчного потенцiалу бозе-
частинок вiдносно зонного спектра, величини рi-
зницi одновузлових енергiй 𝛿 = (𝜀𝐴−𝜀𝐵)/2 та тем-
ператури.

2. Модель

Гамiльтонiан квантового ґраткового газу у загаль-
ному випадку дається виразом

𝐻 = −
∑︁
𝑖,𝑗

𝑡𝑖𝑗𝑏
+
𝑖 𝑏𝑗 +

∑︁
𝑖

(𝜀𝛼 − 𝜇)𝑛𝑖, (1)

де 𝑡𝑖𝑗 – iнтеграл перенесення, 𝜀𝛼 – енергiя на вузлi
(𝛼 = 𝐴,𝐵 – iндекс пiдґратки), 𝜇 – хiмiчний потен-
цiал, 𝑏+𝑖 (𝑏𝑖) – оператори народження (знищення)
частинки, 𝑛𝑖 – число частинок на вузлi 𝑖. Енергiю
мiжвузлової взаємодiї ми тут не враховуємо.

У випадку оптичних ґраток з глибокими потен-
цiальними ямами енергiя одновузлового вiдштов-
хування бозе-атомiв є великою, i добрим набли-
женням є пiдхiд жорстких бозонiв, у якому iснує
обмеження на їх число заповнення (𝑛𝑖 = 0 або 1).
Такi бозони описуються операторами Паулi з ко-
мутацiйними спiввiдношеннями

[𝑏+𝑖 , 𝑏
+
𝑗 ]=[𝑏𝑖, 𝑏𝑗 ]=[𝑏+𝑖 , 𝑏𝑗 ]=0, 𝑖 ̸=𝑗; {𝑏𝑖, 𝑏+𝑖 }=1. (2)

Модель стає еквiвалентною до задачi зi псевдоспi-
ном 𝑆 = ↓ (𝑆 = ↑) в результатi перетворення

𝑏+𝑖 = 𝑆−
𝑖 , 𝑏𝑖 = 𝑆+

𝑖 , 𝑏+𝑖 𝑏𝑖 = 𝑛𝑖 =
1

2
− 𝑆𝑧

𝑖 . (3)

Гамiльтонiан у спiновому зображеннi записує-
ться у виглядi

𝐻 = −
∑︁
𝑖,𝑗

𝑡𝑖𝑗𝑆
−
𝑖 𝑆+

𝑗 −
∑︁
𝑖

ℎ𝛼𝑆
𝑧
𝑖 + const, (4)

де

ℎ𝛼 = (𝜀𝛼 − 𝜇), const =
∑︁

𝛼=𝐴,𝐵

(𝜀𝛼 − 𝜇)
𝑁

2
. (5)

Надалi сталий доданок у гамiльтонiанi опускаємо.
Сума за iндексом 𝑖 вмiщує пiдсумовування за 𝑛-
iндексом комiрки та за 𝛼-iндексом пiдґратки.

Враховуючи сказане вище, у випадку двох пiд-
ґраток (𝛼 = 𝐴,𝐵), отримуємо вираз для гамiльто-
нiана системи:

𝐻 = −
∑︁
𝑛𝑛′

𝐽𝐴𝐵
𝑛𝑛′ (𝑆𝑥

𝑛𝐴𝑆
𝑥
𝑛′𝐵 + 𝑆𝑦

𝑛𝐴𝑆
𝑦
𝑛′𝐵)−

−
∑︁
𝑛𝑛′

𝐽𝐵𝐴
𝑛𝑛′ (𝑆𝑥

𝑛𝐵𝑆
𝑥
𝑛′𝐴 + 𝑆𝑦

𝑛𝐵𝑆
𝑦
𝑛′𝐴)−

−ℎ𝐴

∑︁
𝑛

𝑆𝑧
𝑛𝐴 − ℎ𝐵

∑︁
𝑛′

𝑆𝑧
𝑛′𝐵 . (6)

Здiйснимо поворот у спiновому просторi на деякий
кут 𝜃𝛼:

𝑆𝑧
𝑛𝛼 = 𝜎𝑧

𝑛𝛼 cos 𝜃𝛼 + 𝜎𝑥
𝑛𝛼 sin 𝜃𝛼

𝑆𝑥
𝑛𝛼 = 𝜎𝑥

𝑛𝛼 cos 𝜃𝛼 − 𝜎𝑧
𝑛𝛼 sin 𝜃𝛼, (7)

𝑆𝑦
𝑛𝛼 = 𝜎𝑦

𝑛𝛼.

Отримаємо

𝐻 =

=−
∑︁
𝑛𝑛′

[︀
𝐿𝐴𝐵
1 (𝑛, 𝑛′)𝜎𝑥

𝑛𝐴𝜎
𝑥
𝑛′𝐵+𝐿𝐴𝐵

2 (𝑛, 𝑛′)𝜎𝑧
𝑛𝐴𝜎

𝑧
𝑛′𝐵

]︀
+

+
∑︁
𝑛𝑛′

[︀
𝐿𝐴𝐵
3 (𝑛, 𝑛′)𝜎𝑥

𝑛𝐴𝜎
𝑧
𝑛′𝐵 + 𝐿𝐴𝐵

4 (𝑛, 𝑛′)𝜎𝑧
𝑛𝐴𝜎

𝑥
𝑛′𝐵

]︀
−

−
∑︁
𝑛𝑛′

𝐿𝐴𝐵
5 (𝑛, 𝑛′)𝜎𝑦

𝑛𝐴𝜎
𝑦
𝑛′𝐵 −

−
∑︁
𝛼

ℎ𝛼

∑︁
𝑛

(𝜎𝑧
𝑛𝛼 cos 𝜃𝛼 + 𝜎𝑥

𝑛𝛼 sin 𝜃𝛼), (8)

де введено позначення

𝐿𝐴𝐵
1 (𝑛, 𝑛′) = (𝐽𝐴𝐵

𝑛𝑛′ + 𝐽𝐵𝐴
𝑛′𝑛 ) cos 𝜃𝐴 cos 𝜃𝐵 ,

𝐿𝐴𝐵
2 (𝑛, 𝑛′) = (𝐽𝐴𝐵

𝑛𝑛′ + 𝐽𝐵𝐴
𝑛′𝑛 ) sin 𝜃𝐴 sin 𝜃𝐵 ,

𝐿𝐴𝐵
3 (𝑛, 𝑛′) = (𝐽𝐴𝐵

𝑛𝑛′ + 𝐽𝐵𝐴
𝑛′𝑛 ) cos 𝜃𝐴 sin 𝜃𝐵 , (9)

𝐿𝐴𝐵
4 (𝑛, 𝑛′) = (𝐽𝐴𝐵

𝑛𝑛′ + 𝐽𝐵𝐴
𝑛′𝑛 ) sin 𝜃𝐴 cos 𝜃𝐵 ,

𝐿𝐴𝐵
5 (𝑛, 𝑛′) = 𝐽𝐴𝐵

𝑛𝑛′ + 𝐽𝐵𝐴
𝑛′𝑛 .
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Виконаємо фур’є-перетворення до хвильових ве-
кторiв:∑︁
𝑛′

(𝐽𝐴𝐵
𝑛𝑛′ + 𝐽𝐵𝐴

𝑛′𝑛 )e
𝑖q(R𝑛𝐴−R𝑛′𝐵) =

= 𝐽𝐴𝐵(q) ≡ 𝐽(q),∑︁
𝑛′

(𝐽𝐵𝐴
𝑛𝑛′ + 𝐽𝐴𝐵

𝑛′𝑛 )e
𝑖q(R𝑛𝐵−R𝑛′𝐴) =

= 𝐽𝐵𝐴(q) ≡ 𝐽(−q);

(10)

тодi

𝐿𝐴𝐵
1 (q) = 𝐽(q) cos 𝜃𝐴 cos 𝜃𝐵 ,

𝐿𝐴𝐵
2 (q) = 𝐽(q) sin 𝜃𝐴 sin 𝜃𝐵 ,

𝐿𝐴𝐵
3 (q) = 𝐽(q) cos 𝜃𝐴 sin 𝜃𝐵 , (11)

𝐿𝐴𝐵
4 (q) = 𝐽(q) sin 𝜃𝐴 cos 𝜃𝐵 ,

𝐿𝐴𝐵
5 (q) = 𝐽(q).

Враховуючи еквiвалентнiсть оточення вузлiв з
рiзних пiдґраток можемо записати 𝐽𝐴𝐵(0) =
= 𝐽𝐵𝐴(0) ≡ 𝐽(0) = 3𝑡, де 𝑡 – подвоєний iнтеграл
перенесення мiж найближчими вузлами у ґратцi
(див. додаток A). Видiлимо у гамiльтонiанi ча-
стину, що вiдповiдає наближенню середнього поля
(MF):

𝜎𝜈
𝑛𝐴𝜎

𝜈′

𝑛′𝐵 → ⟨𝜎𝜈
𝐴⟩𝜎𝜈′

𝑛′𝐵 + ⟨𝜎𝜈′

𝐵 ⟩𝜎𝜈
𝑛𝐴 − ⟨𝜎𝜈

𝐴⟩⟨𝜎𝜈′

𝐵 ⟩,
𝜈, 𝜈′ = 𝑥, 𝑦, 𝑧, ⟨𝜎𝑥

𝛼⟩ = ⟨𝜎𝑦
𝛼⟩ = 0.

(12)

У результатi гамiльтонiан середнього поля набуде
вигляду

𝐻MF = −
∑︁
𝑛𝛼

𝐸𝛼𝜎
𝑧
𝑛𝛼. (13)

Власнi значення i кути повороту 𝜃𝛼 отримуються
зi системи рiвнянь

𝐸𝛼 = (𝜀𝛼 − 𝜇) cos 𝜃𝛼 − 𝐽(0)⟨𝑆𝑥
𝛽⟩ sin 𝜃𝛼,

(𝜀𝛼 − 𝜇) sin 𝜃𝛼 + 𝐽(0)⟨𝑆𝑥
𝛽⟩ cos 𝜃𝛼 = 0,

(14)

де

⟨𝑆𝑥
𝛼⟩ = −⟨𝜎𝑧

𝛼⟩ sin 𝜃𝛼, ⟨𝑆𝑧
𝛼⟩ = ⟨𝜎𝑧

𝛼⟩ cos 𝜃𝛼,

⟨𝜎𝑧
𝛼⟩ = 1

2 tanh
𝛽𝐸𝛼

2 , 𝛼, 𝛽 = 𝐴,𝐵, 𝛼 ̸= 𝛽.
(15)

У невпорядкованiй (для системи бозонiв – так
званiй нормальнiй) фазi: 𝜃𝛼 = 0, ⟨𝑆𝑥

𝛼⟩ = 0, ⟨𝑆𝑧
𝛼⟩ =

= ⟨𝜎𝑧
𝛼⟩, 𝐸𝛼 = 𝜀𝛼. Розв’язок 𝜃𝛼 ̸= 0 описує “впоряд-

ковану” фазу (фазу з конденсатом жорстких бо-
зонiв), для якої ⟨𝑆𝑥

𝛼⟩ ≡ ⟨𝑏𝛼⟩ ̸= 0 є параметром по-
рядку. Система рiвнянь (14) з (15) визначає пове-
дiнку параметра порядку та середнього ⟨𝑆𝑧

𝛼⟩, тоб-
то ⟨𝑛𝛼⟩ iз змiною температури у впорядкованiй
фазi. Змiна параметра порядку ⟨𝑆𝑥⟩ з темпера-
турою у випадку, коли кристал не роздiлений на
пiдґратки [5] при заданому значеннi енергiї на ву-
злi в наближеннi середнього поля є такою ж, як
i для моделi Iзiнга iз поперечним полем (що дiє
на спiн; роль поля в данiй роботi вiдiграє величи-
на ℎ𝛼 = 𝜀𝛼 − 𝜇). Надалi при обчисленнях будемо
дослiджувати поведiнку зонного спектра бозонiв у
невпорядкованiй (NO) фазi при фiксованiй темпе-
ратурi залежно вiд значень полiв ℎ𝛼 при рiзнiй вiд-
станi вiд лiнiй на фазових дiаграмах (див. [24]), що
визначають переходи до фази з бозе-конденсатом
(SF-фази).

3. Функцiї Грiна
та енергетичний спектр моделi

Одночастинковий енергетичний спектр можемо
обчислити методом функцiй Грiна iз використан-
ням наближення хаотичних фаз. Одночастинко-
ва функцiя Грiна на операторах ⟨⟨𝑏𝑙𝛼|𝑏+𝑛𝛽⟩⟩ до-
рiвнює функцiї Грiна на операторах псевдоспiну
⟨⟨𝑆+

𝑙𝛼|𝑆
−
𝑛𝛽⟩⟩ ≡ 𝐺+−

𝑙𝛼,𝑛𝛽 [22, 24]:

⟨⟨𝑆+
𝑙𝛼|𝑆

−
𝑛𝛽⟩⟩ = ⟨⟨𝑆𝑥

𝑙𝛼|𝑆𝑥
𝑛𝛽⟩⟩ − 𝑖⟨⟨𝑆𝑥

𝑙𝛼|𝑆
𝑦
𝑛𝛽⟩⟩+

+ 𝑖⟨⟨𝑆𝑦
𝑙𝛼|𝑆

𝑥
𝑛𝛽⟩⟩+ ⟨⟨𝑆𝑦

𝑙𝛼|𝑆
𝑦
𝑛𝛽⟩⟩. (16)

У NO-фазi (cos 𝜃𝛼 = 1, sin 𝜃𝛼 = 0):

𝐺+−
𝑙𝛼,𝑛𝛽 = ⟨⟨𝜎𝑥

𝑙𝛼|𝜎𝑥
𝑛𝛽⟩⟩ − 𝑖⟨⟨𝜎𝑥

𝑙𝛼|𝜎
𝑦
𝑛𝛽⟩⟩+

+ 𝑖⟨⟨𝜎𝑦
𝑙𝛼|𝜎

𝑥
𝑛𝛽⟩⟩+ ⟨⟨𝜎𝑦

𝑙𝛼|𝜎
𝑦
𝑛𝛽⟩⟩. (17)

Записуємо рiвняння руху для функцiй Грiна на
компонентах псевдоспiну:

~𝜔⟨⟨𝜎𝜈
𝑙𝛼|𝜎𝜈′

𝑛𝛽⟩⟩=
~
2𝜋

⟨[𝜎𝜈
𝑙𝛼, 𝜎

𝜈′

𝑛𝛽 ]⟩+⟨⟨[𝜎𝜈
𝑙𝛼, 𝐻]|𝜎𝜈′

𝑛𝛽⟩⟩,

𝜈, 𝜈′ = 𝑥, 𝑦.

(18)

Застосуємо розчеплення функцiї Грiна вищого по-
рядку, що вiдповiдає наближенню хаотичних фаз.
При такому розчепленнi [𝜎𝑧

𝑙𝛼, 𝐻] → 0, у результатi
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чого ⟨⟨𝜎𝑧
𝑙𝛼|𝜎𝜈′

𝑛𝛽⟩⟩ = 0, ⟨⟨𝜎𝜈
𝑙𝛼|𝜎𝑧

𝑛𝛽⟩⟩ = 0. Для фун-
кцiй Грiна з поперечними компонентами псевдо-
спiну отримаємо систему рiвнянь

~𝜔⟨⟨𝜎𝑥
𝑙𝛼|𝜎𝑥

𝑛𝛼⟩⟩ = 𝑖𝐸𝛼⟨⟨𝜎𝑦
𝑙𝛼|𝜎

𝑥
𝑛𝛼⟩⟩−

− 𝑖⟨𝜎𝑧
𝛼⟩
∑︁
𝑛

𝐿𝛼𝛽
5 ⟨⟨𝜎𝑦

𝑛𝛽 |𝜎
𝑥
𝑛𝛼⟩⟩,

~𝜔⟨⟨𝜎𝑦
𝑙𝛼|𝜎

𝑥
𝑛𝛼⟩⟩ = −𝑖

~
2𝜋

⟨𝜎𝑧
𝛼⟩𝛿𝑙𝑛 − 𝑖𝐸𝛼⟨⟨𝜎𝑥

𝑙𝛼|𝜎𝑥
𝑛𝛼⟩⟩+

+ 𝑖⟨𝜎𝑧
𝛼⟩
∑︁
𝑛

𝐿𝛼𝛽
1 ⟨⟨𝜎𝑥

𝑛𝛽 |𝜎𝑥
𝑛𝛼⟩⟩,

~𝜔⟨⟨𝜎𝑥
𝑙𝛽 |𝜎𝑥

𝑛𝛼⟩⟩ = 𝑖𝐸𝛽⟨⟨𝜎𝑦
𝑙𝛽 |𝜎

𝑥
𝑛𝛼⟩⟩−

− 𝑖⟨𝜎𝑧
𝛽⟩
∑︁
𝑛

𝐿𝛽𝛼
5 ⟨⟨𝜎𝑦

𝑛𝛼|𝜎𝑥
𝑛𝛼⟩⟩,

~𝜔⟨⟨𝜎𝑦
𝑙𝛽 |𝜎

𝑥
𝑛𝛼⟩⟩ = −𝑖𝐸𝛽⟨⟨𝜎𝑥

𝑙𝛽 |𝜎𝑥
𝑛𝛼⟩⟩+

+ 𝑖⟨𝜎𝑧
𝛽⟩
∑︁
𝑛

𝐿𝛽𝛼
1 ⟨⟨𝜎𝑥

𝑛𝛼|𝜎𝑥
𝑛𝛼⟩⟩,

(19)

де (i в подальшому) 𝛼 ̸= 𝛽. Подiбно записується
система рiвнянь для функцiй ⟨⟨𝜎𝑦

...|𝜎𝑥
𝑛𝛼⟩⟩. Пiсля

фур’є-перетворення до хвильових векторiв

𝐺𝜈𝜈′

𝛼𝛽 (q) ≡
∑︁
𝑙−𝑛

⟨⟨𝜎𝜈
𝑙𝛼|𝜎𝜈′

𝑛𝛽⟩⟩e𝑖q(R𝑙𝛼−R𝑛𝛽) (20)

з 𝐿𝐴𝐵
1 (q) = 𝐿𝐴𝐵

5 (q) = 𝐽(q), 𝐿𝐵𝐴
1 (q) = 𝐿𝐵𝐴

5 (q) =
= 𝐽(−q) система рiвнянь (19) матиме вигляд

~𝜔𝐺𝑥𝑥
𝛼𝛼(q) = 𝑖𝐸𝛼𝐺

𝑦𝑥
𝛼𝛼(q)− 𝑖𝐽(q)⟨𝜎𝑧

𝛼⟩𝐺
𝑦𝑥
𝛽𝛼(q),

~𝜔𝐺𝑦𝑥
𝛼𝛼(q) = −𝑖 ~

2𝜋 ⟨𝜎
𝑧
𝛼⟩ − 𝑖𝐸𝛼𝐺

𝑥𝑥
𝛼𝛼(q)+

+ 𝑖𝐽(q)⟨𝜎𝑧
𝛼⟩𝐺𝑥𝑥

𝛽𝛼(q),

~𝜔𝐺𝑥𝑥
𝛽𝛼(q) = 𝑖𝐸𝛽𝐺

𝑦𝑥
𝛽𝛼(q)− 𝑖𝐽(−q)⟨𝜎𝑧

𝛽⟩𝐺𝑦𝑥
𝛼𝛼(q),

~𝜔𝐺𝑦𝑥
𝛽𝛼(q) = −𝑖𝐸𝛽𝐺

𝑥𝑥
𝛽𝛼(q) + 𝑖𝐽(−q)⟨𝜎𝑧

𝛽⟩𝐺𝑥𝑥
𝛼𝛼(q).

(21)

Аналогiчну форму має система рiвнянь для фун-
кцiй Грiна 𝐺𝜈𝑦

𝛼𝛼(q) i 𝐺𝜈𝑦
𝛽𝛼(q) (з замiною у вiдповiд-

них мiсцях 𝐽(q) → 𝐽(−q)). Шуканою є функцiя
Грiна

𝐺+−
𝛼 (q) = ⟨⟨𝑏𝛼|𝑏+𝛼 ⟩⟩q = 𝐺+𝑥

𝛼 (q)− 𝑖𝐺+𝑦
𝛼 (q). (22)

Тут

𝐺+𝑥
𝛼 (q) = ⟨⟨𝜎𝑥

𝛼|𝜎𝑥
𝛼⟩⟩q + 𝑖⟨⟨𝜎𝑦

𝛼|𝜎𝑥
𝛼⟩⟩q, (23)

𝐺+𝑦
𝛼 (q) = ⟨⟨𝜎𝑥

𝛼|𝜎𝑦
𝛼⟩⟩q + 𝑖⟨⟨𝜎𝑦

𝛼|𝜎𝑦
𝛼⟩⟩q. (24)

Розв’язки наведених вище рiвнянь є такими:

𝐺±𝑥
𝛼𝛼(𝜔,q) = ± ~

2𝜋
⟨𝜎𝑧

𝛼⟩×

× ~𝜔 ∓ 𝐸𝛽

(~𝜔 − 𝐸𝛼)(~𝜔 − 𝐸𝛽)− ⟨𝜎𝑧
𝛼⟩⟨𝜎𝑧

𝛽⟩|𝐽(q)|2
, (25)

𝐺±𝑦
𝛼𝛼(𝜔,q) = 𝑖

~
2𝜋

⟨𝜎𝑧
𝛼⟩×

× ~𝜔 ∓ 𝐸𝛽

(~𝜔 − 𝐸𝛼)(~𝜔 − 𝐸𝛽)− ⟨𝜎𝑧
𝛼⟩⟨𝜎𝑧

𝛽⟩|𝐽(q)|2
. (26)

Остаточно для одночастинкових функцiй Грiна
отримуємо вирази:

𝐺+−
𝛽𝛼 (𝜔,q) = −

⟨𝜎𝑧
𝛽⟩𝐽(q)

~𝜔 − 𝐸𝛽
𝐺+−

𝛼𝛼 (𝜔,q), (27)

𝐺+−
𝛼𝛼 (𝜔,q) =

~
𝜋
⟨𝜎𝑧

𝛼⟩×

× ~𝜔 − 𝐸𝛽

(~𝜔 − 𝐸𝛼)(~𝜔 − 𝐸𝛽)− ⟨𝜎𝑧
𝛼⟩⟨𝜎𝑧

𝛽⟩|𝐽(q)|2
. (28)

У нормальнiй фазi спектр бозонних збуджень, ви-
значений з (28), має вигляд (див. також [24]):

𝜀1, 2(q) =
ℎ𝐴 + ℎ𝐵

2
±

± 1

2

√︁
(ℎ𝐴 − ℎ𝐵)2 + 4⟨𝜎𝑧

𝐴⟩⟨𝜎𝑧
𝐵⟩|𝐽(q)|2, (29)

𝐽(q) = 𝑡
(︁
e𝑖𝑞𝑦𝑎 + 2e−𝑖𝑞𝑦𝑎 cos

(︁√
3
2 𝑎𝑞𝑥

)︁)︁
(див. Додаток A). У позначеннях ℎ = ℎ𝐴+ℎ𝐵

2 , 𝛿 =

= ℎ𝐴−ℎ𝐵

2 вираз для спектра записується як

𝜀1, 2(q) = ℎ±
√︂

𝛿2 +
1

9
⟨𝜎𝑧

𝐴⟩⟨𝜎𝑧
𝐵⟩𝐽2(0)|𝛾(q)|2. (30)

Областi та межi iснування нормальної (NO) фа-
зи, а також фази з бозе-конденсатом (SF-фази) ви-
пливають з умови розбiжностi функцiї 𝐺+−

𝛼𝛼 при
𝜔 → 0, q → 0 i визначаються рiвнянням

ℎ2 − 𝛿2 = ⟨𝜎𝑧
𝐴⟩⟨𝜎𝑧

𝐵⟩𝐽2(0) ≡ ⟨𝜎𝑧
𝐴⟩⟨𝜎𝑧

𝐵⟩9𝑡2. (31)

Вiдповiдна фазова дiаграма (𝑇, ℎ) в одиницях 𝐽(0)
зображена на рис. 1.

4. Спектр бозонних
збуджень. Одночастинкова
спектральна густина станiв

Знайдемо спектральну густину бозонних збу-
джень, розраховану на один вузол пiдґратки 𝛼
(𝛼 = 𝐴,𝐵), для обидвох пiдґраток як уявну ча-
стину функцiї Грiна ⟨⟨𝑏𝑖𝛼|𝑏+𝑖𝛼⟩⟩𝜔+𝑖𝜀

𝜌𝛼(𝜔) = − 1

𝑁

∑︁
q

Im ⟨⟨𝑏𝛼|𝑏+𝛼 ⟩⟩q,𝜔+𝑖𝜀. (32)
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Рис. 1. Фазова дiаграма на площинi (𝑇, ℎ) при рiзних зна-
ченнях 𝛿 (𝛿 = 0, 0,25, 0,45, 0,5, 0,55) [24]. Тут i на наступних
рисунках всi енергетичнi величини подано в одиницях 𝐽(0)

Рис. 2. I-а зона Брiллюена Ω у оберненiй ґратцi (однакови-
ми цифрами позначено трансляцiйно еквiвалентнi областi)

Виходячи з (28), отримуємо

𝜌𝛼(𝜔) =
⟨𝜎𝑧

𝛼⟩
𝑁

∑︁
q

(︂
𝐶1(q)𝛿

(︂
𝜔 − 𝜀1(q)

~

)︂
+

+𝐶2(q)𝛿

(︂
𝜔 − 𝜀2(q)

~

)︂)︂
, (33)

де коефiцiєнти при 𝛿-функцiях

𝐶1,2(q) =
1

2
± 𝛿𝛼

2
√︁
𝛿2 + 1

9 ⟨𝜎𝑧
𝛼⟩⟨𝜎𝑧

𝛽⟩𝐽2(0)|𝛾(q)|2
. (34)

Тут 𝛼 ̸= 𝛽,

𝛿𝛼 =

{︂
𝛿, 𝛼 = 𝐴,
−𝛿, 𝛼 = 𝐵,

𝜀1(q), 𝜀2(q) – вiтки спектра (30). Даний вираз для
спектральної густини в NO формально збiгається
з отриманим в [24] для випадку кубiчної ґратки.

Залежнiсть 𝜌𝛼(𝜔,q) вiд хвильового вектора ви-
ражається через залежнiсть 𝐽(q) вiд q. Пiдсумову-
вання за q вiдбувається у межах I-ї зони Брiллю-
ена Ω. Для розрахунку даної суми переходимо до
iнтеграла за змiнною 𝑥 ≡ |𝛾q|2, вводячи функцiю
𝜌0(𝑥):

1

𝑁

∑︁
q∈Ω

Φ(|𝐽(q)|2) = 1

𝑁

∑︁
q∈Ω

Φ(𝑡2|𝛾(q)|2) =

=

∫︁
d𝑥𝜌0(𝑥)Φ(𝑡

2𝑥),

𝜌0(𝑥) =
1

𝑁

∑︁
q∈Ω

𝛿(𝑥− |𝛾(q)|2). (35)

За означенням перехiд вiд суми за q до iнтеграла
в межах I-ї зони Брiллюена Ω:

1

𝑁

∑︁
q∈Ω

(...) =
𝑆

(2𝜋)2𝑁

∫︁
Ω

d𝑞𝑥d𝑞𝑦 (...), (36)

де 𝑆 – площа так званої основної областi кристала,
𝑁 – число комiрок. Вiдношення 𝑆

𝑁 має змiст площi
елементарної комiрки у прямому просторi, утворе-
ної базисними векторами a1,a2, |a1| = |a2| = 𝑎

√
3,

𝑆
𝑁 = 3

√
3

2 𝑎2. Розглянемо межi iнтегрування за 𝑞𝑥 i
𝑞𝑦. З рис. 2 видно, що замiсть iнтегрувати в межах
областi Ω, можна iнтегрувати в межах видiленого
прямокутника. Оскiльки пiдiнтегральна функцiя
парна вiдносно змiнних 𝑞𝑥, 𝑞𝑦, то для суми за q ∈ Ω
маємо

1

𝑁

∑︁
q

(...) =
3
√
3𝑎2

(2𝜋)2

2𝜋√
3𝑎∫︁

0

d𝑞𝑥

2𝜋
3𝑎∫︁
0

d𝑞𝑦 (...). (37)

У змiнних 2𝜗 =
√
3
2 𝑞𝑥𝑎, 𝜙 = 3

2𝑞𝑦𝑎:

1

𝑁

∑︁
q

(...) =
2

𝜋2

𝜋
2∫︁

0

d𝜗

𝜋∫︁
0

d𝜙(...). (38)

Остаточно вираз для 𝜌0(𝑥) у даному випадку на-
буває вигляду

𝜌0(𝑥) =
1

𝜋2

𝜋∫︁
0

d𝜗

𝜋∫︁
0

d𝜙×

× 𝛿(𝑥− 1− 4 cos 2𝜗 cos𝜙− 4 cos2 2𝜗). (39)
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Формула (39) прямо вiдповiдає виразу для функцiї
розподiлу за квадратом енергiї 𝑔(𝜀2) для невзаємо-
дiючих частинок у ґратцi зi структурою графену
[25,26], згiдно з яким 𝜌0(𝑥) можемо записати через
повний елiптичний iнтеграл I-го роду 𝐹 (𝜋2 ,𝑚):

𝜌0(𝑥) =
1

𝜋2

1√
𝑍0

𝐹

(︃
𝜋

2
,

√︂
𝑍1

𝑍0

)︃
, (40)

де

𝑍0 =

{︂
(1 +

√
𝑥)2 − 1

4 (𝑥− 1)2, 𝑥 6 1,

4
√
𝑥, 1 6 𝑥 6 9;

𝑍1 =

{︂
4
√
𝑥, 𝑥 6 1,

(1 +
√
𝑥)2 − 1

4 (𝑥− 1)2, 1 6 𝑥 6 9.

Отриману функцiю застосуємо для розрахунку
спектральної густини:

𝜌𝛼(𝜔) = ⟨𝜎𝑧
𝛼⟩
∫︁

d𝑥𝜌0(𝑥)

(︂
𝐶1(𝑥)𝛿

(︂
𝜔 − 𝜀1(q)

~

)︂
+

+ 𝐶2(𝑥)𝛿

(︂
𝜔 − 𝜀2(q)

~

)︂)︂
, (41)

де

𝐶1,2(𝑥) =
1

2

⎛⎝1± 𝛿𝛼√︁
𝛿2 + ⟨𝜎𝑧

𝛼⟩⟨𝜎𝑧
𝛽⟩𝑡2𝑥

⎞⎠, (42)

⟨𝜎𝑧
𝛼⟩ =

1

2
tanh

𝛽ℎ𝛼

2
. (43)

Використаємо для 𝛿-функцiй у виразi для 𝜌𝛼(𝜔)

зображення 𝛿(𝑓(𝑥)) =
∑︀

𝑖
𝛿(𝑥−𝑥𝑖)
|𝑓 ′(𝑥𝑖)| , де 𝑥𝑖 – коренi

рiвняння 𝑓(𝑥) = 0. Таким коренем для обох 𝛿-
функцiй є 𝑥0 = (~𝜔−ℎ)2−𝛿2

⟨𝜎𝑧
𝛼⟩⟨𝜎𝑧

𝛽⟩𝑡2
, причому перша з них

дає ненульовий внесок при ~𝜔 > ℎ, а друга – при
~𝜔 < ℎ. Значення похiдної |𝑓 ′(𝑥1,2)| = 𝑡2

~

⃒⃒⃒
⟨𝜎𝑧

𝛼⟩⟨𝜎𝑧
𝛽⟩

2(~𝜔−ℎ)

⃒⃒⃒
.

Пiсля деяких спрощень маємо

𝜌𝛼(~𝜔) =
𝜌𝛼(𝜔)

~
=

⟨𝜎𝑧
𝛼⟩
𝑡2

(︁
𝜌(1)𝛼 (𝜔) + 𝜌(2)𝛼 (𝜔)

)︁
; (44)

тут запроваджено спектральну густину 𝜌𝛼(~𝜔),
розраховану на одиничний iнтервал енергiї;

𝜌(1,2)𝛼 (𝜔) = 𝜌0(𝑥0)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ~𝜔 − ℎ

⟨𝜎𝑧
𝛼⟩⟨𝜎𝑧

𝛽⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒ ~𝜔 − ℎ+ 𝛿𝛼

~𝜔 − ℎ
, (45)

𝛼, 𝛽 = 𝐴,𝐵, 𝛼 ̸= 𝛽,

при цьому 𝜌
(1)
𝛼 (𝜔) стосується областi ~𝜔 > ℎ, а

𝜌
(2)
𝛼 (𝜔) – областi ~𝜔 < ℎ.

Розглянемо межi, в яких змiнюються енергiї
𝜀1(𝑥) i 𝜀2(𝑥) зонного спектра бозонiв в областi зна-
чень аргумента 0 6 𝑥 6 9. Для визначеностi вi-
зьмемо 𝛿 > 0. Можливi такi випадки:

1) ⟨𝜎𝑧
𝐴⟩⟨𝜎𝑧

𝐵⟩ > 0.
Ця нерiвнiсть виконується, якщо ℎ𝐴 > 0, ℎ𝐵 > 0

(ℎ > 0) або ℎ𝐴 < 0, ℎ𝐵 < 0 (ℎ < 0) (ℎ𝐴 = ℎ + 𝛿,
ℎ𝐵 = ℎ− 𝛿). Спектральна густина 𝜌𝛼(~𝜔) вiдмiнна
вiд нуля, якщо

ℎ−
√︁

𝛿2 + 9⟨𝜎𝑧
𝐴⟩⟨𝜎𝑧

𝐵⟩𝑡2 6 ~𝜔 6 ℎ− 𝛿 (46)

та
ℎ+ 𝛿 6 ~𝜔 6 ℎ+

√︁
𝛿2 + 9⟨𝜎𝑧

𝐴⟩⟨𝜎𝑧
𝐵⟩𝑡2. (47)

Межi зон даються максимальним i мiнiмальним
значенням енергiй 𝜀2(𝑥) i 𝜀1(𝑥), вiдповiдно. При
цьому

min 𝜀1 = 𝜀1(𝑥 = 0) ≡ ℎ+ 𝛿,

max 𝜀2 = 𝜀2(𝑥 = 0) ≡ ℎ− 𝛿.
(48)

Данi значення енергiй визначають щiлину в спе-
ктрi (ширина щiлини Δ𝜀 = 2𝛿). Система є в нор-
мальнiй фазi, якщо для додатних енергiй ℎ𝐴 i ℎ𝐵

хiмiчний потенцiал 𝜇 розташований пiд нижнiм
краєм зони 𝜀2(𝑥), а для вiд’ємних енергiй – над
верхнiм краєм зони 𝜀1(𝑥). Повиннi виконуватись
умови

min 𝜀2 = 𝜀2(𝑥 = 9) ≡ ℎ−
√︁

𝛿2 + 9⟨𝜎𝑧
𝐴⟩⟨𝜎𝑧

𝐵⟩𝑡2 > 0

у першому iз цих випадкiв та

max 𝜀1 = 𝜀1(𝑥 = 9) ≡ ℎ+
√︁

𝛿2 + 9⟨𝜎𝑧
𝐴⟩⟨𝜎𝑧

𝐵⟩𝑡2 < 0

– у другому (у нашiй моделi енергiя бозонiв
завжди вiдраховується вiд рiвня хiмiчного по-
тенцiалу).

2) ⟨𝜎𝑧
𝐴⟩⟨𝜎𝑧

𝐵⟩ < 0.
При 𝛿 > 0 така нерiвнiсть має мiсце, коли ℎ𝐴 >

> 0, ℎ𝐵 < 0 (ℎ > 0 або ℎ < 0). Межi зон визнача-
ються тепер нерiвностями

ℎ− 𝛿 6 ~𝜔 6 ℎ−
√︁
𝛿2 − 9|⟨𝜎𝑧

𝐴⟩⟨𝜎𝑧
𝐵⟩|𝑡2 (49)

та
ℎ+

√︁
𝛿2 − 9|⟨𝜎𝑧

𝐴⟩⟨𝜎𝑧
𝐵⟩|𝑡2 6 ~𝜔 6 ℎ+ 𝛿. (50)
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y

(a)

Рис. 3. Закони дисперсiї бозонних збуджень у гексаго-
нальнiй ґратцi (а), (б) та частотна залежнiсть одноча-
стинкової спектральної густини станiв 𝜌(𝜔) (в) у випадку
𝛿 = 0 та одночастинкової енергiї 𝜀 = 0,5. Одночастин-
кова спектральна густина станiв отримана для темпера-
тур 𝛽 = 10, 4, 2 (⟨𝑛𝛼⟩ = 1

2
− ⟨𝜎𝑧

𝛼⟩: ⟨𝑛𝛼⟩𝛽=10 = 0,0066,
⟨𝑛𝛼⟩𝛽=4 = 0,1192, ⟨𝑛𝛼⟩𝛽=2 = 0,2689)

Щiлина в спектрi обмежена значеннями енергiї

min 𝜀1 = 𝜀1(𝑥 = 9) =

ℎ+
√︀
𝛿2 − 9|⟨𝜎𝑧

𝐴⟩⟨𝜎𝑧
𝐵⟩|𝑡2 > 0,

max 𝜀2 = 𝜀2(𝑥 = 9) =

ℎ−
√︀
𝛿2 − 9|⟨𝜎𝑧

𝐴⟩⟨𝜎𝑧
𝐵⟩|𝑡2 < 0

(51)

i ширина щiлини становить Δ𝜀=2(𝛿2−9|⟨𝜎𝑧
𝐴⟩⟨𝜎𝑧

𝐵⟩|×
×𝑡2)1/2. Хiмiчний потенцiал перебуває у щiлинi
при виконаннi вказаних нерiвностей. Сама ж щi-
лина тут зникає при 𝛿 = ±3𝑡

√︀
|⟨𝜎𝑧

𝐴⟩⟨𝜎𝑧
𝐵⟩|.

Поведiнка функцiй 𝜌𝛼(~𝜔) на краях зон визнача-
ється як функцiєю розподiлу 𝜌0(𝑥0), де аргумент
𝑥0 змiнюється з частотою, так i повним множни-
ком, що є бiля 𝜌0(𝑥0) у формулi (45). При набли-
женнi до країв зон, у тому числi при 𝑥0 → 0 (що
вiдповiдає граничному переходу ~𝜔 → ℎ± 𝛿), фун-
кцiя 𝜌0(𝑥0) прямує до скiнченного значення, яке
дорiвнює 1

𝜋
√
3
. Це випливає з формули (14), оскiль-

ки у цiй границi 𝑍1(𝑥0)/𝑍0(𝑥0) → 0,
√︀
𝑍0(𝑥0) →

→
√
3
2 , 𝐹 (𝜋/2, 0) = 𝜋

2 .
З iншого боку,

~𝜔 − ℎ+ 𝛿𝛼 →
{︂
1, ~𝜔 → ℎ+ 𝛿𝛼,

0, ~𝜔 → ℎ− 𝛿𝛼;
i тому

𝜌𝐴(~𝜔) →
{︂

2
𝑡2

𝛿
|⟨𝜎𝑧

𝐴⟩⟨𝜎𝑧
𝐵⟩| ⟨𝜎

𝑧
𝐴⟩ 1

𝜋
√
3
, ~𝜔 → ℎ+ 𝛿,

0, ~𝜔 → ℎ− 𝛿;
(52)

𝜌𝐵(~𝜔) →
{︂
0, ~𝜔 → ℎ+ 𝛿,
2
𝑡2

𝛿
|⟨𝜎𝑧

𝐴⟩⟨𝜎𝑧
𝐵⟩| ⟨𝜎

𝑧
𝐵⟩ 1

𝜋
√
3
, ~𝜔 → ℎ− 𝛿.

Розкладаючи у ряди функцiї 𝑍0(𝑥), 𝑍1(𝑥),
𝐹 (𝜋/2,𝑚) при малих значеннях аргумента, можна
переконатись, що при невеликих вiдхиленнях вiд
точок, де 𝜌𝐴,𝐵 = 0, цi функцiї наростають зi змi-
ною частоти за лiнiйним законом. У всiх iнших ви-
падках функцiї 𝜌𝐴(~𝜔) i 𝜌𝐵(~𝜔) на краях зон ста-
ють рiвними нулю стрибкоподiбно.

Числовi розрахунки, проведенi за формулою
(45) при врахуваннi виразiв (15) для середнiх ⟨𝜎𝑧

𝐴⟩,
⟨𝜎𝑧

𝐵⟩, пiдтверджують таку топологiю спектраль-
них густин. Зокрема, у згаданому вище випадку
1), коли хiмiчний потенцiал перебуває пiд або над
обома зонами, спектральна густина з одного боку
щiлини має стрибок, а з другого – наростає плавно.
Якщо хiмiчний потенцiал є в щiлинi, то спектраль-
на густина має стрибки з обох бокiв. Загальною i
вiдомою для моделi Бозе–Хаббарда властивiстю є
те, що в областi ~𝜔 < 0 (нижче рiвня хiмiчного по-
тенцiалу) спектральнi густини 𝜌𝐴 i 𝜌𝐵 вiд’ємнi, а
в областi ~𝜔 > 0 (вище рiвня 𝜇) вони є додатними.

Для гексагональної ґратки типу графену у ви-
падку, коли глибини потенцiальних ям однаковi
(𝜀𝐴 = 𝜀𝐵), маємо безщiлинний спектр (Δ𝜀 = 0)
бозонних збуджень. На рис. 3, a, б – зображено змi-
ну ширини енергетичної зони у спектрi iз змiною
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Рис. 4. Закони дисперсiї 𝜀(q) для NO-фази для значень
𝛿 = 0,005, 0,05, 0,2 при 𝛽 = 5 (a). Рiвень хiмiчного потен-
цiалу (𝜇 = 0) розмiщений нижче зонного спектра (пун-
ктирна лiнiя). Частотна залежнiсть одночастинкової спе-
ктральної густини для пiдґраток 𝐴, 𝐵 наведена для значень
𝛿 = 0,2, 0,05 при 𝛽 = 5 (б)

температури: в мiру пониження температури ши-
рина зони збiльшується i досягає максимуму при
температурi фазового переходу у стан iз бозе кон-
денсатом. Двi вiтки спектра дотикаються у кутах
зони Брiллюена в точках Дiрака 𝐾 ′,𝐾.

Закон дисперсiї бозонних збуджень для iншого
перерiзу енергетичної поверхнi спектра вздовж осi
𝑞𝑦 в межах I-ї зони Брiллюена (компонента 𝑞𝑥 = 0)
зображено на рис. 3, б. Тут двi вiтки спектра роз-
ходяться на краю зони Брiллюена. Для даного ви-
падку 𝛿 = 0 (𝜀𝐴 = 𝜀𝐵 = 0,5) отримано одночастин-
кову спектральну густину (рис. 3, в) для деяких
температур. В околi точок Дiрака енергетичний
спектр (рис. 3, a) змiнюється за лiнiйним законом.

У випадку рiзних глибин потенцiальних ям
(𝜀𝐴 ̸= 𝜀𝐵) на краю зони Брiллюена виникає згада-

Рис. 5. Закони дисперсiї для NO-фази при рiзних значен-
нях пiврiзницi одночастинкових енергiй 𝛿 = 0,35, 0,45, 0,55

(a) та одночастинковi спектральнi густини станiв для двох
пiдґраток: 𝐴 – (б), 𝐵 – (в) для значень 𝜀𝐴, 𝜀𝐵 , вказаних на
рисунку. Наведено середнє число заповнення вузлiв у еле-
ментарнiй комiрцi ⟨𝑛𝛼⟩, 𝛼 = 𝐴,𝐵. Пунктирна лiнiя вказує
розташування рiвня хiмiчного потенцiалу (𝜇 = 0)
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Рис. 6. Закони дисперсiї 𝜀(q) (𝛿 = 0,5) для температур 𝛽 = 1, 10, 100 (значення критичної температури 𝑘𝑇𝑐 = 0) у NO-фазi
наведено на рисунку (a); одночастинкова спектральна густина станiв 𝜌𝐴(𝜔) для пiдґратки 𝐴 зображена на рисунках (б),
(в), (г). Нижнi рисунки (в), (г) для спектральної густини станiв подано для кращої iлюстрацiї частотної залежностi 𝜌𝐴(𝜔)

в (б). Рiвень хiмiчного потенцiалу розмiщений у серединi енергетичної щiлини

на вище щiлина, ширина якої визначається рiзни-
цею одновузлових енергiй. На рис. 4, a зображено
енергетичний спектр бозонних збуджень при обер-
ненiй температурi 𝛽 = 5. Тут розглянуто невелику
рiзницю одновузлових енергiй 𝛿 = 0,005, 0,05, 0,2
(𝜀𝐴 ̸= 𝜀𝐵 > 0). Величина щiлини Δ𝜀 у спектрi до-
рiвнює 2𝛿 (⟨𝜎𝑧

𝐴⟩⟨𝜎𝑧
𝐵⟩ > 0), а її межами є ~𝜔1,2 =

= ℎ± 𝛿. Для спектра бозонних збуджень, розмiще-
ного над рiвнем хiмiчного потенцiалу 𝜇, отримуємо
додатнi значення спектральних густин (рис. 3, б,
4, б), а у випадку, коли зони розташованi пiд рiв-
нем 𝜇, спектральнi густини вiд’ємнi. Крайнi зна-
чення частот, якi обмежують область, де 𝜌𝛼(~𝜔) ̸=
̸= 0, дорiвнюють ~𝜔3,4 = ℎ±

√︀
𝛿2 + ⟨𝜎𝑧

𝐴⟩⟨𝜎𝑧
𝐵⟩𝐽2(0).

У випадку, коли рiвень хiмiчного потенцiалу за-
ходить мiж зони (див. рис. 5, a при тiй самiй тем-
пературi 𝛽 = 5), отримуємо суттєво iншу пове-
дiнку енергетичного спектра бозонних збуджень.

Екстремуми вiток спектра при q = 0 зверненi у
напрямку рiвня хiмiчного потенцiалу 𝜇. Вiд’єм-
нi значення одночастинкової спектральної густи-
ни (𝜌(~𝜔) < 0) вiдповiдають нижнiй зонi, розмiще-
нiй пiд рiвнем хiмiчного потенцiалу 𝜇, а додатнi –
верхнiй зонi (рис. 5, б, в).

З фазової дiаграми (𝑇, ℎ) (рис. 1) видно, що у
точцi фазового переходу мiж NO- i SF-фазами, де
вiдбувається роздiлення на двi областi SF-фази,
вiдповiдає критичне значення щiлини у спектрi бо-
зонних збуджень Δ(𝑘𝑇𝑐) = 2𝛿𝑐 = 1 (в одиницях
𝐽(0)). На рис. 6, a для 𝛿 = 0,5, проiлюстровано по-
ведiнку енергетичного спектра бозонних збуджень
при рiзних температурах у випадку, коли рiвень
хiмiчного потенцiалу лежить у центрi зони. При
температурi 𝛽 = 100 (що практично вiдповiдає аб-
солютному нулю температури) двi вiтки спектра
практично дотикаються у центрi зони при (q = 0);
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це вiдповiдає точцi фазового переходу (NO → SF)
для 𝛿 = 0,5, 𝛽𝑐 → ∞. Cереднє число заповнення
бозе частинкою вузла пiдґратки 𝐴 ⟨𝑛𝐴⟩ = 0, в той
час, як для пiдґратки 𝐵 ⟨𝑛𝐵⟩ = 1. Також показа-
но, який вигляд має одночастинкова спектральна
густина станiв на вузлi 𝐴 для значень 𝛽 = 1, 10 i
близько критичної точки при 𝛽 = 100 (𝑘𝑇𝑐 w 0),
(рис. 6, б–г).

Характер перебудови частотної залежностi од-
ночастинкової спектральної густини станiв зале-
жно вiд розташування рiвня хiмiчного потенцiалу
якiсно узгоджується iз результатами розрахункiв
методом точної дiагоналiзацiї для моделi однови-
мiрного ланцюжка, де розглядалися перестрибува-
ння жорстких бозонiв на сусiднi вузли [23], i отри-
мувалися вiд’ємнi значення одночастинкових спе-
ктральних густин для енергiй, розташованих ниж-
че рiвня хiмiчного потенцiалу.

5. Висновки

На основi моделi жорстких бозонiв розраховано
енергетичний спектр бозонних збуджень та одно-
частинковi спектральнi густини для плоскої гекса-
гональної ґратки типу графену.

Розглянуто особливостi форми зонного спектра
та спектральної густини у нормальнiй фазi (NO)
залежно вiд розташування рiвня хiмiчного потен-
цiалу, рiзницi мiж локальними енергiями частинок
у пiдґратках та температури.

Проаналiзовано умови появи щiлини у зонному
спектрi. Отримано, що у випадку жорстких бозо-
нiв, коли частинки описуються статистикою Паулi,
виникає температурно залежна щiлина (на вiдмiну
вiд електронiв у ґратках типу графену).

Щiлина у спектрi iснує:
– на краю зони Брiллюена (рiвень хiмiчного по-

тенцiалу розташований нижче (вище) енергети-
чних зон), Δ𝜀 = 2𝛿;

– при q = 0 (рiвень хiмiчного потенцiалу роз-
ташований мiж енергетичними зонами), Δ𝜀 =
= 2
√︀

𝛿2 − |⟨𝜎𝑧
𝐴⟩⟨𝜎𝑧

𝐵⟩|𝐽2(0).
У першому iз цих випадкiв щiлина зникає при

𝛿 = 0; як наслiдок, з’являються дiракiвськi точки
з лiнiйним законом дисперсiї в точках 𝐾,𝐾 ′ зони
Брiллюена.

У другому випадку щiлина стає вiдсутньою при
𝑘𝑇 = 0, ℎ = 0 i 𝛿 = 1

2𝐽(0) (𝛿 = 1
2 в одиницях

𝐽(0)). Тут також з’являється лiнiйний спектр дi-
ракiвського вигляду (𝜀q ∼ 𝐽(0)

2
√
2
𝑎𝑞).

Вигляд спектральних густин вiдповiдає загаль-
ним критерiям: цi густини вiд’ємнi в областi 𝜔 < 0 i
додатнi при 𝜔 > 0. Специфiка гексагональної стру-
ктури ґратки проявляється в наявностi логарифмi-
чних сингулярностей у кривих 𝜌𝛼(~𝜔) для кожної
iз зон, та у стрибкоподiбному обертаннi на нуль на
краях спектра (за винятком точок ~𝜔 = ℎ− 𝛿𝛼, де
густина прямує до нуля за лiнiйним законом).

Результати нашого дослiдження можуть скла-
сти основу опису термодинамiки бозе-атомiв у ге-
ксагональних оптичних ґратках та подальшого ви-
вчення їх динамiки (до експериментальних засобiв,
що дозволяють безпосередньо виявляти особливо-
стi енергетичного спектра та спектральних густин
ультрахолодних атомiв у такого типу системах, на-
лежать брегiвська мiжзонна спектроскопiя та бре-
гiвська спектроскопiя з iмпульсним роздiленням
[27,28]). Для повного розв’язання задачi необхiдно
розглянути ще випадок SF-фази (коли присутнiй
бозе-конденсат). На вiдмiну вiд нормальної фази,
у SF-фазi хiмiчний потенцiал перебуває у межах
однiєї з енергетичних зон. Внаслiдок цього вiдбу-
вається значна перебудова бозонного спектра, по-
в’язана з появою додаткових пiдзон [24,29,30]. Вiд-
повiднi розрахунки законiв дисперсiї в зонах i спе-
ктральних густин для ґратки типу графену будуть
предметом нашого окремого розгляду.

ДОДАТОК А
Гексагональна ґратка типу графену

У випадку оптичних ґраток, двовимiрна гексагональна ґра-
тка типу графену отримується iнтерференцiєю трьох ко-
герентних лазерних променiв [8], сума хвильових векторiв
яких дорiвнює нулю k1 + k2 + k3 = 0 i кути мiж напрям-
ками 2𝜋

3
. Така ґратка мiстить двi трикутнi пiдґратки 𝐴 i

𝐵, зсунутi на вектор (a1+a2)
3

. Елементарна комiрка ґратки
мiстить два вузли, по одному вузлу iз обидвох пiдґраток.
Для даної ґратки (рис. 7) вектори трансляцiй:

a1 = (𝑎
√
3, 0), a2 =

(︃
𝑎

√
3

2
,
3

2
𝑎

)︃
. (A1)

Гексагональнiй ґратцi вiдповiдає гексагональна зона Брiл-
люена в оберненому просторi хвильових векторiв. Це є пра-
вильний шестикутник з двома нееквiвалентними точками
𝐾, 𝐾′ в кутах зони (рис. 8). Вектори трансляцiй:

b1 =

(︂
1

√
3𝑎

,
1

3𝑎

)︂
, b2 =

(︂
0,

2

3𝑎

)︂
, (A2)
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Рис. 7. Найближчi сусiди вузлiв з пiдґраток 𝐴 i 𝐵

Рис. 8. I-а зона Брiллюена, b1,b2 – вектори трансляцiй

|b1| = |b2| = 2
3𝑎

, 𝑎 – вiдстань мiж найближчими сусiдами
у прямiй ґратцi. Вiдстань вiд центра зони Брiллюена до
точок 𝐾,𝐾′ дорiвнює 4𝜋

3
√
3𝑎

.
При розглядi енергетичного спектра квантових частинок

(бозонiв) на оптичнiй ґратцi можна використовувати пiдхiд
сильного зв’язку. Вiн ґрунтується на врахуваннi перестри-
бувань частинки мiж найближчими вузлами, яке описує-
ться параметром 𝑡, пов’язаним iз перекриттям хвильових
функцiй бозе-частинок, локалiзованих у цих вузлах. Коор-
динацiйне число кожного атома 𝑧 = 3

R1 =

(︃
𝑎
√
3

2
,
𝑎

2

)︃
, R2 =

(︃
−
𝑎
√
3

2
,
𝑎

2

)︃
, R3 = (0,−𝑎). (A3)

Фур’є-образи енергiї перестрибування на сусiднi вузли у
двох випадках: 𝐴 ⇒ 𝐵 (𝐽𝐴𝐵(q)) i 𝐵 ⇒ 𝐴 (𝐽𝐵𝐴(q)) вiд-
рiзняються знаком перед векторами R𝑐 (рис. 7):

𝐽𝐴𝐵(q) = 𝑡

3∑︁
𝑐=1

e𝑖qR𝑐 , 𝐽𝐵𝐴(q) = 𝑡

3∑︁
𝑐=1

e−𝑖qR𝑐 . (A4)

Отримуємо

𝐽𝐴𝐵(q) = 𝑡
(︁
e−𝑖𝑞𝑦𝑎 + 2 cos

(︁√
3

2
𝑞𝑥𝑎
)︁
e𝑖

𝑞𝑦𝑎

2

)︁
≡ 𝐽(q),

𝐽𝐵𝐴(q) ≡ 𝐽(−q) (A5)

i в загальному випадку безрозмiрний параметр, пов’язаний
iз перенесенням 𝐴 
 𝐵 мiж найближчими сусiдами, має
вигляд

𝛾(q) =

√︀
|𝐽𝐴𝐵(q) 𝐽𝐵𝐴(q)|

𝑡
=

=

√︂
1+4 cos

(︁√
3

2
𝑞𝑥𝑎
)︁
cos
(︀
3
2
𝑞𝑦𝑎
)︀
+4 cos2

(︁√
3

2
𝑞𝑥𝑎
)︁
. (A6)

Зауважимо, що 𝛾(q) = 0 в точках 𝐾′ i 𝐾 зони Брiллюена.
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ИССЛЕДОВАНИЕ БОЗОННОГО
СПЕКТРА ДВУМЕРНЫХ ОПТИЧЕСКИХ РЕШЕТОК
СО СТРУКТУРОЙ ТИПА ГРАФЕНА.
НОРМАЛЬНАЯ ФАЗА

Р е з ю м е

Исследован зонный спектр бозе-атомов в двумерных гекса-
гональных оптических решетках со структурой типа гра-
фена. В приближении хаотических фаз рассчитаны для
нормальной фазы законы дисперсии в зонах и одночасти-
чные спектральные плотности. Для решетки с энергетиче-
ски эквивалентными узлами получен безщелевой спектр с
точками Дирака на краях зоны Бриллюэна. Химический
потенциал располагается в этом случае вне разрешенной
энергетической зоны. При различии между энергиями ча-
стиц на узлах разных подрешеток, когда возникает щель

в спектре, химический потенциал может располагаться ме-
жду подзонами. Определены частотные зависимости одно-
частичной спектральной плотности для обеих подрешеток
в зависимости от размещения уровня химического потен-
циала, величины щели в зонном спектре и температуры.

I.V. Stasyuk, I.R. Dulepa, O.V. Velychko

INVESTIGATION OF THE BOSONIC
SPECTRUM OF TWO-DIMENSIONAL OPTICAL
GRAPHENE-TYPE LATTICES. NORMAL PHASE

S u m m a r y

The band spectrum of bosonic atoms in two-dimensional hon-

eycomb optical lattices with the graphene-type structure has

been studied. The dispersion laws in the bands and the one-

particle spectral densities are calculated for the normal phase in

the random phase approximation. The temperature-dependent

gapless spectrum with Dirac points located at the Brillouin

zone boundary is obtained for the lattice with energetically

equivalent sites, with the corresponding chemical potential ly-

ing outside the allowed energy band. Different on-site energies

in the sublattices are shown to induce the appearance of a gap

in the spectrum, so that the chemical potential can be located

between the subbands, which gives rise to a substantial recon-

struction of the band spectrum. The frequency dependences of

the one-particle spectral density for both sublattices are deter-

mined as functions of the chemical potential level, the spectral

gap magnitude, and the temperature.
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