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ПОРОГОВЕ РЕЗОНАНСНЕ ДВОФОТОННЕ
НАРОДЖЕННЯ 𝑒−𝑒+ ПАРИ В СИЛЬНОМУ
МАГНIТНОМУ ПОЛI НА НАЙНИЖЧI РIВНI ЛАНДАУУДК 539.1.01

В роботi розглянуто процес народження електрон-позитронної пари двома фотонами
в сильному магнiтному полi. Дослiджена кiнематика та знайдена загальна амплiтуда
процесу з довiльною поляризацiєю частинок. Знайдено умови резонансного перебiгу реа-
кцiї та проведено оцiнку перерiзу для випадку, коли електрон та позитрон займають
найнижчi рiвнi (𝑙𝑒 = 1, 𝑙𝑝 = 0), що задовольняють умови резонансу.

К люч о в i с л о в а: електрон-позитронна пара, фотонародження, магнiтне поле, КЕД,
резонанс.

1. Вступ
Актуальнiсть дослiджень процесiв квантової еле-
ктродинамiки (КЕД), що проходять пiд час зi-
ткнень важких iонiв, зумовлена прогресом в обла-
стi прискорювачiв важких iонiв. Зазвичай у подi-
бних експериментах головна увага зосереджена на
вивченнi властивостей сильної взаємодiї. Однак,
дослiдження квантово-електродинамiчних проце-
сiв також можливе, якщо ядра не наближаються
на вiдстань сильної взаємодiї [1, 2].

У зiткненнях важких iонiв генеруються надзви-
чайно iнтенсивнi швидкозмiннi електромагнiтнi
поля. Результуюча напруженiсть поля може пе-
ревищувати критичне квантово-електродинамiчне
значення 𝐻𝑐 = 𝑚2𝑐3/𝑒~ ≈ 4,41 · 1013 Гс, яке явля-
ється, згiдно з теоретичними уявленнями, порого-
вим для збудження вакууму [3]. Це вiдкриває зна-
чнi можливостi для перевiрки передбачень КЕД
в областi сильних полiв. Широка програма таких
експериментiв запланована на майбутнiй установ-
цi FAIR (Facility for Antiproton and Ion Research),
побудова якої ведеться на базi GSI (GSI Helmholtz
Centre for Heavy Ion Research), Дармштадт, Нiмеч-
чина [4].
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Утворення електрон-позитронної пари в зiткне-
ннях iонiв є актуальним як з теоретичної, так i
з експериментальної точок зору. Зокрема, утворе-
ння пари з електроном у зв’язаному станi змi-
нює заряд одного з iонiв та є однiєю з основних
причин втрат у пучках у сучасних колайдерах. З
iншого боку, утворення пари сильним сумарним
надкритичним полем важких ядер є свiдченням
занурення зв’язаних станiв у негативний енерге-
тичний континуум та переходу вакууму в новий
стан [3].

Малодослiдженим аспектом утворення 𝑒−𝑒+ па-
ри в зiткненнях iонiв є вплив магнiтного поля ру-
хомих iонiв. Простi оцiнки показують, що в областi
мiж iонами поле може досягати критичного значе-
ння 𝐻𝑐 та навiть перевищувати його вже при енер-
гiї зiткнення порядку кулонiвського бар’єра, однак
в бiльшостi дослiджень враховується лише їх куло-
нiвське поле. Вперше спроби виявити вплив магнi-
тного поля були зробленi в роботах [5–7] в рамках
моделi квазiмолекули (для низькоенергетичних зi-
ткнень). Проведенi чисельнi розрахунки показали
вiдсутнiсть ефекту, але не була врахована взаємо-
дiя утвореної пари з магнiтним полем.

У роботi [8] обґрунтовується припущення, що
утворена електрон-позитронна пара захоплює ма-
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гнiтне поле подiбно до явища “вмороженостi” си-
лових лiнiй поля в плазму. Проведенi оцiнки пока-
зують, що час життя такої самоузгодженої систе-
ми ”пара + магнiтне поле” iстотно перевищує час
прольоту ядер. Таким чином, магнiтне поле мо-
же значно впливати на перебiг процесу. Спостере-
жуваним свiдченням квантово-електродинамiчних
процесiв у магнiтному полi, створеному зiштовху-
ваними iонами, може бути наявнiсть характерних
резонансiв у вiдповiдних каналах.

Необхiдно зазначити, що в експериментах EPOS
та ORANGE, проведених в GSI, були виявленi
аномальнi пiки в каналi народження електрон-
позитронних пар [9–11]. Природа пiкiв не була з’я-
сована, а сама їх наявнiсть не була пiдтверджена.
Враховуючи подiбнiсть спектра аномальних пiкiв
до квазiеквiдистантного спектра енергетичних рiв-
нiв електрона в магнiтному полi, можна припусти-
ти, що подальше дослiдження ролi магнiтного по-
ля в зiткненнях iонiв поглибить розумiння даного
явища.

Враховуючи те, що згiдно з [8] час життя магнi-
тного поля значно перевищує характерний час еле-
ктромагнiтної взаємодiї, можна розглядати процес
як народження електрон-позитронної пари в по-
стiйному однорiдному магнiтному полi, що дозво-
лить виявити його основнi риси i в той же час одер-
жати простi аналiтичнi вирази для перерiзу. Крiм
того, якщо енергiя iонiв є достатньо високою, ви-
конуються умови застосування методу еквiвален-
тних фотонiв [12]. Таким чином, в найпростiшому
випадку задача наближено зводиться до процесу
двофотонного народження електрон-позитронної
пари в магнiтному полi.

Вiдзначимо також можливе застосування ре-
зультатiв роботи в задачi електронного охолодже-
ння пучкiв важких iонiв. Суть метода полягає в
зниженнi ефективної температури пучка за раху-
нок зiткнення з електронами, що рухаються разом
з ним i мають малий розкид за швидкостями [13–
15]. Хоча метод електронного охолодження вiдо-
мий давно i широко використовується в прискорю-
вальнiй технiцi, залишається непоясненою рiзниця
в ефективностi охолодження позитивних та нега-
тивних частинок, що спостерiгається на експери-
ментi [16]. Зокрема, електронне охолодження пу-
чка антипротонiв планується використати в нако-
пичувачi HESR (FAIR), що обґрунтовує актуаль-
нiсть задачi [17, 18].

Метод квантової теорiї поля в задачi електрон-
ного охолодження [19, 20] має значнi переваги по-
рiвняно з iншими (метод парних зiткнень, дiеле-
ктрична модель тощо), оскiльки не мiстить фено-
менологiчних параметрiв. Гальмiвна здатнiсть при
цьому виражається через поляризацiйний опера-
тор. Рiзниця в охолодженнi протонiв та антипро-
тонiв, iмовiрно, може бути описана в другому бор-
нiвському наближеннi. Але, згiдно з оптичною те-
оремою, уявна частина поляризацiйного операто-
ра в другому порядку дорiвнює повнiй iмовiрностi
процесу двофотонного народження пари.

Вперше процес двофотонного народження елек-
трон-позитронної пари в магнiтному полi було роз-
глянуто в найпростiшому випадку лобового зiткне-
ння фотонiв вздовж магнiтного поля в роботi [21].
В роботi [22] цей процес вивчено при довiльних на-
прямах поширення фотонiв, але припущення, що
енергiї кожного з фотонiв недостатньо для утворе-
ння пари в однофотонному процесi. Ця умова ви-
ключає можливiсть резонансного перебiгу реакцiї.

На вiдмiну вiд ранiше проведених дослiджень, у
данiй роботi процес розглянуто для випадку, ко-
ли енергiї одного або кожного з фотонiв достатньо
для народження пари. Знайдена загальна амплi-
туда процесу з довiльною поляризацiєю частинок
та умови резонансного перебiгу процесу. Проведе-
но оцiнку перерiзу процесу для найнижчих рiвнiв
Ландау, якi задовольняють резонанснi умови.

Надалi в роботi використовується релятивiст-
ська система одиниць, ~ = 𝑐 = 1.

2. Кiнематика

Як вiдомо [12], в однорiдному магнiтному полi еле-
ктрон займає дискретнi рiвнi енергiї

𝐸 =
√︀
𝑝2𝑧 + �̃�2, �̃� = 𝑚

√
1 + 2𝑙ℎ, (1)

де 𝑝𝑧 – поздовжня полю компонента iмпульсу, 𝑙 –
номер рiвня, ℎ – магнiтне поле в одиницях 𝐻𝑐.

У магнiтному полi виконуються закони збереже-
ння енергiї та паралельної полю компоненти iм-
пульсу, якi для процесу народження 𝑒−𝑒+ пари
двома фотонами мають такий вигляд:

𝐸𝑒 + 𝐸𝑝 =𝑊,

𝑝𝑒𝑧 + 𝑝𝑝𝑧 = 𝐾,
(2)

де 𝑊 = 𝜔1 + 𝜔2 та 𝐾 = 𝑘1𝑧 + 𝑘2𝑧 – сумарнi енергiя
та поздовжнiй iмпульс фотонiв.
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Порогове резонансне двофотонне народження 𝑒−𝑒+ пари

Рис. 1. Графiки функцiї 𝑓(𝑝𝑒𝑧)/𝑚 для номерiв рiвнiв Ландау 𝑙𝑒 = 2, 𝑙𝑝 = 1. Частота
першого фотона в одиницях маси електрона 𝜔1 = 2: a – 𝜃1,2 = 𝜋/2; b – 𝜃1,2 = 0

Знайдемо пороговi умови народження пари на
деякi вибранi рiвнi Ландау 𝑙𝑒, 𝑙𝑝. Введемо допомi-
жну функцiю 𝑓(𝑝𝑒𝑧) = 𝜔1 + 𝜔2 − 𝐸𝑒 − 𝐸𝑝. Порiг
процесу визначається умовою 𝑓(𝑝𝑚) = 0, де 𝑝𝑚 –
точка максимуму функцiї. Пiсля диференцiюван-
ня можна знайти значення iмпульсу електрона в
точцi максимуму:

𝑝𝑚 =
�̃�𝑒𝐾

�̃�𝑒 + �̃�𝑝
. (3)

Враховуючи попереднi вирази, пороговi значення
енергiї та iмпульсiв електрона та позитрона визна-
чаються:

𝐸′
𝑒 =

�̃�𝑒

�̃�𝑒 + �̃�𝑝
𝑊 ′, 𝑝′𝑒𝑧 =

𝐾 ′𝐸′
𝑒

𝑊 ′ , (4)

𝐸′
𝑝 =

�̃�𝑝

�̃�𝑒 + �̃�𝑝
𝑊 ′, 𝑝′𝑝𝑧 =

𝐾 ′𝐸′
𝑝

𝑊 ′ . (5)

Звiдси випливає умова порога реакцiї у виглядi

𝑊 ′2 −𝐾 ′2 = (�̃�𝑒 + �̃�𝑝)
2. (6)

У загальному випадку (над порогом), з системи
(2) випливає такий вираз для iмульсiв частинок:

𝑝𝑒𝑧 =
𝑎𝐾 ± 𝑏𝑊

2𝑀2
, (7)

де введено позначення

𝑎 =𝑀2 − �̃�2
𝑝 + �̃�2

𝑒, (8)

𝑏2 =𝑀4 − 2𝑀2((�̃�𝑒)
2 + (�̃�𝑝)

2) + 4(𝑙𝑝 − 𝑙𝑒)
2ℎ2, (9)

𝑀2 =𝑊 2 −𝐾2. (10)

Очевидно, що процес неможливий, коли обидва
фотони рухаються паралельно H, оскiльки тодi
𝐾2 =𝑊 2 i (6) не виконується. Дана ситуацiя про-
iлюстрована на рис. 1.

Зауважимо, що перетворення Лоренца вздовж
H не змiнюють саме магнiтне поле. Тому вибором
системи вiдлiку можна без втрати загальностi ви-
ключити поздовжнiй iмпульс фотонiв: 𝐾 = 0. В
такiй системi вiдлiку 𝑝𝑒𝑧 = −𝑝𝑝𝑧, а пороговi умови
набувають бiльш простого вигляду:

𝑊 ′ = �̃�𝑒 + �̃�𝑝, 𝑝′𝑒𝑧 = 𝑝′𝑝𝑧 = 0. (11)

3. Амплiтуда

Хвильовi функцiї електрона та позитрона мають
вигляд [23]:

Ψ𝑒 =
1√
𝑆
𝑒−𝑖(𝐸𝑡−𝑝𝑦𝑦−𝑝𝑧𝑧)𝜓𝑒(𝜁

−),

Ψ𝑝 =
1√
𝑆
𝑒+𝑖(𝐸𝑡−𝑝𝑦𝑦−𝑝𝑧𝑧)𝜓𝑝(𝜁

+),
(12)

де 𝜁± = 𝑚
√
ℎ(𝑥∓ 𝑝𝑦/𝑚

2ℎ),

𝜓𝑒(𝜁
−) = 𝐶𝑒

[︂
𝑖
√︀
�̃�𝑒 − 𝜇𝑒𝑚𝑈𝑙(𝜁

−)+

+𝜇𝑒

√︀
�̃�𝑒 + 𝜇𝑒𝑚𝑈𝑙−1(𝜁

−)𝛾1
]︂
𝑢𝑒, (13)

𝜓𝑝(𝜁
+) = 𝐶𝑝

[︂
𝑖
√︀
�̃�𝑝 + 𝜇𝑝𝑚𝑈𝑙(𝜁

+)−

−𝜇𝑝

√︀
�̃�𝑝 − 𝜇𝑝𝑚𝑈𝑙−1(𝜁

+)𝛾1
]︂
𝑢𝑝. (14)

Тут 𝑆 – площа нормування, 𝑈𝑙(𝑥) – функцiя Ермi-
та, 𝜇𝑒,𝑝 – подвоєна проекцiя спiну електрона (по-
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Рис. 2. Дiаграми Фейнмана двофотонного народження
𝑒−𝑒+ пари в магнiтному полi

зитрона), 𝐶𝑒,𝑝 – константи нормування, 𝑢𝑒,𝑝 – по-
стiйнi бiспiнори:

𝐶𝑒,𝑝 =
1

2

√︃ √
𝑒𝐻

𝐸𝑒,𝑝�̃�𝑒,𝑝
, (15)

𝑢𝑒,𝑝 =
1

𝑅𝑒,𝑝

(︀
0, ±𝑅2

𝑒,𝑝, 0, 𝑝(𝑒,𝑝)𝑧
)︀
, (16)

𝑅𝑒,𝑝 =
√︀
𝐸𝑒,𝑝 − 𝜇𝑒,𝑝�̃�𝑒,𝑝, (17)

(знак ”−” в 𝑢𝑒,𝑝 вiдноситься до електрона).
Хвильовим функцiям (12)–(14) вiдповiдає калiб-

ровка електромагнiтного 4-потенцiалу (0; 0, 𝑥𝐻, 0).
Для хвильової функцiї початкового фотона ви-

користаємо стандартний вираз [12]:

𝐴𝜈 =

√︂
2𝜋

𝜔𝑉
𝑒𝜈𝑒𝑖𝑘𝑥, (18)

де 𝑉 – об’єм нормування, 𝑒𝜈 = (0, e) – 4-вектор
поляризацiї фотона:

e =

(︃
cos𝜑 cos 𝜃 cos𝛼− 𝑒𝑖𝛽 sin𝜑 sin𝛼
sin𝜑 cos 𝜃 cos𝛼+ 𝑒𝑖𝛽 cos𝜑 sin𝛼

− sin 𝜃 cos𝛼

)︃
. (19)

Тут 𝜑, 𝜃 – азимутальний та полярний кути, 𝛼, 𝛽 –
параметри поляризацiї.

Функцiя Грiна вiртуального електрона має ви-
гляд [24]:

𝐺(𝑥− 𝑥′) =
−𝑚

√
ℎ

(2𝜋)3

∫︁
𝑑3𝑔𝑒−𝑖Φ

∑︁
𝑛

𝐺𝐻(𝑥, 𝑥′)

𝑔20 − 𝐸2
𝑛

, (20)

𝐺𝐻(𝑥, 𝑥′) = 𝑈𝑛𝑈
′
𝑛(𝛾𝑃 +𝑚)𝜏 +

+ 𝑖𝑚
√
2𝑛ℎ𝑈𝑛−1𝑈

′
𝑛𝛾

1𝜏 − 𝑖𝑚
√
2𝑛ℎ𝑈𝑛𝑈

′
𝑛−1𝜏𝛾

1 +

+𝑈𝑛−1𝑈
′
𝑛−1(𝛾𝑃 +𝑚)𝜏*, (21)

де 𝛾 – гама-матрицi Дiрака,

Φ = 𝑔0(𝑡− 𝑡′)− 𝑔𝑦(𝑦 − 𝑦′)− 𝑔𝑧(𝑧 − 𝑧′), (22)

𝜏 =
1

2
(1 + 𝑖𝛾2𝛾1), (23)

𝑃 = (𝐸𝑛, 0, 0, 𝑔𝑧). (24)

Аргумент функцiй Ермiта в (21) має вигляд

𝜌(𝑥) = 𝑚
√
ℎ𝑥+ 𝑔𝑦/𝑚

√
ℎ,

а штрих бiля функцiї означає залежнiсть вiд 𝜌(𝑥′).
Згiдно з правилами квантової електродинамi-

ки, амплiтуда процесу народження електрон-пози-
тронної пари двома фотонами визначається як

𝑆𝑓𝑖 = −𝑖𝑒2
∫︁
𝑑4𝑥𝑑4𝑥′

[︂
Ψ̄𝑒(𝐴1𝛾)𝐺(𝑥− 𝑥′)(𝐴′

2𝛾)Ψ
′
𝑝 +

+Ψ̄𝑒(𝐴2𝛾)𝐺(𝑥− 𝑥′)(𝐴′
1𝛾)Ψ

′
𝑝

]︂
(25)

(штрихованi величини залежать вiд 𝑥′).
На рис. 2 зображенi дiаграми Фейнмана, якi вiд-

повiдають амплiтудi (25).
Пiдставляючи в (25) хвильовi функцiї та пропа-

гатор i проводячи послiдовнi математичнi перетво-
рення, одержуємо амплiтуду у виглядi

𝑆
(1)
𝑓𝑖 =

−𝑖𝑒2(2𝜋)4

4𝑉 𝑆
√︀
𝜔1𝜔2�̃�𝑒�̃�𝑝𝐸𝑒𝐸𝑝

∞∑︁
𝑛=0

∑︀16
𝑗=1𝐵𝑗

𝑔20 − 𝐸2
𝑛

×

× 𝛿3(𝛾1 + 𝛾2 − 𝑒− − 𝑒+), (26)

де доданки 𝐵𝑗 мають вигляд:

𝐵1 = −𝑖𝜇𝑒𝑀
𝑝+
𝑒+ 𝑒1𝑇

−
2 ×

× (𝑚𝑆++𝐸𝑛𝑆
−−𝑔𝑧𝐴−)𝐼

(1)
𝑙𝑒−1,𝑛−1𝐼

(2)
𝑛−1,𝑙𝑝

,

𝐵2 = 𝜇𝑒𝜇𝑝𝑀
𝑝−
𝑒+ 𝑒1𝑒2 ×

× (𝑚𝐴−+ 𝐸𝑛𝐴
++ 𝑔𝑧𝑆

+)𝐼
(1)
𝑙𝑒−1,𝑛−1𝐼

(2)
𝑛−1,𝑙𝑝−1,

𝐵3 = 𝑖𝜇𝑒𝑀
𝑝+
𝑒+ 𝑒2𝑇

−
1 (𝑚𝑆++ 𝐸𝑛𝑆

−+𝑔𝑧𝐴
−)𝐼

(1)
𝑙𝑒−1,𝑛𝐼

(2)
𝑛,𝑙𝑝

,

𝐵4 = 𝜇𝑒𝜇𝑝𝑀
𝑝−
𝑒+ 𝑇

−
1 𝑇

+
2 ×

× (𝑚𝐴−+ 𝐸𝑛𝐴
+− 𝑔𝑧𝑆

+)𝐼
(1)
𝑙𝑒−1,𝑛𝐼

(2)
𝑛,𝑙𝑝−1,

𝐵5 = −𝜇𝑒𝑀
𝑝+
𝑒+𝑚

√
2𝑛ℎ 𝑒1𝑒2𝐴

−𝐼
(1)
𝑙𝑒−1,𝑛−1𝐼

(2)
𝑛,𝑙𝑝

,

𝐵6 = −𝑖𝜇𝑒𝜇𝑝𝑀
𝑝−
𝑒+𝑚

√
2𝑛ℎ 𝑒1𝑇

+
2 𝑆

+𝐼
(1)
𝑙𝑒−1,𝑛−1𝐼

(2)
𝑛,𝑙𝑝−1,

𝐵7 = −𝜇𝑒𝑀
𝑝+
𝑒+𝑚

√
2𝑛ℎ 𝑇−

1 𝑇
−
2 𝐴

−𝐼
(1)
𝑙𝑒−1,𝑛𝐼

(2)
𝑛−1,𝑙𝑝

,

𝐵8 = −𝑖𝜇𝑒𝜇𝑝𝑀
𝑝−
𝑒+𝑚

√
2𝑛ℎ 𝑒2𝑇

−
1 𝑆

+𝐼
(1)
𝑙𝑒−1,𝑛𝐼

(2)
𝑛−1,𝑙𝑝−1,

𝐵9 =𝑀𝑝+
𝑒− 𝑇

−
1 𝑇

+
2 ×

× (𝑚𝐴−− 𝐸𝑛𝐴
++ 𝑔𝑧𝑆

+)𝐼
(1)
𝑙𝑒,𝑛−1𝐼

(2)
𝑛−1,𝑙𝑝

,

𝐵10 = −𝑖𝜇𝑝𝑀
𝑝−
𝑒− 𝑒2𝑇

+
1 ×

× (𝑚𝑆+− 𝐸𝑛𝑆
−− 𝑔𝑧𝐴

−)𝐼
(1)
𝑙𝑒,𝑛−1𝐼

(2)
𝑛−1,𝑙𝑝−1,
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𝐵11 =𝑀𝑝+
𝑒− 𝑒1𝑒2(𝑚𝐴

−− 𝐸𝑛𝐴
+− 𝑔𝑧𝑆

+)𝐼
(1)
𝑙𝑒,𝑛

𝐼
(2)
𝑛,𝑙𝑝

,

𝐵12 = 𝑖𝜇𝑝𝑀
𝑝−
𝑒− 𝑒1𝑇

+
2 ×

× (𝑚𝑆+− 𝐸𝑛𝑆
−+ 𝑔𝑧𝐴

−)𝐼
(1)
𝑙𝑒,𝑛

𝐼
(2)
𝑛,𝑙𝑝−1,

𝐵13 = −𝑖𝑀𝑝+
𝑒−𝑚

√
2𝑛ℎ 𝑒2𝑇

+
1 𝑆

+𝐼
(1)
𝑙𝑒,𝑛−1𝐼

(2)
𝑛,𝑙𝑝

,

𝐵14 = 𝜇𝑝𝑀
𝑝−
𝑒−𝑚

√
2𝑛ℎ 𝑇+

1 𝑇
+
2 𝐴

−𝐼
(1)
𝑙𝑒,𝑛−1𝐼

(2)
𝑛,𝑙𝑝−1,

𝐵15 = −𝑖𝑀𝑝+
𝑒−𝑚

√
2𝑛ℎ 𝑒1𝑇

−
2 𝑆

+𝐼
(1)
𝑙𝑒,𝑛

𝐼
(2)
𝑛−1,𝑙𝑝

,

𝐵16 = 𝜇𝑝𝑀
𝑝−
𝑒−𝑚

√
2𝑛ℎ 𝑒1𝑒2𝐴

−𝐼
(1)
𝑙𝑒,𝑛

𝐼
(2)
𝑛−1,𝑙𝑝−1.

Тут 𝑒1,2−𝑧 – компоненти векторiв поляризацiї фо-
тонiв, а також введено позначення:

𝑀𝑝±
𝑒± =

√︀
�̃�𝑒 ± 𝜇𝑒𝑚

√︀
�̃�𝑝 ± 𝜇𝑝𝑚, (27)

𝑇±
𝑗 = 𝑒𝑗𝑥 ± 𝑖𝑒𝑗𝑦, 𝑗 = 1, 2, (28)

𝐴± =
𝑅2

𝑒𝑅
2
𝑝 ± 𝑝𝑒𝑧𝑝𝑝𝑧

𝑅𝑒𝑅𝑝
, (29)

𝑆± =
𝑅2

𝑒𝑝𝑝𝑧 ±𝑅2
𝑝𝑝𝑒𝑧

𝑅𝑒𝑅𝑝
, (30)

𝑅𝑒,𝑝 визначаються рiвнянням (17). Функцiї 𝐼(𝑗)𝑙,𝑙′ є
характерними для задач КЕД в магнiтному полi
[28, 29]:

𝐼
(𝑗)
𝑙,𝑙′ = 𝑒−Φ𝑗

(𝑖
√
𝜂𝑗)

Λ−𝜆

(Λ− 𝜆)!

√︂
Λ!

𝜆!
𝐹 (−𝜆,Λ−𝜆+1, 𝜂𝑗), (31)

Λ = max(𝑙, 𝑙′), 𝜆 = min(𝑙, 𝑙′), (32)

Φ𝑗 =
𝜂𝑗
2

+
𝑘𝑗𝑥𝜅𝑗
2𝑚2ℎ

+ 𝑖𝜑𝑗(𝑙 − 𝑙′), (33)

𝜅1 = 2𝑝𝑒𝑦 − 𝑘1𝑦, (34)

𝜅2 = 𝑘2𝑦 − 2𝑝𝑝𝑦, (35)

𝜂𝑗 =
𝑘2𝑗𝑥 + 𝑘2𝑗𝑦
2𝑚2ℎ

, (36)

де 𝜑𝑗 – азимутальнi кути фотонiв, 𝐹 (𝑎, 𝑏, 𝜂) – ви-
роджена гiпергеометрична функцiя.

Доданок, що вiдповiдає обмiннiй дiаграмi, вiдрi-
зняється замiною iндексiв 1� 2.

4. Резонанснi умови

Перебiг процесу набуває резонансного характеру,
якщо кiнематика дозволяє вихiд вiртуального еле-
ктрона на масову поверхню, тобто величини 𝑔0 i
𝑔𝑧 задовольняють звичайне спiввiдношення мiж
енергiєю та iмпульсом електрона в магнiтному
полi:

𝑔20 = 𝑔2𝑧 +𝑚2 + 2𝑛ℎ𝑚2 = 𝐸2
𝑛. (37)

При цьому знаменник в пропагаторi (20) пере-
творюється на нуль. Для усунення розбiжностi
вводиться радiацiйна ширина вiртуального стану
Γ згiдно з правилом Брейта–Вiгнера [25]:

𝐸𝑛 → 𝐸𝑛 − 𝑖

2
Γ. (38)

Знайдемо резонанснi частоти фотонiв в ультра-
квантовому наближеннi, яке задається умовами

𝑙 ∼ 1, 𝑙ℎ≪ 1. (39)

Зазначимо, що данi умови характернi для субкри-
тичних полiв.

Обмежимося випадком, коли обидва фотони по-
ширюються перпендикулярно магнiтному полю, а
їх енергiя близька до порогової:

𝑘1𝑧 = 𝑘2𝑧 = 0,

𝑊 = �̃�𝑒 + �̃�𝑝 + 𝛿𝑊, 𝛿𝑊 . 𝑚ℎ.
(40)

Тодi вираз для iмпульсу (7) спрощується:

𝑝𝑒𝑧 =
√
𝑚𝛿𝑊. (41)

Враховуючи те, що в вершинах дiаграми вико-
нуються закони збереження, з умови (37) знайдемо
резонанснi частоти для першої дiаграми:

𝜔1 = 𝑚ℎ(𝑙𝑒 − 𝑛),

𝜔2 = 2𝑚+𝑚ℎ(𝑙𝑝 + 𝑛) + 𝛿𝑊.
(42)

Звiдси видно, що пара утворюється жорстким
фотоном, а м’який викликає перехiд вiртуально-
го електрона мiж рiвнями Ландау. Цей результат
не є несподiваним, оскiльки в резонансi процес мо-
жна представити як послiдовнiсть однофотонного
народження пари та поглинання фотона.
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5. Резонансний перерiз

Проведемо оцiнку резонансного перерiзу двофо-
тонного народження пари в ультраквантовому на-
ближеннi. Вважатимемо виконаними умови (40)–
(42). Крiм того, виберемо енергетично вигiднi по-
ляризацiї частинок [26, 27] та номери рiвнiв Лан-
дау, що вiдповiдають найнижчому резонансу:

𝜇𝑒 = −1, 𝜇𝑝 = +1, (43)

𝑙𝑒 = 1, 𝑙𝑝 = 𝑛 = 0. (44)

В амплiтудi (26) в сумi по 𝑛 залишимо лише ре-
зонансний доданок з 𝑛 = 0, в якому знаменник
прямує до нуля. При цьому друга дiаграма не дає
iстотного внеску в процес, оскiльки для неї резо-
нанснi умови не виконанi.

Враховуючи сказане вище, а також вирази для
резонансних частот (42) та умови (43), (44), розви-
немо амплiтуду (26) в ряд за малим параметром ℎ.
Обмежившись нульовим наближенням, знайдемо

𝑆𝑓𝑖 ≈ 𝑒𝑖Φ𝑒2(2𝜋)4
𝑒−

1
ℎ sin𝛼1 cos𝛼2

𝑆𝑉 (𝑝20 − 𝐸2
𝑛)

×

× 𝛿3(𝛾1 + 𝛾2 − 𝑒− − 𝑒+). (45)

Згiдно з вiдомими правилами КЕД перерiз про-
цесу визначається як квадрат амплiтуди ймовiр-
ностi, помножений на iнтервал кiнцевих станiв та
подiлений на потiк 𝑗:

𝑑𝜎 =
|𝑆𝑓𝑖|2

𝑗𝑇

𝑆𝑑2𝑝𝑒
(2𝜋)2

𝑆𝑑2𝑝𝑝
(2𝜋)2

, (46)

𝑗 = (1− cos𝜒)/𝑉, (47)

де 𝑑2𝑝𝑒(𝑝) = 𝑑𝑝𝑒(𝑝)𝑦𝑑𝑝𝑒(𝑝)𝑧, 𝑇 – час, 𝜒 – кут мiж
фотонами.

Iнтегрування (46) за 𝑑2𝑝𝑝 можна провести за до-
помогою 𝛿-функцiй. Перерiз процесу не залежить
вiд 𝑝𝑒𝑦, тому iнтеграл по 𝑑𝑝𝑒𝑦 зводиться до мно-
ження виразу на величину 𝑝𝑒𝑦. Таким чином, ви-
никає множник 𝑆𝑝𝑒𝑦/𝑉 . Його можна позбутися,
згiдно з [28], ототожнивши довжину нормування
𝐿 = 𝑉/𝑆 з координатою центра ларморiвської ор-
бiти 𝑥0 = 𝑝𝑒𝑦/𝑚

2ℎ. Таким чином,

𝑆𝑝𝑒𝑦
𝑉

= 𝑚2ℎ. (48)

Останнiй iнтеграл по 𝑑𝑝𝑒𝑧 знайдемо, використавши
спiввiдношення

𝛿(𝜔1+𝜔2−𝐸𝑒−𝐸𝑝) =
𝑚

2𝑝𝑒𝑧

∑︁
𝛿(𝑝𝑒𝑧±

√
𝑚𝛿𝑊 ). (49)

Додатково, виразимо величини 𝛼1, 𝛼2 через
бiльш зручнi параметри Стокса:

sin2 𝛼𝑗 =
1

2
(1− 𝜉

(𝑗)
3 ),

cos2 𝛼𝑗 =
1

2
(1 + 𝜉

(𝑗)
3 ).

(50)

Остаточно, вираз для резонансного перерiзу на-
буває вигляду

𝜎 = 𝛼2 𝜋ℎ𝑒−
2
ℎ

8(1− cos𝜒)

√︂
𝑚

𝛿𝑊

(1− 𝜉
(1)
3 )(1 + 𝜉

(2)
3 )

(𝑔0 − 𝐸𝑛)2 +
Γ2

4

, (51)

де 𝛼 – стала тонкої структури.

6. Заключення

Проаналiзуємо одержаний вираз (51). Покажемо,
що резонансний перерiз факторизується на ймо-
вiрностi процесiв першого порядку. В ультракван-
товому наближеннi ймовiрностi однофотонного на-
родження 𝑒−𝑒+ пари та магнiтогальмiвного випро-
мiнювання мають вигляд [27]:

𝑑𝑊 rad
1,0

𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
𝑢=0

= 𝛼
𝑚ℎ2

4
(1− 𝜉

(1)
3 ), (52)

𝑊 𝑝𝑝
1,0 = 𝛼

𝑚ℎ

4
√︀
𝛿𝑊/𝑚

𝑒−
2
ℎ (1 + 𝜉

(2)
3 ) (53)

(використано умови (37), (43), (44)).
Таким чином, перерiз процесу (51) можна запи-

сати у виглядi формули Брейта–Вiгнера:

𝜎 =
2𝜋

𝑚2ℎ2(1− cos𝜒)

𝑑𝑊 rad
1,0

𝑑𝑢 |𝑢=0𝑊
𝑝𝑝
1,0

(𝑔0 − 𝐸𝑛)2 +
Γ2

4

. (54)

Насамкiнець, оцiнимо числове значення перерi-
зу (51) для випадку лобового зiткнення фотонiв
(𝜒 = 𝜋). Для прикладу, виберемо такi значення
параметрiв:

𝜉
(1)
3 = −1, 𝜉

(2)
3 = 1, (55)

ℎ = 0, 1, 𝛿𝑊 = 𝑚ℎ. (56)
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Тодi радiацiйна ширина та перерiз наближено до-
рiвнюють

Γ ≈ 7 · 1017 c−1, (57)

𝜎 ≈ 2 · 10−2 бн. (58)
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М.М.Дяченко, А.П.Новак, Р.И.Холодов

РЕЗОНАНСНОЕ ПОРОГОВОЕ ДВУФОТОННОЕ
РОЖДЕНИЕ 𝑒−𝑒+ ПАРЫ В СИЛЬНОМ МАГНИТНОМ
ПОЛЕ НА НИЖАЙШИЕ УРОВНИ ЛАНДАУ

Р е з ю м е

В работе рассмотрен процесс рождения электрон-позитрон-
ной пары двумя фотонами в сильном магнитном поле. Изу-
чена кинематика и найдена общая амплитуда процесса с
произвольной поляризацией частиц. Найдены условия резо-
нансного протекания реакции и проведена оценка сечения
в случае, когда электрон и позитрон занимают нижайшие
уровни (𝑙𝑒 = 1, 𝑙𝑝 = 0), которые удовлетворяют условиям
резонанса.

M.M.Dyachenko, O.P.Novak, R.I. Kholodov

RESONANT THRESHOLD TWO-PHOTON
𝑒−𝑒+ PAIR PRODUCTION ONTO THE LOWEST LANDAU
LEVELS IN A STRONG MAGNETIC FIELD

S u m m a r y

The process of electron-positron pair production by two pho-

tons in a strong magnetic field has been studied. The process

kinematics is considered, and the probability amplitude for ar-

bitrary polarizations of particles is found. The resonance con-

ditions are established, and the resonant cross-section is esti-

mated in the case where the electron and the positron occupy

the lowest levels (𝑙𝑒 = 1, 𝑙𝑝 = 0) that satisfy these resonance

conditions.
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