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МОДИФIКАЦIЯ МЕТОДУ ВИБIРКИ
МАЙЕРА ДЛЯ РОЗРАХУНКУ ВIРIАЛЬНИХ
КОЕФIЦIЄНТIВ ВИЩИХ ПОРЯДКIВУДК 533.75+536.4+536.92

Запропоновано комплексну методику обчислення вiрiальних коефiцiєнтiв вищих поряд-
кiв, що поєднує в собi квадратурнi методи iнтегрування i сучасний статистичний ме-
тод вибiрки Майера. На вiдмiну вiд оригiнальної вибiрки Майера дана методика не ви-
магає наявностi вже вiдомих еталонних вiрiальних коефiцiєнтiв для потенцiалу твер-
дих сфер i може використовуватися в широкому дiапазонi температур при будь-яких
потенцiалах взаємодiї. Крiм того, запропонована методика має бiльшу точнiсть при
менших обчислювальних витратах. За її допомогою були отриманi новi данi по сьомому
вiрiальному коефiцiєнту для потенцiалу Леннард-Джонса (12-6).

К люч о в i с л о в а: вiрiальний коефiцiєнт, незвiдний груповий iнтеграл, функцiя Майера,
вибiрка Майера, метод Монте-Карло.

1. Вступ

Теоретичний опис щiльних станiв речовини i, зо-
крема, фазових переходiв першого роду залишає-
ться актуальною проблемою статистичної фiзики
[1]. Одним з широко вiдомих пiдходiв, що мають
точне статистичне обґрунтування, вже бiльше со-
тнi рокiв є вiрiальне рiвняння стану, в якому сте-
пеневi (вiрiальнi) коефiцiєнти визначаються через,
так званi, незвiднi iнтеграли вiдповiдного поряд-
ку [2]:

𝐵𝑘+1 = − 𝑘

𝑘 + 1
𝛽𝑘.

Нещодавно на базi точного групового розклада-
ння конфiгурацiйного iнтеграла був запропонова-
ний iнший пiдхiд [3–7], що має бiльшу область за-
стосовностi. У рамках цього пiдходу i конфiгура-
цiйний iнтеграл, i рiвняння стану також виража-
ються через незвiднi iнтеграли, що робить задачу
визначення цих iнтегралiв (або вiрiальних коефi-
цiєнтiв) ще бiльш актуальною.

На жаль, навiть для найпростiших модельних
потенцiалiв мiжмолекулярної взаємодiї ця зада-
ча все ще пов’язана зi значними технiчними тру-
днощами, незважаючи на швидкi темпи розвитку
обчислювальної технiки. Для реалiстичних (тих,
що враховують i притягання, i вiдштовхування)
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потенцiалiв квадратурними методами на сьогоднi
вдається розрахувати вiрiальнi коефiцiєнти тiльки
до п’ятого порядку, включно [8–10].

Абсолютно новий пiдхiд до обчислення вiрiаль-
них коефiцiєнтiв був запропонований колективом
пiд керiвництвом Девiда Кофке [11–13]. Вiн за-
снований на методi зонтичної вибiрки (“umbrella
sampling” – рiзновид алгоритму Метрополiс Мон-
те-Карло [14]), де у ролi густини ймовiрностi вико-
ристовується пiдiнтегральний вираз (сума рiзних
добуткiв функцiй Майера [2]) i, сам по собi, при-
значений тiльки для обчислення вiрiальних коефi-
цiєнтiв, що й визначило його назву – метод вибiрки
Майера [11]. На сьогоднiшнiй день для потенцiалу
Леннард-Джонса (12-6) цей метод дозволив роз-
рахувати при рiзних температурах значення шо-
стого, сьомого i, навiть, декiлька значень восьмого
вiрiального коефiцiєнта [12, 13].

Однак метод вибiрки Майера в своїй оригiналь-
нiй формi має певнi обмеження. Вiн потребує на-
явностi вже вiдомого еталонного вiрiального кое-
фiцiєнта того порядку, що i шуканий. У ролi та-
ких еталонiв використовуються вiрiальнi коефiцi-
єнти для потенцiалу твердих сфер, якi на сього-
днi досить точно визначенi до десятого порядку,
включно. При високих температурах подiбний ви-
бiр еталона досить виправданий, але при низьких
i навколокритичних температурах принципова рi-
зниця в поведiнцi потенцiалiв Леннард-Джонса i
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Рис. 1. Деякi з простих графiв сьомого вiрiального коефi-
цiєнта: №1 (а), № 14 (б ) i № 26 (в) згiдно з нумерацiєю в
роботi [15]

твердих сфер приводить до значних похибок об-
числень.

Метою даних дослiджень були подальший роз-
виток та удосконалення iснуючого методу вибiрки
Майера, що дозволило б виключити властивi йому
обмеження та пiдвищити його ефективнiсть при
розрахунку вiрiальних коефiцiєнтiв вищих поряд-
кiв для самих рiзних потенцiалiв мiжмолекулярної
взаємодiї.

2. Теоретичне обґрунтування

Суть вибiрки Майера полягає у визначеннi вiрi-
ального коефiцiєнта (або незвiдного групового iн-
теграла) Γ порядку 𝑛 за вже вiдомим еталонним
iнтегралом Γ0 (варiант прямої вибiрки):

Γ = Γ0
⟨𝛾/𝜋⟩𝜋
⟨𝛾0/𝜋⟩𝜋

. (1)

В (1) символ 𝛾 означає величину пiдiнтегрально-
го виразу – складної суми добуткiв функцiй Майе-
ра:

𝑓(𝑟𝑖𝑗) = exp

(︂
−𝑢(𝑟𝑖𝑗)

𝑘𝑇

)︂
− 1 (2)

для рiзних пар 𝑖𝑗 з 𝑛 молекул при заданому по-
тенцiалi взаємодiї 𝑢(𝑟). Величина 𝛾 вiдповiдає шу-
каному iнтегралу, а 𝛾0 – еталонному iнтегралу.
Функцiя 𝜋 в (1) являє собою густину ймовiрностi,
згiдно з якою приймається або вiдкидається дана
конфiгурацiя (точка в конфiгурацiйному просто-
рi молекул) вiдповiдно до звичайного алгоритму
Метрополiса. Дужки в (1) означають усереднення
по всьому ансамблю конфiгурацiй. Масштаб про-
сторового кроку при переходi мiж точками (кон-
фiгурацiями) пiдбирається дослiдним шляхом для
забезпечення 50-ти вiдсоткового прийняття конфi-
гурацiй [14].

Для зменшення дисперсiї одержуваних значень,
тобто для пiдвищення точностi та ефективностi
методу, ключовим є вибiр, як еталона (Γ0, 𝛾0), так
i густини ймовiрностi (𝜋). Важливо, щоб конфiгу-
рацiйнi простори для 𝛾 i 𝛾0 вiдрiзнялися якомо-
га менше, або перекривалися у найбiльш вагомих
областях, а функцiя 𝜋 адекватно вiдображала б
цю вагу. Подiбнi методи максимально ефективнi
у випадках, коли конфiгурацiйний простiр одного
iнтеграла є лише частиною простору другого, тоб-
то повнiстю перекривається ним (звiдки i загальна
назва методiв – зонтична вибiрка) [14]. Тодi густи-
ну ймовiрностi 𝜋 вибирають пропорцiйною пiдiн-
тегральному значенню другого iнтеграла.

При вибiрцi Майера в її оригiнальному форму-
люваннi 𝛾 та 𝛾0 обчислюються як повнi незвiднi
груповi iнтеграли (для всiх можливих комбiнацiй
добуткiв функцiй Майера). Тiльки 𝛾 обчислюється
для шуканого потенцiалу, а 𝛾0 – для еталонного
потенцiалу (твердих сфер).

Для шостого вiрiального коефiцiєнта обчислен-
ня як 𝛾, так i 𝛾0 означає суму по 56 рiзних комбi-
нацiях (рiзним графам). Для сьомого коефiцiєнта
число рiзних графiв досягає вже 468 (!) [15]. У ролi
густини ймовiрностi Д. Кофке з колегами пропо-
нують використовувати 𝜋 = |𝛾|.

Необхiдно вiдзначити, що принципова вiдмiн-
нiсть потенцiалiв примусила авторiв методу вико-
ристовувати “промiжну” функцiю 𝛾𝑂𝑆 (𝛾, 𝛾0) [16] i
замiсть прямої вибiрки реалiзовувати, так звану,
перекриваючу (overlap sampling). При цьому для
обчислення одного значення коефiцiєнта проводи-
лося, по сутi, два незалежних розрахунки з пiдбо-
ром свого просторового кроку для кожного, та ще
й з пiдбором параметрiв функцiї 𝛾𝑂𝑆 [12, 13].

Замiсть введення “промiжної” функцiї можна
збiльшити ефективнiсть обчислень пiдбором ета-
лонного iнтеграла, тобто величини 𝛾0. Справа в то-
му, що iз сукупностi всiх можливих добуткiв фун-
кцiй Майера (кожен такий добуток зазвичай зо-
бражується вiдповiдним графом), що формують
повний незвiдний iнтеграл будь-якого великого по-
рядку, завжди знайдеться велика кiлькiсть таких,
якi досить просто розраховуються квадратурними
методами. Наприклад, 10-ти зв’язковий граф сьо-
мого вiрiального коефiцiєнта (рис. 1 в) по складно-
стi iнтегрування, практично, не вiдрiзняється вiд
третього вiрiального коефiцiєнта [9, 10]. Не наба-
гато складнiше обчислюються квадратурними ме-
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тодами також iнтеграли, зображенi графами (а) i
(б ) на рис. 1.

Взагалi, з 56 графiв шостого вiрiального коефi-
цiєнта сума по 41 графу може бути розрахована
методом квадратур не складнiше, нiж четвертий
вiрiальний коефiцiєнт [9, 10]. Те саме вiдноситься
до бiльш нiж 200 з 468 графiв сьомого вiрiального
коефiцiєнта.

З одного боку, для визначення коефiцiєнта зали-
шається обчислити методом вибiрки Майера суму
по меншому числу графiв, що означає меншу скла-
днiсть та бiльшу швидкiсть алгоритму. З iншого
боку, вже вiдомi (тобто попередньо обчисленi мето-
дом квадратур) простi iнтеграли можуть викори-
стовуватися як еталоннi для визначення Γ0 та 𝛾0.

Для сьомого коефiцiєнта всi графи, що не роз-
раховуються методом квадратур, являють собою
бiльш складнi варiанти всього трьох простих гра-
фiв на рис. 1. Вони вiдрiзняються вiд цих трьох
тiльки наявнiстю рiзних додаткових “зв’язкiв” мiж
частинками (функцiй Майера). Вiдсутнiсть такого
“зв’язку” можна розглядати як функцiю 𝑓0 ≡ 1 у
добутку. Зважаючи на швидке спадання функцiї
Майера (2) iз вiдстанню, її наявнiсть в добутку
ефективно обмежує конфiгурацiйний простiр вiд-
повiдного iнтеграла порiвняно з тим, де ця фун-
кцiя замiнена на 𝑓0.

З цiєї точки зору, iнтеграл, що вiдповiдає най-
простiшому графу в подiбнiй iєрархiї, має загаль-
ний для усiх своїх похiдних (тобто графiв з до-
датковими “зв’язками”) конфiгурацiйний простiр
i може служити для них еталоном, а його пiдiн-
тегральний вираз може бути функцiєю 𝛾0. Вибiр
простого 𝛾0, в свою чергу, спрощує та прискорює
алгоритм обчислень, а у ролi густини ймовiрностi
для такого варiанта найлогiчнiше було б викори-
стовувати 𝜋 = |𝛾0| або 𝜋 = |𝛾0|+ |𝛾|.

Для пiдвищення точностi було б бажано виби-
рати еталоннi iнтеграли найбiльшої складностi – з
максимально близьким до шуканої суми iнтегралiв
конфiгурацiйним простором. Однак, окремi розра-
хунки декiлькох груп iнтегралiв складно було б на-
звати ефективним методом визначення всього вiрi-
ального коефiцiєнта. Тим бiльше, що результуюча
похибка, як сума похибок окремих обчислень, мо-
же виявитися занадто великою, навiть за малостi
останнiх.

З урахуванням усього зазначеного вище про-
понується внести такi змiни в метод розрахун-

ку вiрiальних коефiцiєнтiв за допомогою вибiрки
Майера:

– Всi iнтеграли, що входять до коефiцiєнта, по-
передньо розбиваються на двi групи – тi, що ви-
значатимуться методами квадратур, i тi, якi бу-
дуть обчислюватися вибiркою Майера. Для змен-
шення похибки важливо, щоб внесок другої групи
в загальну суму був якомога менше (мова йде саме
про сумарну величину складних iнтегралiв другої
групи, а не про їх кiлькiсть). Досвiд показує, що
виключення лише одного iнтеграла дуже сильно
впливає на всю суму. З метою зменшення цiєї суми
можна навiть частину одного або декiлькох iнте-
гралiв перемiстити з однiєї групи до iншої.

– З першої групи вибирається мiнiмально мо-
жливе число еталонних iнтегралiв, через якi ви-
ражаються (шляхом додавання нових “зв’язкiв” у
графи) всi iнтеграли другої групи. Пiдiнтеграль-
ний вираз таких еталонних iнтегралiв використо-
вується як 𝛾0 у подальшому розрахунку iнтегра-
лiв другої групи методом вибiрки Майера. Через
дуже складну поведiнку вiдповiдних 𝛾 та 𝛾0, для
того, щоб гарантувати коректний облiк усiх ва-
гомих конфiгурацiй, найбiльш доречним вибором
функцiї густини ймовiрностi є 𝜋 = |𝛾0|+ |𝛾|.

3. Технiчна реалiзацiя

Для дослiдження ефективностi та адекватностi за-
пропонованої комплексної методики розрахунку
вiрiальних коефiцiєнтiв було вибрано сьомий ко-
ефiцiєнт для потенцiалу Леннард-Джонса (12-6):

𝑢 (𝑟) = 4𝜖

[︂(︁𝜎
𝑟

)︁12
−

(︁𝜎
𝑟

)︁6]︂
.

З одного боку, по цьому коефiцiєнту вже iсну-
ють данi для порiвняння [12, 13], а, з iншого боку,
кiлькiсть цих даних, так само як i їх точнiсть (осо-
бливо в навколокритичнiй областi), все ще досить
обмежена i додатковi розрахунки могли б iстотно
доповнити наявну iнформацiю.

З 468 iнтегралiв, що входять до сьомого вiрi-
ального коефiцiєнта [15], 156 (2 з них – частко-
во) розраховувались за методом Гаусса [10]. Така
кiлькiсть була пiдiбрана з метою зменшення суми
решти iнтегралiв в областi низьких температур (в
областi високих температур данi [12,13] мають до-
статньо малi похибки i не потребують подальших
уточнень).
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Сьомий вiрiальний коефiцiєнт для потенцiалу
Леннард-Джонса (12-6) у безрозмiрнiй формi 𝐵*

7 = 𝐵7/𝜎18 для рiзних значень приведеної
температури 𝑇 * = 𝑘𝑇/𝜖. У дужках вказано величину 67% довiрчого iнтервалу,
порядок якого вiдповiдає розряду останньої значущої цифри

𝑇 * 𝐵*
7 𝐵*

7 з [13] 𝑇 * 𝐵*
7 𝐵*

7 з [13] 𝑇 * 𝐵*
7 𝐵*

7 з [13]

0,200 −5(2)·1026 0,9250 −3,08(4)·104 1,450 −1,1(6)
0,250 −3,8(2)·1020 0,9500 −1,75(4)·104 1,475 −0,1(8)
0,300 −8,19(9)·1016 0,9750 −10,0(2)·103 1,500 2(1)
0,400 −4,64(1)·1012 1,0000 −5,8(2)·103 −5,4(2)·103 1,525 4(1)
0,500 −1,342(2)·1010 1,0250 −3,1(1)·103 1,550 2(1)
0,550 −1,466(3)·109 1,0500 −2,0(1)·103 1,575 0,6(8)
0,575 −5,448(10)·108 1,0750 −1,01(8)·103 1,600 3(2) 2(1)
0,600 −2,153(3)·108 −2,13(3)·108 1,1000 −680(70) 1,650 4,1(9)
0,625 −9,01(2)·107 1,1250 −340(50) 1,700 4(1)
0,650 −3,97(1)·107 1,1500 −200(40) 1,800 5,2(7)
0,675 −1,809(5)·107 1,1750 −110(30) 1,900 5,2(6)
0,700 −8,62(3)·106 1,2000 −30(10) −60(20) 2,000 5,2(4) 5,5(2)
0,725 −4,23(2)·106 1,2250 −12(9) 2,100 4,9(3)
0,750 −2,114(9)·106 1,2500 −10(7) 2,250 4,2(3)
0,775 −1,102(5)·106 1,2625 −4(6) 2,500 3,2(2)
0,800 −5,84(3)·105 −5,87(10)·105 1,2750 4(5) 3,000 1,67(9) 1,77(1)
0,825 −3,15(2)·105 1,2875 6(5) 4,000 0,71(3) 0,728(4)
0,850 −1,71(1)·105 1,3000 4(4) 5,000 0,34(4)
0,875 −9,7(1)·104 1,3500 1(4) 7,000 0,13(3)
0,900 −5,38(7)·104 1,4000 −0,7(5) 10,00 0,05(2) 0,0698(2)
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Рис. 2. Сьомий вiрiальний коефiцiєнт потенцiалу Леннард-Джонса в iнтервалi приведеної температури 0,25–15 (а) та в
навколокритичнiй областi (б ). Вертикальнi вiдрiзки показують 67% довiрчий iнтервал. Точки (б ) вiдповiдають даним [13]
з таким самим довiрчим iнтервалом (пунктирнi вiдрiзки)
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Модифiкацiя методу вибiрки Майера

Сучаснi графiчнi процесори можуть реалiзову-
вати апаратну багатопоточнiсть, що робить повто-
рюванi операцiї над числами з плаваючою комою
в сотнi разiв ефективнiше порiвняно iз аналогiчни-
ми розрахунками на базi центрального процесора.
Можливостi обчислювальних функцiй графiчного
процесора сьогоднi надають (приблизно в рiвно-
му обсязi) платформа CUDA i бiблiотека DirectX11
(за допомогою технологiї ComputeShader).

Для прискорення розрахункiв використовувався
саме другий варiант (DirectX11). Однiєю процеду-
рою обчислювалися як сума всiх 156 iнтегралiв,
так i окремi еталоннi iнтеграли для використання
на наступному етапi розрахункiв. Для кожної з ви-
браних температур обчислювалися значення для
30, 60 i 120 вузлiв Гаусса, а похибка оцiнювалася
процесом Ейткєна [17].

Решта iнтегралiв сьомого коефiцiєнта (314,
включаючи 2 неповних) була роздiлена на 3 групи:
148 тих, що можна отримати додаванням зв’язкiв
до простого iнтеграла, зображеного графом (а) на
рис. 1, 122 похiдних вiд графа (б ) та 44 похiдних
вiд графа (в) на тому самому рисунку. Саме цi три
iнтеграли i були вибранi як еталоннi.

При комп’ютернiй реалiзацiї алгоритму вибiрки
Майера також використовувалася багатопоточна
технологiя ComputeShader бiблiотеки DirectX11.
Кожен потiк моделював свiй зразок з семи молекул
та використовував свiй власний генератор випад-
кових чисел. Зважаючи на неможливiсть реалiза-
цiї у багатопотоковому режимi вихору Мерсенна,
деякi автори [13] використовують в подiбних ви-
падках лiнiйний конгруентний генератор. Але по-
рiвняно малий перiод цього генератора (∼ 232) мо-
же призводити до значних кореляцiй результатiв.
Тому для кожного потоку використовувався трохи
складнiший генератор з бiльшим перiодом (∼ 288)
Taus88 [18].

Було реалiзовано три рiзних варiанти прямої ви-
бiрки Майера:

– Незалежно одна вiд одної за формулою (2) ви-
значалися три величини: сума 148 iнтегралiв (як
𝛾) при еталонному iнтегралi (а) на рис. 1 (як 𝛾0),
сума 122 iнтегралiв при еталонному iнтегралi (б )
та сума 44 iнтегралiв при еталонному iнтегралi (в)
на рис. 1.

– Визначалися двi незалежнi суми: 148 iнтегра-
лiв при еталонному iнтегралi (а) та 166 iнтегралiв
при еталонному iнтегралi (б ) на рис. 1.

– Визначалася сума вiдразу всiєї решти – 314
iнтегралiв (𝛾) при еталонному iнтегралi (𝛾0), як
суми iнтегралiв (а) i (б ) на рис. 1.

Незважаючи на те, що в перших двох варiантах
збiжнiсть окремих результатiв була кращою, су-
марна похибка виявилася того самого порядку, що
i в останньому варiантi. Тому для безпосереднiх
розрахункiв використовувався, все ж таки, варi-
ант iз розрахунком одразу всiєї суми, як найбiльш
ефективний.

Результати розрахункiв у безрозмiрному виглядi
𝐵*

7 = 𝐵7/𝜎
18 наведенi в таблицi та на рис. 2.

Для рiзних приведених температур 𝑇 * = 𝑘𝑇/𝜖
проводилося вiд 50 до 400 дослiдiв по 5 · 109 то-
чок (конфiгурацiй) кожен. Для порiвняння також
приведенi данi [13], отриманi перекриваючою (!)
вибiркою Майера в оригiнальнiй формi за допо-
могою 432–18800 окремих дослiдiв по 109 точок
кожен.

Отриманi данi дозволяють зробити висновок
про те, що запропонована методика ефективнiше
звичайної вибiрки Майера, принаймнi в областi
низьких температур, як це й було заплановано. За
її допомогою були вперше одержанi значення сьо-
мого вiрiального коефiцiєнта потенцiалу Ленард-
Джонса для температур нижче 0,6 ·𝜖/𝑘 i доповненi
данi в навколокритичнiй областi.

4. Висновки

Було внесено iстотнi змiни у вiдомий метод роз-
рахунку вiрiальних коефiцiєнтiв вищих порядкiв,
заснований на, так званiй, вибiрцi Майера. Розро-
блена комплексна методика поєднує в собi перева-
ги як квадратурних методiв, так i самої вибiрки
Майера.

Найголовнiшими її перевагами є гнучкiсть i
унiверсальнiсть – вона не потребує знання ета-
лонного вiрiального коефiцiєнта того ж поряд-
ку, отриманого iншими методами для простi-
ших потенцiалiв, та може застосовуватися в будь-
якому дiапазонi температур для рiзних потенцiа-
лiв взаємодiї.

Крiм того, запропонована методика має бiльшу
точнiсть при менших обчислювальних витратах,
що вiдiграє ключову роль при розрахунках вiрi-
альних коефiцiєнтiв високих порядкiв.

До недолiкiв методики можна вiднести її вiдно-
сну складнiсть – вона вимагає значної дослiдни-
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цької роботи на етапi пiдготовки, але всi цi попе-
реднi зусилля окупаються ефективнiстю самих об-
числень.
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М.В.Ушкац
МОДИФИКАЦИЯ МЕТОДА ВЫБОРКИ
МАЙЕРА ДЛЯ РАСЧЕТА ВИРИАЛЬНЫХ
КОЭФФИЦИЕНТОВ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ

Р е з ю м е

Предлагается комплексная методика вычисления вириаль-
ных коэффициентов высших порядков, сочетающая в себе
квадратурные методы интегрирования и современный ста-
тистический метод выборки Майера. В отличие от ориги-
нальной выборки Майера, данная методика не требует на-
личия уже известных эталонных вириальных коэффици-
ентов для потенциала твердых сфер и может использова-
ться в широком диапазоне температур при любых потенци-
алах взаимодействия. Кроме того, предлагаемая методика
обладает большей точностью при меньших вычислитель-
ных затратах. С ее помощью были получены новые данные
по седьмому вириальному коэффициенту для потенциала
Леннард-Джонса (12-6).

M.V.Ushcats
MODIFICATION OF THE MAYER
SAMPLING METHOD FOR THE CALCULATION
OF HIGH-ORDER VIRIAL COEFFICIENTS

S u m m a r y

A technique for the calculation of high-order virial coefficients,

which combines the quadrature integration and the Mayer sam-

pling Monte Carlo method (MSMC), is proposed. Unlike the

original MSMC, this technique does not require to know the

reference coefficients for the hard-sphere potential and can be

used in a wide range of temperatures and for various interaction

potentials. In addition, the proposed method has a higher ac-

curacy at lower computational costs. It has been used to obtain

some new data on the seventh virial coefficient of the Lennard-

Jones (12-6) model.
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