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ЗВУКОВI КОЛИВАННЯ В IОННОМУ
КРИСТАЛI ПРИ ВРАХУВАННI КОРЕЛЯЦIЙ
ЕЛЕКТРИЧНОГО ПОЛЯУДК 530.1

Розглянуто малi коливання в твердому дiелектрику в самоузгодженому електричному
полi, яке має в рiвновазi рiвний нулю перший момент i вiдмiнний вiд нуля другий мо-
мент напруженостi. У рiвняннi Ейлера запроваджено нову змiнну – другий момент
напруженостi електричного поля, для якого отримано часове рiвняння на основi рiв-
нянь Максвелла в гiдродинамiчному наближеннi. Отримано хвильове рiвняння та зна-
йдено двi поперечнi та поздовжню звуковi гiлки коливань. Обчислено значення швид-
костi поперечного звуку, якi вiдповiдають з точнiстю порядку 10 вiдсоткiв знайденим
за модулем зсуву значенням.
Ключ о в i с л о в а: звуковi коливання, кореляцiя електричного поля, рiвняння Ейлера.

Розглянемо низькочастотнi довгохвильовi звуковi
коливання в iонному кристалi. Ми будемо вважа-
ти, що iони взаємодiють лише через посереднiсть
самоузгодженого електростатичного поля [1]. Цей
пiдхiд узагальнює розгляд [2] звукових коливань у
металi, де за допомогою самоузгодженого електро-
магнiтного поля було описано лише взаємодiю мiж
протилежно зарядженими пiдсистемами. Для про-
стоти припустимо однорiднiсть та iзотропiю систе-
ми. Будемо здiйснювати спiльний опис позитивної
i негативної компонент єдиними локальними зна-
ченнями густини маси ρ, тиску P i масової швид-
костi v. Окрiм цих чисто гiдродинамiчних величин
однак, в кристалi присутнє мiкроскопiчне електри-
чне поле, вiдповiдальне як за притяжiння iонiв на
великих вiдстанях, так i за вiдштовхування на ма-
лих. Це поле є випадковою величиною з рiвним ну-
лю першим моментом напруженостi електричного
поля E (ми не розглядаємо п’єзоелектрики) i вiд-
мiнним вiд нуля другим пiсля усереднення за фiзи-
чно малим об’ємом. У стандартне рiвняння Ейлера
входить квадратичний по електричному полю тен-
зор напружень Максвелла [3], який в нашому на-
ближеннi повнiстю визначається тензором 〈ElEm〉.
Для останнього ми побудуємо часове рiвняння в гi-
дродинамiчному наближеннi. Як вiдомо [4], у ви-
падку iдеального кристала без дефектiв типу ва-
кансiй або зайвих атомiв у мiжвузлях, який тiльки
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ми i розглядаємо, швидкiсть точок середовища збi-
гається з похiдною за часом вiд їх зсуву v = ∂u/∂t,
де uα є полем зсуву (вектором деформацiї [4]), що
характеризує перемiщення точки такого середови-
ща. Тому ми можемо описувати динамiку кристала
масовою швидкiстю.
Випишемо стандартнi рiвняння iдеальної гiдро-

динамiки для дiелектрика, нехтуючи усiма дисипа-
тивними ефектами (в’язкiстю, теплопровiднiстю)
[3]. Рiвняння неперервностi

∂tρ + divρv = 0 (1)

i рiвняння Ейлера

∂t (ρvi) + ∂kπik = 0, (2)

тут запроваджено позначення для похiдної
∂/∂xk = ∂k i для тензора потоку iмпульсу:

πik = ρvivk + Pδik − (〈EiEk〉 −
〈
E2

〉
δik/2

)
ε/(4π).

(3)

Дiелектричну проникнiсть ε вважаємо сталою. Як
видно, в (3) входить тензор напружень Максвел-
ла, який повнiстю визначається другим моментом
〈EiEk〉. Часове рiвняння для вказаного моменту
отримаємо з рiвняння Максвелла для електрично-
го поля як випадкової величини

∂εE/∂t = c rotB − 4πσv, (4)
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Швидкостi поперечного звуку для деяких галоїдiв лужних металiв

Кристал ρ, г/см3 G · 1010, дiн/см2 uG
s · 105, см/с W · 10−11, ерг u⊥

s · 105, см/с u⊥
s /uG

s

LiF 2,601 51,2 4,44 1,68 5,10 1,15
NaF 2,805 31,4 3,35 1,49 3,77 1,13
NaCl 2,165 15,2 2,65 1,27 2,95 1,11
NaBr 3,200 11,8 1,92 1,21 2,17 1,13
KCl 1,990 12,7 2,53 1,15 2,49 0,99
KBr 2,750 10,2 1,93 1,10 1,93 1,00
KI 3,130 7,0 1,50 1,04 1,59 1,06
RbCl 2,799 8,9 1,78 1,11 1,92 1,08
RbBr 3,351 7,5 1,50 1,06 1,60 1,07
RbI 3,554 6,1 1,31 1,01 1,38 1,05

(тут σ – густина електричного заряду) помножив-
ши (4) на Ek у тiй самiй просторово-часовiй точцi i
симетризуючи по тензорних iндексах. Аналогiчно
рiвняння для другого моменту магнiтної iндукцiї
у магнiтогiдродинамiчному наближеннi отримано
у [5]. Врахуємо, що рiвноважне поле E iснує в не-
рухомiй системi координат, тому, згiдно з перетво-
реннями Галiлея [3], B′ = B + [v,E]ε/c:

∂εEiEk/∂t = c roti (B + [v,E]ε/c) Ek +

+ c rotk (B + [v,E]ε/c) Ei − 4πσ (viEk + vkEi) . (5)

Тепловими флуктуацiями поля будемо нехтувати.
Пiсля усереднення по малому об’єму останнiй до-
данок буде нелiнiйним i його можна опустити. Для
не магнiтоактивної речовини внутрiшнє магнiтне
поле мале порiвняно з електричним, тому будемо
нехтувати кореляцiями електричного i магнiтного
полiв. Зважаючи на iзотропiю задачi маємо

〈ElEm〉0 =
〈
E2

〉
0
δlm/3 = const. (6)

Тому, використовуючи (6), маємо з (5) лiнеаризо-
ване рiвняння

∂ 〈EiEk〉 /∂t = (∂kvi + ∂ivk − 2∂lvlδik)
〈
E2

〉
0
/3. (7)

У тензор потоку iмпульсу (2) входить вiдхилення
ентропiї, але звук є адiабатичним процесом, тому
пiсля лiнеаризацiї маємо

∂tvi+∂k

{
δikv2

sρ−(〈EiEk〉−〈ElEl〉 δik/2) ε/4π
}
/ρ0 =0.

(8)

Тут v2
s = (∂P/∂ρ)s, ρ0 – рiвноважне значення гу-

стини маси. Використовуючи (1) i (7) можна про-
диференцiювати (8) за часом:

∂2
t vi−v2

s∂i∂kvk−∂k (∂ivk+∂kvi)
〈
E2

〉
0
ε/(12πρ0) = 0.

(9)

Таким чином, отримано хвильове рiвняння (9) для
звукових коливань в iзотропному твердому тiлi.
Тут зручно перейти до фур’є-компонент за пра-
вилом

v (x, t) = ∫ d3kdωv (k, ω) eikx−iωt/(2π)4. (10)

Пiдставляючи (10) у рiвняння (9), знаходи-
мо дисперсiйнi рiвняння для двох поперечних
ω2 =

〈
E2

〉
0
ε/(12πρ0)k2 та поздовжньої ω2 =

=
(
v2

s +
〈
E2

〉
0
ε/(6πρ0)

)
k2 гiлок звукових коли-

вань. А отже, маємо швидкостi поперечних

u⊥
s =

√
〈E2〉0 ε/(12πρ0) (11)

та поздовжньої

u‖
s =

√
v2

s + 〈E2〉0 ε/(6πρ0) (12)

звукових хвиль. Як можна бачити з (12), якщо〈
E2

〉
0

= 0, ми отримуємо швидкiсть звуку в рiдинi
u
‖
s =

√
(∂P/∂ρ)s [6]. Як вiдомо з теорiї пружностi,

поперечна швидкiсть звуку у твердому тiлi може
бути виражена через модуль зсуву G [4]:

uG
s =

√
G/ρ0. (13)
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Тепер, як легко бачити з виразу (11), запровадже-
на рiвноважна кореляцiя поля також може бути
виражена через модуль зсуву:

G =
〈
E2

〉
0
ε/(12π). (14)

Вона забезпечує пружнi властивостi в системi. Як
вiдомо [7], в iонних кристалах енергiя когезiї −W
майже повнiстю є електростатичною. Це означає,
що через її густину можна оцiнити запроваджену
кореляцiю електричного поля:

Wn0 ≈ 〈
E2

〉
0
ε/(8π). (15)

Тут n0 – густина пар iонiв, бо когезiйна енергiя в
iонному кристалi вимiрюється саме в розрахунку
на iонну пару. Припущення (15) дозволяє оцiнити
значення швидкостi поперечного звуку (11):

u⊥
s =

√
2W/(3M), (16)

де M = M+ + M− – маса iонної пари. Порiвняв-
ши чисельнi значення швидкостi поперечного зву-
ку для деяких галоїдiв лужних металiв, що отри-
мано з (13) та з (16) (див. таблицю), бачимо добре
збiгання.
Густину ρ та модуль зсуву G взято з [8]. Енергiю

когезiї взято з роботи [7, табл. 20.5]. Всi данi – при
T = 298 K.
Отже, виходячи з гiдродинамiчної моделi опи-

су малих коливань в iонному кристалi, завдяки
врахуванню самоузгодженого електричного поля,
яке має рiвний нулю перший момент та ненульо-
вий другий момент, отримано двi поперечнi та по-
здовжню гiлки звукових коливань. Показано, що
величина швидкостi поперечних коливань з точнi-
стю порядку 10 вiдсоткiв вiдповiдає значенням, що
отриманi з теорiї пружностi.
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ЗВУКОВЫЕ КОЛЕБАНИЯ В ИОННОМ
КРИСТАЛЛЕ ПРИ УЧЁТЕ КОРРЕЛЯЦИЙ
ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ

Р е з ю м е

Рассмотрены малые колебания в твердом диэлектрике в са-
мосогласованном электрическом поле, которое имеет в рав-
новесии равный нулю первый момент и отличный от нуля
второй момент напряженности. В уравнении Эйлера введе-
на новая переменная – второй момент напряженности эле-
ктрического поля, для которого получено временное урав-
нение на основе уравнений Максвелла в гидродинамиче-
ском приближении. Получено волновое уравнение и най-
дены две поперечные и продольная звуковые ветви коле-
баний. Вычислены значения скорости поперечного звука,
которые отвечают с точностью порядка 10 процентов най-
денным по модулю сдвига значениям.

A.A. Stupka

SOUND VIBRATIONS IN IONIC CRYSTAL TAKING
ELECTRIC FIELD CORRELATIONS INTO ACCOUNT

S u m m a r y

Small vibrations in a solid insulator in the presence of a self-

consistent electric field with the first strength moment at the

equilibrium equal to zero and the second one different from zero

have been considered. A new variable, the second moment of

electric field strength, was introduced into the Euler equation,

and a temporal equation for this variable was derived on the

basis of Maxwell equations in the hydrodynamic approxima-

tion. A wave equation was obtained, and its solutions – two

transverse and one longitudinal sound vibration branches – are

found. The transverse sound velocity is calculated; the results

obtained correspond to those calculated using the shear mod-

ulus to an accuracy of about 10%.
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