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ЗСУВНА ТА ОБ’ЄМНА В’ЯЗКОСТI
ҐАДРОННОГО ГАЗУ В НАБЛИЖЕННI
ЧАСУ РЕЛАКСАЦIЇ ТА ЙОГО ПЕРЕВIРКАУДК 539

Обчислено зсувну та об’ємну в’язкостi ґадронного газу. Вони визначають його дисипа-
тивну динамiку i впливають на елiптичний потiк, який вимiрюється експерименталь-
но. Внаслiдок складностi цього обчислення наближення часу релаксацiї (НЧР) було ви-
користано в попереднiх роботах. Оскiльки цi результати наблизились до реалiстичних
результатiв, є необхiднiсть знайти, наскiльки точним є НЧР. Для цього обчислено
в’язкостi в НЧР, використовуючи перетини розсiяння, витягнутi з моделi ультра-
релятивiстської квантової молекулярної динамiки (УрКМД), та порiвняно їх з цими
самими обчисленнями, але без НЧР. Це дозволяє нам знайти оцiнки похибок через за-
стосування НЧР в обчисленнях в’язкостей, якi є вiрними i для iнших схожих моделей.
Наприклад, в iнтервалi температур 100 МеВ � T � 160 МеВ при нульових хiмiчних по-
тенцiалах зсувна в’язкiсть стає меншою до 1,57 разiв через застосування НЧР або до
1,45 разiв, якщо використовується усереднений час релаксацiї. Це має важливi наслiд-
ки для iнтерпретацiї попередньо зроблених обчислень в’язкостей та для деяких iнших
спорiднених обчислень. В рамках НЧР також знаходимо оцiнку збiльшення об’ємної
в’язкостi ґадронного газу через незбереження чисел частинок.
К люч о в i с л о в а: наближення часу релаксацiї, об’ємна в’язкiсть, зсувна в’язкiсть, ґа-
дронний газ.

1. Вступ

Зсувна та об’ємна в’язкостi необхiднi для дисипа-
тивного гiдродинамiчного опису. Цей опис знахо-
дить застосування до сильно взаємодiючої мате-
рiї, утвореної у зiткненнях важких iонiв. Зокре-
ма, її елiптичний потiк може бути вимiряним, див.
огляд [1].
У цiй статтi зосереджуємось на обчисленнi ко-

ефiцiєнтiв зсувної та об’ємної в’язкостi ґадронно-
го газу при нульових хiмiчних потенцiалах. Робота
[2] надає цi обчислення, близькi до реалiстичних, з
унiкальним просуненням вперед. Однак, вони зро-
бленi в НЧР.
НЧР для рiвняння Больцмана (РБ) вiдоме впро-

довж довгого часу, див., наприклад, [3]. Перева-
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га використання його в тому, що воно забезпечує
спрощення в обчисленнях. Однак, у всiх вiдомих
його реалiзацiях похибки вiд його застосування не
є контрольованими. Iснують деякi перевiрки i ана-
лiз НЧР [4–6], хоча цього недостатньо для оцiн-
ки похибок вiд застосування НЧР, якщо необхiднi
обчислення для ґадронного газу. Тож iснує необ-
хiднiсть перевiрити це наближення. Коли оцiнки
похибки для нього будуть знайденi, їх можна ви-
користати в iнших обчисленнях, що ґрунтуються
на НЧР (безпосередньо або пiсля модифiкацiї, ви-
ведення або застосування певного анзацу), напри-
клад, в [7] або гiдрокiнетичних обчисленнях [8].
Можна було б очiкувати, що коефiцiєнти тепло-
провiдностi та дифузiї, будучи, скорiше, близьки-
ми за їх властивостями до зсувної в’язкостi, ма-
ють приблизно тi самi похибки при маленьких у
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порiвняннi з температурою хiмiчних потенцiалах
та приблизно тих самих густинах.
Виявляється, що об’ємна в’язкiсть сильно збiль-

шується пiсля введення непружних (iз змiною чи-
сел частинок) процесiв. Їх врахування може ма-
ти деякi складнощi, хоча в НЧР вони можуть бу-
ти врахованi вiдносно легко. Також можна каза-
ти про наближене збереження чисел частинок, що
має конкретну математичну реалiзацiю для об’-
ємної в’язкостi. Роблячи порiвняння мiж макси-
мальним та мiнiмальним збiльшеннями (або мiж
випадками мiнiмального та максимального збере-
жень чисел частинок) в рамках однiєї i тiєї ж мо-
делi ґадронного газу та наближень, можна було б
знайти оцiнки похибок, потрiбнi в [2, 7, 9].

2. НЧР та результати

Система РБ у локальнiй системi спокою в НЧР
може бути записана у виглядi [3]:
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(0)
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кально рiвноважна функцiї розподiлу вiдповiдно,
τrel,k(t, r, p0

k) ≡ τrel,k(p0
k) – час релаксацiї, що зале-

жить вiд одночастинкової енергiї p0
k типу k (див.

[10]), vkl – релятивiстська вiдносна швидкiсть (див.
[11]), σtot

kl (s) – повний 2 ↔ 2 перетин розсiяння
(див. також коментарi нижче), s – звичайна змiнна
Мандельштама.
Ми також розглядаємо усереднений по iмпульсу

час релаксацiї як в [2]. Загалом це наближення не
має бути краще, однак, в наших обчисленнях ми
знаходимо його приблизно таким саме хорошим,
як i з часом релаксацiї, залежним вiд iмпульсу. В
[2] використовуються транспортнi перетини розсi-
яння, такi як i в [12]. Ґадроннi перетини розсiян-
ня УрКМД [13, 14], якi ми експлуатуємо 1, мають

1 Ми використовуємо покращенi та витягнутi з УрКМД пе-
ретини розсiяння, як це описано в [9].

деяку кутову екстраполяцiю вiд нуклонiв, але ми
просто не переймаємо її тут. Очiкуванi вiдхилен-
ня – на 4% або меньше. З покращеними транспорт-
ними перетинами розсiяння, такими як в [4,5], iзо-
тропнi повнi перетини розсiяння отримали б дода-
тковий множник 2/3 (а в’язкостi отримали б мно-
жник 3/2). Це не забезпечує кращий загальний
опис в’язкостей, але вiн є кращим при достатньо
високих температурах, див. нижче.
Ми використовуємо σtot

kl (s) як 2 ↔ n повнi пе-
ретини розсiяння (ППР), беручи до уваги також
квазiпружнi та iншi, окрiм 2 ↔ 2, процеси, як в [9].
Так що деякi перетини розсiяння пiдсумовуються
точно в повнi, а деякi пiдсумовуються приблизно.
Це наближення є хорошим, див. [9], для перевiрок.
До того ж ми також використовуємо пружнi плюс
квазiпружнi перетини розсiяння (ПКПР) [9] i зна-
ходимо приблизно тi самi оцiнки похибок, що i з
ППР. Iншi наближення, якi ми застосовуємо (рiв-
няння стану iдеального газу, немає ефектiв середо-
вища, класична статистика), приводять до малих
поправок [2, 9] принаймнi в дiапазонi температур
100 МеВ � T � 160 МеВ при нульових хiмiчних
потенцiалах. Якщо цi поправки не малi, то в при-
пущеннi вiдсутнiх або слабких кореляцiй з поправ-
ками вiд НЧР останнi все ще можуть бути засто-
совними.
Час релаксацiї входить в зсувну η та об’ємну ξ

в’язкостi як (див. [10]):
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де Q̂k є безрозмiрним джерелом об’ємної в’язко-
стi, яке ми беремо в зручнiй формi, як в [15].
Там наближення максимального збереження чисел
частинок означає, що заряди частинок є рiвними
дельта-функцiям Кронекера, qak = δak. Наближе-
ння максимального незбереження є еквiвалентним
випадку qak = 0 при нульових хiмiчних потенцiа-
лах. Є також умови фiту, якi можуть бути задово-
ленi, модифiкуючи додатково час релаксацiї [16].
Ми не дослiджуємо, чи забезпечує ця модифiка-
цiя НЧР кращий загальний опис. Ми зацiкавленi
в перевiрцi НЧР, яке використовується в [2].
На рис. 1 та 2 наведено результати обчислень

зсувної в’язкостi i об’ємної в’язкостi вiдповiдно при
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нульових хiмiчних потенцiалах. Окрiм обчислень
в НЧР там також зображенi обчислення, що ви-
користовують варiацiйний метод iз застосуванням
ППР [9]. По цих результатах можна побачити вiд-
хилення через застосування НЧР. Щоб побачити,
наскiльки сильно залежать цi вiдхилення вiд енер-
гетичної залежностi ППР, ми також зробили тi са-
мi розрахунки з ПКПР. Це майже не змiнює вiдхи-
лень, так що ми не показуємо результатiв з ПКПР.
Оскiльки температурна залежнiсть в’язкостей в
моделi SHMC [2] i в моделi цiєї статтi є подiбними
одна до одної, знайденi оцiнки похибок вiд засто-
сування НЧР повиннi бути приблизно тi самi для
моделi SHMC.
З рис. 1 видно, що у важливому дiапазонi тем-

ператур 2 зсувна в’язкiсть зменшується до 1,57 раз
через застосування НЧР. Якщо використовується
усереднений час релаксацiї, цi вiдхилення є дещо
меншими i досягають фактора 1,45, що є, скорiше,
випадковим полiпшенням. При менших темпера-
турах, поблизу мiнiмуму зсувної в’язкостi, цi вiд-
хилення є натомiсть дещо бiльшими. Також зсувна
в’язкiсть в НЧР, що бiльша у 3/2 раза (див. вище),
забезпечила б кращий опис за бiльш високих тем-
ператур, але гiрший опис поблизу мiнiмуму зсув-
ної в’язкостi. Цей мiнiмум для ґадронного газу по-
в’язаний з резонансними пiками в квазiпружних
перетинах розсiяння пiонiв, що домiнують при тих
енергiях i температурах. Так що ця швидка змi-
на в енергетичнiй залежностi перетинiв розсiяння
не дозволяє покращений опис в НЧР. При бiльш
високих температурах рiзнi енергетичнi залежно-
стi перетинiв розсiяння скорочують одна одну при-
близно, що приводить до кращого опису з одним
сталим перетином розсiяння 3 [9].
На рис. 2 продемонстровано обчислення об’єм-

ної в’язкостi в наближеннях мiнiмального i макси-
мального збережень чисел частинок (див. комен-
тарi вище). Обчислення об’ємної в’язкостi з вико-
ристанням варiацiйного методу показанi лише в
наближеннi максимального збереження, оскiльки
лише це наближення розглянуто в [9]. Оскiльки

2 При нульових хiмiчних потенцiалах маємо для темпера-
тури кiнетичного фрiз-аута T ≈ 120 МеВ [17], а для псев-
докритичної температури та температури хiмiчного фрiз-
аута маємо T ≈ 160 МеВ [17, 18].

3 В цьому наближеннi вiдхилення через застосування НЧР
є у 1,6–1,7 разiв в усьому розглянутому iнтервалi темпе-
ратур.

Рис. 1. Зсувна в’язкiсть залежно вiд температури. Роз-
рахунки виконанi з використанням варiацiйного методу в
третьому порядку (суцiльна лiнiя), використовуючи НЧР
(пунктирна лiнiя) i використовуючи НЧР з усередненим ча-
сом релаксацiї (лiнiя з точок)

Рис. 2. Об’ємна в’язкiсть залежно вiд температури. Розра-
хунки виконанi в наближеннi максимального збереження з
використанням варiацiйного методу в п’ятому порядку (су-
цiльна лiнiя) та з використанням НЧР (пунктирна лiнiя).
Розрахунки в наближеннi максимального незбереження з
використанням НЧР позначено лiнiєю з точок

обчислення об’ємних в’язкостей, використовуючи
НЧР з усередненим та неусередненим часом рела-
ксацiї, вiдрiзняються на 13% або менше, ми не по-
казуємо результати з усередненим часом релакса-
цiї. Об’ємна в’язкiсть в НЧР виявляється меншою
при всiх температурах в 1,4–2,4 раза 4.
Також з рис. 2 можна побачити, що збiльшен-

ня об’ємної в’язкостi через максимальне незбере-

4 Цi числа замiнюються на 2,1–2,6, якщо використовується
наближення одного сталого перетину розсiяння.
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ження чисел частинок є великим. При темпера-
турi хiмiчного фрiз-аута T ≈ 160 МеВ вiдношен-
ня об’ємної в’язкостi в НЧР з максимальним не-
збереженням до об’ємної в’язкостi з максималь-
ним збереженням дорiвнює 27,27. На лiнiї хiмiчно-
го фрiз-ауту, де пружнi плюс квазiпружнi частоти
є рiвними повним частотам, ми не знаємо апрiорi,
яке наближення домiнує в об’ємнiй в’язкостi, тому
нам треба роздiлити це число на два, щоб викори-
стовувати його як оцiнку похибки в розрахунках
з будь-яким з наближень. Також жодне з набли-
жень не повинно бути дiйсним за межами своєї
зони, обмеженої лiнiєю хiмiчного фрiз-аута. При
менших температурах (i тих самих хiмiчних по-
тенцiалах) така ж оцiнка похибки 13,64 може бу-
ти використана, оскiльки там непружнi процеси
стають слабше [9, 19]. Можна було б також по-
єднати згасання збiльшення об’ємної в’язкостi з
частотами зiткнень i помножити число 27,27 на
1 − rate elastic/rate total (або використати вiдповiд-
ний вираз iз зсувними в’язкостями або об’ємними
в’язкостями, якi є приблизно обернено пропорцiй-
ними до частот зiткнень, з [9]; ми не презентуємо
тут цей результат явно для компактностi). Темпе-
ратури T � 160 МеВ є менш цiкавими, оскiльки во-
ни знаходяться вище псевдокритичної температу-
ри [18], однак аналогiчна екстраполяцiя може бу-
ти зроблена при цих температурах. Ми наводимо
цi оцiнки iз застереженням, оскiльки розрахунки
на основi метода Чепмена–Енскога i варiацiйного
метода [15] дають помiтно бiльшу оцiнку.

3. Висновки

У прямому порiвняннi ми виявили, що зазвичай
можна очiкувати вiдхилення у в’язкостях через за-
стосування НЧР до 2–3 разiв з енергетичною зале-
жнiстю перетинiв розсiяння, як в ґадронному га-
зi, при розглянутих температурах 20 МеВ ≤ T ≤
≤ 260 МеВ i нульових хiмiчних потенцiалах.
При температурах T � 100 МеВ i нульових хi-

мiчних потенцiалах застосування НЧР зменшує
зсувну в’язкiсть η. Фактор цього вiдхилення до-
сягає 1,57 при T = 160 МеВ або 1,45, якщо вико-
ристовується усереднений час релаксацiї. Оскiль-
ки температурна залежнiсть η в моделi SHMC [2] i
в цiй роботi близькi одна до одної, знайденi оцiнки
похибки повиннi бути приблизно такими самими
там. Це пiдтверджує, що процеси мультиґадронно-

го утворення та деякi iншi, якi, як видно, не вра-
ховуються в [2], є важливими для отримання η/s
(s – густина ентропiї), яке б добре узгоджувалось
з експериментальними даними [9].
Використовуючи ППР, ми виявили, що вiдноше-

ння об’ємної в’язкостi з максимальним незбереже-
нням до об’ємної в’язкостi з максимальним збере-
женням дорiвнює 27,27 при температурi хiмiчного
фрiз-аута T ≈ 160 МеВ. Це число має бути роздi-
лене на два на лiнiї хiмiчного фрiз-аута, де перева-
га не надається апрiорi нi збереженню, нi незбере-
женню. За iнших температур деякi екстраполяцiї
можуть бути використанi. Для цiєї мети є бажа-
ними подальшi дослiдження. Ми презентуємо ту
оцiнку з застереженням, оскiльки розрахунки на
основi методу Чепмена–Енскога i варiацiйного ме-
тоду [15] дають помiтно бiльшi оцiнки. Якщо вони
помiтно бiльшi, це може бути випадком найбiль-
ших вiдхилень внаслiдок застосування НЧР.
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О.Мороз

СДВИГОВАЯ И ОБЪЁМНАЯ ВЯЗКОСТИ
АДРОННОГО ГАЗА В ПРИБЛИЖЕНИИ ВРЕМЕНИ
РЕЛАКСАЦИИ И ЕГО ПРОВЕРКА

Р е з ю м е

Вычислены сдвиговая и объемная вязкости адронного га-
за. Они определяют его диссипативную динамику и вли-
яют на экспериментально измеряемый эллиптический по-
ток. Из-за сложности этого вычисления в предыдущих ра-
ботах было использовано приближение времени релакса-
ции (ПВР). Поскольку эти результаты приблизились к
реалистичным, есть необходимость найти, насколько то-
чным является ПВР. Для этого мы вычисляем вязкости в
ПВР, используя сечения рассеяния, извлеченные из модели
ультрарелятивистской квантовой молекулярной динамики
(УрКМД), и сравниваем их с этими же вычислениями, но
без ПВР. Это позволяет нам найти оценки ошибок из-за
применения ПВР в вычислениях вязкостей, которые явля-
ются верными и для других похожих моделей. Например,
в интервале температур 100 МэВ � T � 160 МэВ при нуле-
вых химических потенциалах сдвиговая вязкость станови-
тся меньшей до 1,57 раз из-за использования ПВР или до
1,45 раз, если используется усредненное время релаксации.
Это имеет важные следствия для интерпретации ранее сде-
ланных вычислений вязкостей и для некоторых родствен-

ных вычислений. В рамках ПВР мы также находим оценку
увеличения объемной вязкости адронного газа из-за несо-
хранения чисел частиц.

O.Moroz

SHEAR AND BULK VISCOSITIES
OF THE HADRON GAS WITHIN RELAXATION
TIME APPROXIMATION AND ITS TEST

Р е з ю м е

We concentrate on the calculation of the shear and bulk vi-
scosities of a hadron gas. They define its dissipative dynami-
cs and influence its experimentally measurable elliptic flow.
Due to the difficulty of this calculation, the relaxation time
approximation (RTA) was used in previous works. As those
results have approached the realistic ones, there is a need to
find out how accurate RTA is. For this sake, we calculate the
viscosities in RTA, by using the cross sections extracted from
the ultrarelativistic quantum molecular dynamics (UrQMD)
model and compare them with the same ones calculated wi-
thout RTA. This allows us to find the estimates of errors due
to the application of RTA in the calculations of viscosities,
which are valid also for other similar models. For instance,
in the temperature region 100 MeV � T � 160 MeV at zero
chemical potentials, the shear viscosity becomes smaller up to
1.57 times or up to 1.45 times if the averaged relaxation time
is used. This has important consequences for the interpretati-
on of the previously made calculations of viscosities and some
other related calculations. Within RTA, we also find estimati-
on of the enhancement of the bulk viscosity of the hadron gas
because of the nonconservation of particle numbers.
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