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МАГНIТНI ВЛАСТИВОСТI КВАНТОВИХ
КIЛЕЦЬ ПРИ ВРАХУВАННI СПIН-ОРБIТАЛЬНОЇ
ТА ЕЛЕКТРОН-ЕЛЕКТРОННОЇ ВЗАЄМОДIЇУДК 621.38

У роботi наведено теоретичний розгляд впливу спiн-орбiтальної (СО) та електрон-
електронної (ЕЕ) взаємодiй на електронну намагнiченiсть квантових кiлець (КК). У
дослiдженнi використано теорiю функцiонала густини та рiвняння Кона–Шема для
розрахунку енергетичних рiвнiв електронiв у дворозмiрному квазiпараболiчному кван-
товому кiльцi, заповненому 2–6-ма електронами. Намагнiченiсть електронiв у кванто-
вому кiльцi розрахована при нульовiй температурi. Рiзка змiна намагнiченостi пов’я-
зана з перетином енергетичних рiвнiв електронiв (цi перетини є наслiдком врахування
спiн-орбiтальної або електрон-електронної взаємодiї).

К люч о в i с л о в а: Кон–Шем, кубiт, Хартрi–Фок, Бройден, Рашба, квантовi точки, спiн-
орбiтальне розщеплення.

1. Вступ

Галузь електронiки, робота приладiв якої ґрунтує-
ться на використаннi електронного спiнового сту-
пеня вiльностi, вiдома пiд назвою спiнтронiка. Де-
якi пристрої, що ґрунтуються на використаннi спi-
на електрона вже довели свою важливiсть, навiть
на комерцiйному рiвнi. Прикладом такого засто-
сування є спiновi клапани в зчитуючих головках
жорстких дискiв. Огляд даного напрямку наведе-
но в роботi [1].

Предметом даного дослiдження є квантовi кiль-
ця. Дослiдження даних систем є актуальним у си-
лу того, що КК та квантовi точки (КТ) можна
розглядати як штучнi атоми. На вiдмiну вiд зви-
чайних атомних систем КК мають цiлу низку осо-
бливостей, серед яких можливiсть керування ма-
гнiтними властивостями за допомогою зовнiшньо-
го електричного поля [2, 3].

Квантовi кiльця можуть бути використанi як ку-
бiти (qubits) в квантових комп’ютерах. Дослiдже-
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нi в роботi властивостi необхiдно враховувати при
проектуваннi таких пристроїв.

Мета даної роботи – проаналiзувати вплив спiн-
орбiтальної взаємодiї в слабких магнiтних полях
на магнiтнi властивостi малих напiвпровiднико-
вих квантових кiлець. Було розраховано нама-
гнiченiсть квантових кiлець в квазiпараболiчно-
му потенцiалi для електронiв, у випадку вра-
хування спiн-орбiтальної та електрон-електронної
взаємодiї.

У попереднiх роботах було проведено теорети-
чне дослiдження магнiтних властивостей кванто-
вих точок при врахуваннi СО [4] та ЕЕ [5] взаємо-
дiї, та КК при врахуваннi СО взаємодiї [6], але не
було враховано ЕЕ взаємодiю.

Для опису впливу спiн-орбiтальної взаємодiї на
намагнiченнiсть квантових кiлець було застосо-
вано наближення Рашби [7, 8]. Для розрахунку
впливу ЕЕ взаємодiї в квантоворозмiрних структу-
рах, як правило, застосовують наближення Хар-
трi, Хартрi–Фока та теорiю спiнового функцiонала
густини [9–13]. В роботi [14] детально порiвнянi рi-
знi пiдходи до обчислення енергiї основних станiв
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a b c
Рис. 1. Вигляд та профiль потенцiалу квантового кiльця

Рис. 2. Профiль потенцiалу квантового кiльця

електронiв у квантових точках (розглянуто випа-
док заповнення квантової точки 2–13 електрона-
ми). У вказанiй вище роботi показано, що похибка
при розрахунку енергiї основних станiв електронiв
за теорiю спiнового функцiоналу густини не пере-
вищує 2,5%. Тому в данiй роботi для опису ЕЕ вза-
ємодiї в структурах того самого класу застосовано
теорiю спiнового функцiонала густини.

2. Метод

Для опису властивостей магнiтних кiлець викори-
стано простий модельний потенцiал, що описує iзо-
льоване двовимiрне кiльце, розташоване в площи-
нi XY [15, 16]:

Vc(r) =
a1

r2
+ a2r

2 − V0, (1)

де V0 = 2
√
a1a2.

У данiй моделi як радiус, так i ширина кiльця
можуть бути вибранi незалежно. В попереднiх ро-
ботах [15, 16] було отримано енергетичний спектр

та намагнiченiсть за нульової температури i хви-
льовi функцiї у сталому магнiтному полi, прикла-
деному перпендикулярно до площини кiльця. Ав-
тори цих робiт не враховували нi СО, нi ЕЕ взає-
модiї.

Потенцiал (1) має такi властивостi:
а) iснує мiнiмум V (r0) = 0:

r = r0 =
(
a1

a2

)1/4

, (2)

який визначає середнiй радiус кiльця;
б) для r ≈ r0 потенцiал має просту параболiчну

форму V (r) ≈ 1
2mω

2
0 (r − r0)2 (рис. 2), де ω0 =

=
√

8a2
m характеризує розмiр потенцiальної ями,

m – ефективна маса електрона.
Потенцiал (1) також можна застосувати для

опису кiлькох iнших фiзичних систем, серед яких:
а) 1D кiльце, r0 = const i ω0 →∞;
б) 2D прямий дрiт, ω0 = const i r0 →∞;
в) квантова точка, a1 = 0;
г) iзольована антиточка, a2 = 0.

2.1. Одноелектронний гамiльтонiан

У присутностi однорiдного магнiтного поля В,
прикладеного вздовж осi симетрiї квантового кiль-
ця (z), одноелектронний гамiльтонiан у полярних
координатах r, ϕ записується як [17]:

H1 = − ~2

2m(E)

[
∂

r∂r
r
∂

∂r
+

1
r2

∂2

∂φ2

]
− i

2
mωc(E,B)×

× ∂

∂φ
+

1
8
m(E)ω2

c (E,B)r2 + Vc(r) + V R
so(r, φ) +

+
1
2
σzµBg(E)B, (3)

де перший доданок вiдповiдає за кiнетичну енер-
гiю електрона. Другий та третiй доданки описують
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вплив магнiтного поля на рух електрона, Vc(r),
V R
so(r, φ) – обмежуючий потенцiал та енергiя спiн-

орбiтальної взаємодiї вiдповiдно. Останнiй дода-
нок описує взаємодiю спiна електрона з магнiтним
полем.

Для ефективної маси використовується вираз
[8, 18]:

1
m(E)

=
1

m(0)
Eg (Eg+ Δ)
(3Eg+ 2Δ)

[
2

E + Eg
+

1
E + Eg+ Δ

]
,

(4)

де E вiдповiдно, енергiя електрона в зонi провiд-
ностi, m(0) – ефективна маса електрона на днi зо-
ни провiдностi, Eg та Δ – ширина забороненої зо-
ни та спiн-орбiтальне розщеплення валентної зони,
вiдповiдно,

ωc(E,B) =
eB

m(E)

– циклотронна частота електрона та σz–z-
компонента матрицi Паулi.

Для g-фактора використовується вираз [19]:

g(E) = 2
[
1− m0

m(E)
Δ

3(Eg + E) + 2Δ

]
, (5)

де µB = e~/2m0 – магнетон Бора, e – заряд еле-
ктрона, m0 – маса вiльного електрона.

Оператор енергiї спiн-орбiтальної взаємодiї, вве-
дений Рашбою, берется у виглядi [8, 20–22]:

V R
so(r, φ) = σzα

dVc(r)
dr

(
kφ +

e

2~
Br
)
, (6)

де kφ = −i(1/r)∂/∂φ та α – параметр спiн-
орбiтальної взаємодiї, введений Рашбою [8].

Стацiонарне рiвняння Шредiнгера з гамiльтонi-
аном (3) немає аналiтичного розв’язку, але воно
було розв’язане чисельно. Результати даних роз-
рахункiв наведено в роботi [6]. В роботi [6] також
наведено вигляд хвильової функцiї електрона.

2.2. Теорiя спiнового функцiонала густини

Пiд час розрахункiв енергiй та хвильових функцiй
електронiв, що знаходяться в деякiй обмеженiй
областi, необхiдно враховувати електростатичнi та
електромагнiтнi взаємодiї мiж частинками. Точне
рiшення такої задачi надзвичайно складне, тому

треба застосувати цiлу низку спрощень. Основою
для опису електронiв у обмежуючому потенцiалi
є теорiя функцiонала густини. Дана теорiя дозво-
ляє побудувати еквiвалентне одночастинкове пред-
ставлення складної багаточастинкової задачi.

Для розрахунку електронних спектрiв з одно-
часним врахуванням електрон- електронної та СО
взаємодiї розв’язано рiвняння Кона–Шема для
двовимiрного квазiпараболiчного квантового кiль-
ця, та проведено самоузгодженi розрахунки [9, 11]:[
H1 +

e2

κ

∫
w(r′)
|r− r′|

dr′ +
δExc (w, ζ)
δwσ(r)

]
ψσn,l (r) =

= εσn,lψ
σ
n,l (r), (7)

w(r) =
∑
σ

wσ(r) =
∑
σ

∑
n,l

∣∣ψσn,l(r)∣∣2, (8)

де H1 – гамiльтонiан електрона в одноелектрон-
ному наближеннi (рiвняння (3)). Iндекс σ ви-
значає спiн електронiв, ζ(r) – локальна спiнова
поляризацiя, κ – дiелектрична стала, та Exc –
функцiонал обмiнно-кореляцiйної енергiї, який бу-
ло використано в наближеннi локальної густи-
ни [10]. Тут, i надалi, використано атомнi одини-
цi, радiус береться в ефективних радiусах Бора
(κ~2/m∗e2) та енергiя в ефективних одиницях Хар-
трi (m∗e4/κ2~2):

Exc =
∫
w(r)εxc [w(r), ζ(r)]dr, (9)

ζ(r) =
w↑(r)− w↓(r)

w(r)
, (10)

де εxc [w(r), ζ(r)] – обмiнно-кореляцiйна енергiя,
що припадає на одну частинку однорiдного спiн-
поляризованого газу. В свою чергу, εxc [w(r), ζ(r)]
розглядається як сума обмiнної та кореляцiйної
енергiї [10]:

εxc [w(r), ζ(r)] = εx [w(r), ζ(r)] + εc [w(r), ζ(r)]. (11)

При врахуваннi електрон-електронної взаємодiї
обмежимось обмiнною енергiєю.

Для випадку двовимiрного електронного газу
обмiнна взаємодiя записується у виглядi

εx [w, ζ] = − 4
3rB

√
2w
π

[
(1 + ζ)3/2 + (1− ζ)3/2

]
, (12)

де rB – радiус Бора.
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a b c

d e
Рис. 3. Залежнiсть намагнiченостi InSb квантового кiльця з розмiрами r0 ≈ 26 нм, Δr ≈ 18 нм вiд прикладеного
магнiтного поля з врахуванням та без врахування спiн-орбiтальної взаємодiї та електрон-електронної взаємодiї: а – для
двох електронiв; b – для трьох електронiв; c – для чотирьох електронiв; d – для п’яти електронiв; e – для шести електронiв.
Iндексом 1 позначенi розрахунки без СО взаємодiї та без ЕЕ взаємодiї; iндексом 2 – з СО взаємодiєю та без ЕЕ взаємодiї;
iндексом 3 – без СО взаємодiї та з ЕЕ взаємодiєю; iндексом 4 – з СО взаємодiєю та з ЕЕ взаємодiєю, µ∗B = e~/2m(0)

Енергiя основного стану квантового кiльця, що
заповнена N електронами набуває вигляду

Etot(N) =
∑
n,l,σ

εσn,l+
e2

2κ

∫
w(r)w(r′)
|r− r′|

drdr′−

−
∑
σ

∫
wσ(r)

δExc (w, ζ)
δwσ(r)

dr + Exc. (13)

При нульовiй температурi намагнiченiсть шукає-
ться у виглядi

M = −∂Etot

∂B
. (14)

Розв’язання рiвняння (7) проведено методом
самоузгодженого поля, у якому для визначення
енергiї електрона стани iнших електронiв вважа-
ються вiдомими. Пiсля цього отриманий розв’язок
використовується для уточнення станiв iнших еле-
ктронiв i створеного ними потенцiалу. Було вико-
ристано схему Бройдена [23] самоузгоджених роз-
рахункiв.

3. Результати розрахункiв

Було теоретично дослiджено наслiдки впливу спiн-
орбiтальної та електрон-електронної взаємодiї на
намагнiченiсть кiлець (магнiтний момент) при ну-
льовiй температурi та невеликому числi електро-
нiв, що заповнюють квантове кiльце.

Для InSb квантового кiльця було вибрано:
m(0) = 0,014m0, Eg = 0,24 еВ, Δ = 0,81 еВ,
α = 5 нм2 [17, 18, 24]. Розглянемо квантовi кiльця
з такою шириною кiльця Δr та середнiм радiусом
кiльця r0:

а) r0 ≈ 26 нм, Δr ≈ 18 нм (a1 = 31,5 еВ(нм)2,
a2 = 0,094 меВ/(нм)2);

б) r0 ≈ 24 нм, Δr ≈ 18 нм (a1 = 67 еВ(нм)2,
a2 = 0,145 меВ/(нм)2);

в) r0 ≈ 26 нм, Δr ≈ 16 нм (a1 = 43 еВ(нм)2,
a2 = 0,094 меВ/(нм)2).

Параметри a1 та a2 (рiвняння (1)) вибранi таким
чином, щоб прослiдкувати вплив невеликої змiни
як середнього радiуса (пункт б), так i ширини КК
(пункт в) на магнiтнi властивостi кiлець.
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a b
Рис. 4. Залежнiсть намагнiченостi InSb квантових кiлець, заповнених трьома електронами, вiд прикладеного магнiтного
поля: а – r0 ≈ 24 нм; Δr ≈ 18 нм; b – r0 ≈ 26 нм, Δr ≈ 16 нм. Iндексом 1 позначенi розрахунки без СО взаємодiї та без ЕЕ
взаємодiї; iндексом 2 – з СО взаємодiєю та без ЕЕ взаємодiї; iндексом 3 – без СО взаємодiї та з ЕЕ взаємодiєю; iндексом
4 – з СО взаємодiєю та з ЕЕ взаємодiєю, µ∗B = e~/2m(0)

a b
Рис. 5. Залежнiсть намагнiченостi InSb квантових кiлець, заповнених чотирма електронами, вiд прикладеного магнiтного
поля: а – r0 ≈ 24 нм, Δr ≈ 18 нм; b – r0 ≈ 26 нм, Δr ≈ 16 нм. Iндексом 1 позначенi розрахунки без СО взаємодiї та без ЕЕ
взаємодiї; iндексом 2 – з СО взаємодiєю та без ЕЕ взаємодiї; iндексом 3 – без СО взаємодiї та з ЕЕ взаємодiєю; iндексом
4 – з СО взаємодiєю та з ЕЕ взаємодiєю, µ∗B = e~/2m(0)

Розмiр розрахованих КК вiдповiдає типовим
розмiрам структур, що вирощуються [25]. Розра-
хованi намагнiченостi квантових кiлець з 2–6-ма
електронами показано на рис. 3, 4, 5. Для порiв-
няння намагнiченiсть з тим самим значенням еле-
ктронiв, але без врахування спiн-орбiтальної або
електрон-електронної взаємодiї також наведена на
тих самих рисунках.

Спочатку розглянемо квантове кiльце з розмi-
ром (r0 ≈ 26 нм, Δr ≈ 18 нм). Як бачимо з рис.
3, a, d, e, у випадку, коли квантове кiльце запов-
нене двома, п’ятьма i шiстьма електронами, вплив
спiн-орбiтальної взаємодiї фактично непомiтний.
Електрон-електронна взаємодiя приводить до змi-
ни кута нахилу залежностi намагнiченостi вiд ма-
гнiтного поля. У випадку заповнення КК двома
(рис. 3, a) та шiстьма (рис. 3, e) електронами кван-
тове кiльце проявляє дiамагнiтнi властивостi. Це

вiдповiдає ситуацiї, коли заповненi зовнiшнi еле-
ктроннi оболонки.

Як бачимо, з рис. 3, с, у випадку заповнен-
ня кiльця чотирма електронами без врахування
електрон-електронної взаємодiї, врахування спiн-
орбiтальної взаємодiї призводить до виникнення
стрибка намагнiченостi (iндекс 2). При заповнен-
нi кiльця чотирма електронами без врахування
спiн-орбiтальної взаємодiї, врахування електрон-
електронної взаємодiї (рис. 3, с) також призво-
дить до утворення стрибка намагнiченостi (iн-
декс 3), але в областi бiльших магнiтних полiв.
Врахування як електрон-електронної, так i спiн-
орбiтальної взаємодiї (рис. 3, с, iндекс 4) при-
зводить до змiщення стрибка намагнiченостi в
область менших полiв.

Як видно, з рис. 3, d (N = 3), електрон-
електронна взаємодiя не призводить до виникнен-
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ня стрибка намагнiченостi (iндекс 3). Стрибок на-
магнiченостi виникає тут за рахунок врахування
спiн-орбiтальної взаємодiї (iндекс 2, 4).

На рис. 4 зображенi залежностi намагнiченостi
КК (з розмiрами r0 ≈ 24 нм, Δr ≈ 18 нм (рис. 4, а)
та r0 ≈ 26 нм, Δr ≈ 16 нм (рис. 4, b)), заповненнi
трьома електронами вiд магнiтного поля. На вiд-
мiну вiд рис. 3, b, при тiй самiй кiлькостi електро-
нiв, що знаходяться в КК на рис. 4. а, зменше-
но середнiй радiус кiльця. Кiльце iз залежностями
(рис. 4, b) (на вiдмiну вiд рис. 2, b) має меншу ши-
рину. Зменшення як середнього радiуса кiльця, так
i його ширини приводить до збiльшення впливу як
спiн-орбiтальної, так i електрон-електронної взає-
модiї. Дана змiна розмiру КК приводить до зсуву
стрибкiв намагнiченостi в область бiльших магнi-
тних полiв (рис. 3, b, 4, а, 4, b).

На рис. 5 зображенi залежностi намагнiченостi
КК (з розмiрами r0 ≈ 24 нм, Δr ≈ 18 нм (рис. 5, а)
та r0 ≈ 26 нм, Δr ≈ 16 нм (рис. 5, b)), заповненi
чотирма електронами вiд магнiтного поля. Тут та-
кож бачимо змiну положення стрибкiв намагнiче-
ностi. Стрибки намагнiченостi зсунулись в область
бiльших магнiтних полiв. Вiдстань мiж стрибками
намагнiченостi при врахуваннi СО та ЕЕ взаємо-
дiї та врахуваннi лише ЕЕ взаємодiї збiльшилась
(рис. 3, с, 5, а, 5, b, iндекси 3, 4).

4. Висновки

Квантовi кiльця з повнiстю заповненими зовнiшнi-
ми електронними оболонками (2 електрони в КК
на рис. 3, а, 6 електронiв в КК на рис. 3, е) мають
властивiсть дiамагнетика. Врахування як СО, так
i ЕЕ взаємодiї не змiнює магнiтних властивостей
КК iз заповненими зовнiшнiми оболонками.

У випадку, коли зовнiшня електронна оболон-
ка КК не заповнена можливе виникнення стриб-
кiв в залежностi намагнiченостi вiд прикладено-
го магнiтного поля (рис. 3, b, с, 4, 5). Данi стриб-
ки намагнiченостi є наслiдками впливу СО та ЕЕ
взаємодiй.

У результатi впливу СО та ЕЕ взаємодiй, ви-
никає розщеплення енергетичних рiвнiв електро-
нiв при нульовому магнiтному полi, що знаходя-
ться в квантовому кiльцi. Розщеплення енергети-
чних рiвнiв приводить до появи перетину енерге-
тичних рiвнiв у випадку прикладення магнiтного
поля. Це, в свою чергу, є чинником виникнення
стрибкiв намагнiченостi.

При зменшеннi розмiрiв КК (як середнього ра-
дiуса, так i ширини кiльця) величина впливу СО
та ЕЕ взаємодiй зростає. Тому за допомогою змiни
матерiалу або геометрiї КК можна керувати його
магнiтними властивостями.
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МАГНИТНЫЕ СВОЙСТВА КВАНТОВЫХ
КОЛЕЦ ПРИ УЧЕТЕ СПИН-ОРБИТАЛЬНОГО
И ЭЛЕКТРОН-ЭЛЕКТРОННОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

Р е з ю м е

В работе представлено теоретическое рассмотрение вли-
яния спин-орбитального и электрон-электронного взаи-
модействий на электронную намагниченность квантовых
колец. В исследовании использованы теория функцио-
нала плотности и уравнения Кона–Шема для расчёта
энергетических уровней электронов в двумерном квази-
параболическом квантовом кольце, заполненном 2–6-ю эле-
ктронами. Намагниченность электронов в квантовом коль-
це рассчитана при нулевой температуре. Резкие изменения
намагниченности связаны с пересечением энергетических

уровней электронов (эти пересечения являются следствием
учета спин-орбитального или электрон-электронного взаи-
модействий).

O. Bauzha

MAGNETIC PROPERTIES OF QUANTUM
RINGS IN THE PRESENCE OF SPIN-ORBIT
AND ELECTRON-ELECTRON INTERACTIONS

S u m m a r y

The separate and combined influences of the spin-orbit and

electron-electron interactions on the electron magnetization

in quantum rings have been studied theoretically on the ba-

sis of the spin-density-functional theory and the Kohn–Sham

equation used for the calculation of electron states in two-

dimensional parabolic quantum rings containing from two to

six electrons. The magnetization of electrons in a quantum ring

is calculated at zero temperature. The revealed abrupt changes

in the ring magnetization are associated with the crossing of

electron states that occurs if the spin-orbit and/or electron-

electron interactions are taken into consideration.
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