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ВИСОКОЧАСТОТНI ДОВГОХВИЛЬОВI
КОЛИВАННЯ В IОННИХ КРИСТАЛАХ З ДВОМА
АТОМАМИ В ЕЛЕМЕНТАРНIЙ КОМIРЦIУДК 530.1

Розглянуто довгохвильовi високочастотнi електромагнiтнi коливання в iонному кри-
сталi з двома атомами в елементарнiй комiрцi. Використано модель вiльних точко-
вих зарядiв у самоузгодженому електромагнiтному полi у дiелектричному середовищi.
Показано шляхом порiвняння з табличними даними, що частота поздовжнiх фоно-
нiв є вiдношенням iонної плазмової частоти до кореня з високочастотної дiелектри-
чної проникностi. Також отримано стандартний закон дисперсiї верхньої гiлки фонон-
поляритонiв.
К люч о в i с л о в а: довгохвильовi коливання, фонон-поляритон, iонна плазмова частота.

Важливiсть урахування електромагнiтної взаємо-
дiї при розглядi довгохвильових акустичних коли-
вань у твердому тiлi показано у [1] (також див.
[2]). Оптичнi коливання також виникають за уча-
стю електромагнiтної взаємодiї. Розглянемо дов-
гохвильовi коливання в iонному кристалi з двома
атомами в елементарнiй комiрцi. Як вiдомо [3], в
такому дiелектрику можливi акустичнi та оптичнi
коливання, причому останнi можуть взаємодiяти
з електромагнiтним полем (поперечнi), породжу-
ючи поляритони. Оптичнi коливання є високоча-
стотними для iонiв (характерна частота – плазмо-
ва iонна), що дозволяє вважати останнi вiльни-
ми зарядами. Сили пружностi пропорцiйнi градi-
єнтам змiщень, чим у довгохвильовому наближен-
нi нехтується. Тепловим рухом iонiв тим бiльше
можна знехтувати, оскiльки швидкiсть теплового
руху менша вiд швидкостi акустичних хвиль. За-
гасання враховувати не будемо. Вивчатимемо малi
коливання в немагнiтних середовищах, тодi можна
вiдразу опустити нелiнiйну магнiтну частину сили
Лоренца. Запишемо лiнеаризованi рiвняння руху
для iонiв [4] у вказанiй моделi:

∂v+/∂t = ZeE/M+, (1)
∂v−/∂t = −ZeE/M−. (2)

Тут знак ± вiдповiдає заряду, M± – маси вiдповiд-
но позитивно i негативно заряджених iонiв, Ze –
заряд. Пiсля лiнеаризацiї повна похiдна за часом
збiгається з частинною. Самоузгоджене електро-
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магнiтне поле повинне задовольняти рiвняння Ма-
ксвелла в дiелектрику:
∂D/∂t = c rotB− 4πj, (3)

∂B/∂t = −c rotE. (4)

Тут запроваджено дiелектричну iндукцiю [5]:
Dα = εαβEβ , (5)

яка у наближеннi малих коливань лiнiйно пов’яза-
на з напруженiстю електричного поля E. Для про-
стоти розглянемо iзотропний дiелектрик без дис-
персiї, тодi тензор дiелектричної проникностi εαβ
редукується в скаляр. У викладеному наближеннi
густина струму iонiв певного знака виражається
через середнi швидкостi так:
j± = ±Zen0v±, (6)

де n0 – рiвноважна густина iонiв. Пiд час вивчення
високочастотних коливань природно використа-
ти високочастотну дiелектричну проникнiсть ε∞,
яка описує електронну поляризацiю. Тодi рiвняння
Максвелла для самоузгодженого електромагнiтно-
го поля (3), (4) виглядатимуть таким чином:
∂ε∞E/∂t = c rotB− 4πZen0 (v+ − v−), (7)

∂B/∂t = −c rotE. (8)

Ми отримали замкнену систему рiвнянь (1), (2),
(7) i (8) для пов’язаних високочастотних довгохви-
льових коливань iонної ґратки i самоузгодженого
електромагнiтного поля. Продиференцiюємо за ча-
сом рiвняння (7) i пiдставимо часовi похiднi з (1),
(2) i (8):
∂2ε∞E/∂t2 = −c2 rotrotE− 4πZ2e2n0E/M. (9)
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Тут запроваджено зведену масу комiрки криста-
ла M = M+M−

M++M−
. Маємо хвильове рiвняння для

напруженостi електричного поля. У (9) зручно пе-
рейти до фур’є-компонент за правилом

E (x, t) = ∫ d3kdωE (k, ω) eikx−iωt/(2π)4. (10)

Роздiлимо поле на потенцiальну i вихрову частини
E = E⊥+E‖. Тодi з (9) отримаємо лiнiйнi однорiднi
алгебраїчнi рiвняння

−ω2ε∞E⊥ = −c2k2E⊥ − 4πZ2e2n0E⊥/M, (11)

−ω2ε∞E‖ = −4πZ2e2n0E‖/M. (12)

З рiвняння (11) отримуємо закон дисперсiї високо-
частотних фонон-поляритонiв:

ω2 = c2k2/ε∞ + 4πZ2e2n0/ε∞M. (13)

Рiвняння (13) переходить у фотонну гiлку для ве-
ликих k. Цей розв’язок збiгається iз загальновiдо-
мим (див., наприклад, [3] (12.8)). Низькочастотнi
фонон-поляритони не потрапляють у рамки нашо-
го наближення. З (12) отримана частота поздов-
жнiх коливань

ω2
L = 4πZ2e2n0/ε∞M, (14)

яка вiдноситься до поздовжнiх фононiв. Для зi-
ставлення з табличним значенням частоти ωtabl

L

зручно перейти у виразi (14) вiд густини iонiв
одного знака до густини маси кристала ρ: n0

M =
= ρ

M+M−
. Тодi можна записати

ωL = 1,70156Z
√

ρ

ε∞M+M−
10−9 c−1. (15)

Для порiвняння використаємо данi табл. 5.1 з [6]
для дiелектричної проникностi на оптичних часто-
тах ε∞ i значення частоти поздовжнiх коливань
ωtabl
L . Значення густини ρ вiдповiдних iонних кри-

сталiв узято з роботи [7].
Як видно з таблицi, маємо добру вiдповiднiсть

значень, отриманих по формулi (15), з вiдомими

Поздовжнi оптичнi частоти деяких
iонних кристалiв

Кристал ρ, г·см−3 ε∞ ωtabl
L , 1013 c−1 ωL, 1013 c−1

LiH 0,78 3,6 21 18,1
LiF 2,64 1,9 12 10,5
LiCl 2,07 2,7 7,5 5,72
NaF 2,79 1,7 7,8 6,28
MgO 3,58 2,95 14 11,5

[6]. Звичайно, для iонiв бiльшого радiуса модель
точкових зарядiв працює гiрше. Таким чином, по-
казано, що верхнi гiлки фонон-поляритонiв i по-
здовжнi фонони за своєю природою є плазмовими
коливаннями [4, 8] в середовищi.
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ВЫСОКОЧАСТОТНЫЕ
ДЛИННОВОЛНОВЫЕ КОЛЕБАНИЯ
В ИОННЫХ КРИСТАЛЛАХ С ДВУМЯ
АТОМАМИ В ЭЛЕМЕНТАРНОЙ ЯЧЕЙКЕ

Р е з ю м е

Рассмотрены длинноволновые высокочастотные электро-
магнитные колебания в ионном кристалле с двумя атома-
ми в элементарной ячейке. Использована модель свободных
точечных зарядов в самосогласованном электромагнитном
поле в диэлектрической среде. Показано путем сравнения
с табличными данными, что частота продольных фононов
является отношением ионной плазменной частоты к корню
из высокочастотной диэлектрической проницаемости. Та-
кже получен стандартный закон дисперсии верхней ветви
фонон-поляритонов.

A.A. Stupka

LONG-WAVE HIGH-FREQUENCY
OSCILLATIONS IN IONIC CRYSTALS WITH TWO
ATOMS IN ELEMENTARY CELL

S u m m a r y

Long-wave high-frequency electromagnetic oscillations in an

ionic crystal with two atoms in an elementary cell have been

considered in the framework of a self-consistent model for

free point charges in the electromagnetic field in a dielectric

medium. The frequency of longitudinal phonons is shown to

equal the ionic plasma frequency divided by the square root of

the high-frequency dielectric permittivity. The standard dis-

persion law for the upper phonon-polariton branch is obtained.
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