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О РОЛИ ФЛУКТУАЦИЙ КОГЕРЕНТНЫХ
СМЕЩЕНИЙ ПОЛОЖЕНИЙ РАВНОВЕСИЯ АТОМОВ
ПРИ ФАЗОВЫХ ПЕРЕХОДАХ ВТОРОГО РОДАУДК 537.9

Теоретически исследованы фазовые переходы второго рода в ферроиках типа сегнето-
эластиков. Рассмотрен переход при понижении температуры в кристаллах с широ-
кой запрещенной зоной, обусловленный взаимодействием электронов с одной ветвью
поперечных акустических колебаний кристаллической решетки. Рассчитана вершин-
ная часть этого взаимодействия с поперечными колебаниями. Обсуждены особенно-
сти термодинамического потенциала в точке перехода и температурная зависимость
дисперсии акустических фононов при переходе по квазиравновесным состояниям. Пока-
зано, что стабилизация электронной подсистемой структурных флуктуаций в высо-
косимметричной фазе и уменьшение частот мягких мод делают такие флуктуации
метастабильными.
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рон-фононное взаимодействие, мода колебания, волновая функция, деформация, гамиль-
тониан, функция Грина.

1. Введение

Идея о термодинамической эквивалентности кри-
сталла и системы квантованных полей его эле-
ментарных возбуждений (квазичастиц) [1] позво-
ляет успешно использовать методы квантовой те-
ории поля при теоретических исследованиях стру-
ктурных фазовых переходов в кристаллах. Согла-
сно [2], если определены экспериментально свой-
ства элементарных возбуждений и существующие
между ними взаимодействия при одной темпера-
туре, то уравнения движения квантованных по-
лей позволяют определить такие свойства при лю-
бой другой температуре. Таким образом, можно
определить структуру и свойства самого кристал-
ла. Метод температурных (мацубаровских) фун-
кций Грина позволяет решать такую задачу с уче-
том и квантовых, и тепловых флуктуаций. При-
чем, изменение структуры кристалла при его стру-
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ктурных превращениях типа смещения этим ме-
тодом определяется как когерентные отклонения
нормальных координат некоторых мод поля фо-
нонов от прежних значений.

Фазовый переход второго рода (ФП2) типа сме-
щения происходит в результате когерентных сме-
щений положений равновесия атомов кристалла
по нормальной координате одной из мод колеба-
ний этого кристалла. Следовательно, такой пере-
ход возможен в результате взаимодействия некото-
рой ветви колебаний кристалла, соответствующей
выделенной моде, с его электронной подсистемой.
Состояние электронной подсистемы также связа-
но с распределением атомов (и электронной пло-
тности) в элементарной ячейке кристалла. Поня-
тно, что если эта мода относится к ветви попере-
чных дипольных колебаний кристалла, то после
перехода кристалл может оказаться средой с ди-
польной поляризацией. В этом случае мы говорим
о сегнетоэлектрическом ФП2. Если активная мода
относится к ветви поперечных акустических коле-
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баний, то ФП2 будет сегнетоэластическим. Если
же активная мода относится, например, к ветви
колебаний магнитных моментов атомов кристал-
ла, то переход делает кристалл ферромагнитным,
или, в общем случае, мультиферроиком.

Для стабилизации обсуждаемых структурных
превращений необходимо, чтобы смещения ато-
мов были бы энергетически выгодны. Это стано-
вится возможным только в случае соответствую-
щего перераспределения электронной плотности в
элементарной ячейке кристалла. Ниже показано,
что такое перераспределение происходит, если сме-
щения атомов по активной нормальной координа-
те смешивают волновые функции валентных со-
стояний электронов с волновыми функциями со-
стояний в зоне проводимости. При этом необхо-
димо, чтобы электрон-фононное взаимодействие
было межзонным.

Нами определены условия, при которых возмо-
жны ФП2 любого типа смещения, и свойства этих
переходов. Так, удалось определить [3] особенно-
сти температурной зависимости термодинамиче-
ского потенциала в точке ФП2, на существование
которой указывали Л.Д. Ландау и Е.М. Лифшиц
[4]. В [3] показано, что особенность является ло-
гарифмической расходимостью и, следовательно,
не может быть представлена через степенные фун-
кции, как это предлагается в теории критических
индексов [5].

Теория сегнетоэлектрических ФП2 демонстри-
рует важную роль поперечных поляризационных
колебаний кристалла. Согласно [6], в основе этой
теории лежит наблюдаемое спонтанное возникно-
вение поляризации кристалла при понижении тем-
пературы T и стремление его диэлектрической
проницаемости ε к бесконечности в точке T = Tc
фазового перехода. Соотношение Лиддена–Сакса–
Теллера [7] ε0/ε∞ = ω2

‖/ω
2
⊥ позволяет связать та-

кой структурный переход со стремлением к нулю
частоты ω⊥ поперечной поляризационной волны –
так называемой мягкой моды. Известно два ме-
ханизма возникновения мягкой моды в результате
электрон-фононного взаимодействия. Один из них
пригоден для описания ФП2 в кристаллах с узкой
запрещенной зоной, когда движущей силой пере-
хода является изменение заполнения зоны прово-
димости носителями при изменении температуры
[3,4]. Другой межзонный механизм [8] удачно опи-
сывает ФП2 в кристаллах с широкой запрещенной

зоной, когда движущей силой как раз и является
смешивание электронных состояний валентной зо-
ны и зоны проводимости под влиянием виртуаль-
ных межзонных переходов электронов при излуче-
нии и поглощении ими поперечных фононов. Ва-
жная роль именно поперечных колебаний кристал-
лической решетки в структурных ФП2 очевидна.
Ведь для любой суперпозиции поперечных коле-
баний дивергенция смещений оказывается равной
нулю. А это означает, что такие суперпозиции не
нарушают трансляционную симметрию кристал-
ла (пренебрегая доменными эффектами). Для про-
дольных колебаний дивергенция смещений отли-
чна от нуля. Поэтому они способны, например,
локализовать носитель заряда в зоне проводимо-
сти [9, 10], нарушив, таким образом, трансляцион-
ную симметрию кристалла. Ниже нами рассмотре-
ны возможные структурные изменения под влия-
нием взаимодействия электронов с поперечными
акустическими колебаниями в кристаллах с широ-
кой запрещенной зоной ΔE, значительно (на по-
рядки) превосходящей энергию кванта акустиче-
ских колебаний.

2. Гамильтониан межзонного
взаимодействия носителей заряда
с поперечными акустическими
колебаниями

Подобная модель межзонного электрон-фононного
взаимодействия, порождающего сегнетоэлектри-
ческие ФП2, нами была рассмотрена в [3] с исполь-
зованием оператора взаимодействия, найденного и
опробованного в работах группы ленинградских
ученых. Обзор этих работ приведен в моногра-
фии [8]. В научной литературе многократно опи-
сан оператор взаимодействия носителей заряда с
продольными акустическими фононами, но, к со-
жалению, каждый раз подчеркивается, что этот
оператор не пригоден для описания взаимодей-
ствия с поперечными фононами. Поэтому первой
нашей задачей является построение соответствую-
щего гамильтониана.

ПустьW0(r) – потенциальная энергия электрона
как функция его радиус-вектора r в высокотемпе-
ратурной (высокосимметричной) фазе при распо-
ложении атомов (ионов) кристалла в своих поло-
жениях равновесия. Тогда функция W0(r) являе-
тся периодической с периодом решетки кристал-
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ла. Смещения атомов кристаллической решетки,
конечно, изменяют энергию электрона. Мы дол-
жны рассматривать эти изменения в случае, ко-
гда смещения соответствуют распространяющей-
ся поперечной акустической волне. В поперечной
волне с волновым вектором q элементарные ячей-
ки кристалла смещаются целиком (не деформи-
руясь) в направлении, перпендикулярном q. Та-
кие, чисто поперечные волны, как и чисто про-
дольные, в кристаллах большая редкость. Напри-
мер, в кубическом кристалле чисто поперечные и
чисто продольные волны могут распространяться
только вдоль трех основных осей решетки. Тем
не менее, кубический кристалл часто моделируют
изотропной средой, в которой подобные волны су-
ществуют при любом направлении волнового ве-
ктора. В такой модели пренебрегают деформация-
ми внутренней структуры и формы элементарной
ячейки при распространении поперечных акусти-
ческих волн. Мы здесь также будем пренебрегать
этими деформациями. Если поперечная акустиче-
ская волна распространяется вдоль волнового ве-
ктора q, и при этом две соседние элементарные
ячейки смещаются без деформации вдоль плоско-
сти их соприкосновения, то изменение энергии эле-
ктрона одной из ячеек будет определяться гради-
ентами функции W0(r). Кроме того, определяю-
щей величиной является и разность величин сме-
щения центров n-й и n+ 1-й ячеек.

Без учета взаимодействия гамильтониан эле-
ктрона в кристалле будет иметь вид

H0 = − ~2

2m
∇2
z +W0(r). (1)

Его собственными функциями являются функции
Блоха:

ψkσ(r) =
1√
N

∑
n

exp(ikr)φσ(n + ρ), r = n + ρ, (2)

в которых σ – индекс электронной зоны; n – ве-
ктор кристаллической решетки; φσ(n + ρ) – пе-
риодическая, с периодом решетки, волновая фун-
кция от вектора ρ местоположения электрона вну-
три n-й элементарной ячейки. При любом n фун-
кция φσ одинаково зависит от ρ. Каждой собствен-
ной функции ψkσ(r) соответствует значение энер-
гии электрона Eσ(k). Если учитывать существова-
ние только двух зон, валентной (σ = 1) и прово-

димости (σ = 2), и одной ветви поперечных аку-
стических фононов, то система невзаимодейству-
ющих электронов и фононов кристалла в пред-
ставлении вторичного квантования будет описыва-
ться гамильтонианом (в используемой далее систе-
ме единиц с ~ = 1 и константой Больцмана k = 1):

H0 =
2∑

k,σ=1

Eσ(k)a+
kσakσ +

∑
q

ω(q)b+q bq. (3)

В выражении (3) a+
kσ и akσ – операторы рождения

и уничтожения электрона в состоянии с блохов-
ской волновой функцией ψkσ(r), b+q и bq – операто-
ры рождения и уничтожения поперечного акусти-
ческого фонона с импульсом q и энергией ω(q).

Теперь построим гамильтониан взаимодействия
электронов с ветвью поперечных акустических ко-
лебаний, векторы смещений для которых лежат
в плоскости соприкосновения двух соседних яче-
ек, а волновые векторы q – любые. Причем, для
каждого заданного q перпендикулярный ему ве-
ктор смещения центра n-й ячейки un выбирается
из лежащих в указанной плоскости. Величину сме-
щения можно представить с помощью операторов
b+q и bq:

un =
∑
q

√
1

2MNω0(q)
exp [i(qn)]

(
bq + b+q

)
, (4)

где N – число ячеек в кристалле, а M – эффе-
ктивная масса колебания. Величина смещения со-
прикасающейся ячейки

un+1 =
∑
q

√
1

2MNω0(q)
exp [i(qn + qa)]

(
bq + b+q

)
(5)

отличается добавкой qa в показателе экспоненты,
где a – размер ячейки кристалла в направлении
вектора q. Величину a можно считать по порядку
величины равной постоянной решетки. В гамиль-
тониан взаимодействия должна входить величина

Δu = un+1 − un ≈

≈
∑
q

√
1

2MNω0(q)
(
bq + b+q

)
exp(iqn)iqa, (6)

умноженная на заданную внутри ячейки градиен-
тную функцию dW0(r)/dx ≡ f(r), где переменная
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x изменяется вдоль направления смещения ячеек
в рассматриваемой акустической волне. Следова-
тельно, гамильтониан взаимодействия систем эле-
ктронов валентных и электронов проводимости с
фононами одной ветви поперечных акустических
фононов в представлении вторичного квантования
будет иметь вид

Hi =
∫
dρf(ρ)Ψ+(ρ)Ψ(ρ)Δun, (7)

где операторы Ψ построены на функциях Блоха:

Ψ(ρ) =
∑
kσn

akσ exp (ikn)φσ(n + ρ),

Ψ+(ρ) =
∑

k′σ′n′

a+
kσ exp (−ik′n′)φ+

σ (n + ρ). (8)

Учитывая, что∫
dρg(ρ)φ+

σ (n + ρ)φσ′(n′ + ρ) = g′σσ′δnn′ , (9)

получаем

Hi = N−1/2
∑

kqσσ′

Fσσ′(k, q)a+
k+qσ′akσ

(
bq + b+−q

)
, (10)

где Fσσ′(k, q) = iqa
ω0(q)

√
ω0(q)
2M g′σσ′ , а σ и σ′ прини-

мают значения 1 и 2. Величина q/ω0(q) для аку-
стических волн представляет обратную фазовую
скорость v−1 поперечной волны, которая является
константой в широкой области волновых векторов,
исключая значения q ≈ π/a. Определяющей ока-
зывается зависимость от q величины

√
ω0(q). По-

добная зависимость вершинной части F от q най-
дена и для продольных акустических фононов [7].

Для рассмотрения описанной модели методом
квантовых функций Грина удобно константой
взаимодействия считать величину gσσ′ = g′σσ′×
× iaq
ω(q)

√
1
M , слабо зависящую от q, множитель√

ω(q)/2 удобно добавить к оператору
(
bq + b+−q

)
,

а функцию Грина определить на основе операто-
ров γq =

√
ω(q)/2

(
bq + b+−q

)
и эрмитово сопря-

женных γ+
q .

Таким образом, оказывается, что в нашей моде-
ли возможно существование трех видов электрон-
фононного взаимодействия: внутризонного с кон-
стантой g11, внутризонного с константой g22 и ме-
жзонного с константой g12 = g21 = g0. На осно-
ве сказанного во введении следует ожидать, что

при достаточно большой константе g12 в системе
возможен структурный фазовый переход. Взаимо-
действия с константами g11 и g22 будут приводить
к рассеянию носителей заряда в каждой из двух
зон на поперечных акустических фононах.

3. Равновесный термодинамический
потенциал модели с межзонным
взаимодействием электронов
с поперечными акустическими фононами

Рассмотрим поправку к термодинамическому по-
тенциалу системы электронов и фононов за счёт
их межзонного взаимодействия с оператором

Hint = (4N)−1/2
∑
k,q

g0(q)
√
ω0(q)/2[a+

2 (k+q)a1(k) +

+ a+
1 (k + q)a2(k)] (bq + b−q), (11)

в котором, так же как в (3), bq и b+q – операторы
уничтожения и рождения фононов с импульсом q
и частотой ω0(q); g0(q) – константа их межзонно-
го взаимодействия с электронами валентной зоны
(индекс 1) и зоны проводимости (индекс 2), по-
ля которых описываются операторами рождения
a+
σ (k) и уничтожения aσ(k) электронов с одноча-

стичными энергиями Eσ(k) (σ = 1, 2). Гамильто-
ниан H0 свободных полей электронов и фононов
имеет вид (3).

В монографии [8] приведена очень удобная
связь между искомой поправкой и температур-
ными функциями Грина фононов:

ΔΩ = T
∑
q

g0(q)∫
0

dg
g

∑
ωn

ω2
n + ω2

0(q)
ω2

0(q)
[D(q, ωn)−

−D(0)(q, ωn)], (12)

где ωn = 2πnT , n – целое число. Функция Грина
фононов с учётом взаимодействия D(q, ωn) связа-
на с функцией Грина невзаимодействующих фоно-
нов D(0)(q, ωn) = ω2

0(q)
[
(iωn)2 − ω2

0(q)
]−1 уравне-

нием Дайсона:

D(q, ωn) = D(0)(q, ωn) +

+D(0)(q, ωn)P (q, ωn)D(q, ωn), (13)
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где P (q, ωn) – поляризационный оператор фоно-
нов. Поэтому (12) удобнее представить в виде:

ΔΩ = T
∑
q

g0(q)∫
0

dg
g

∑
n

ω2
0(q)P (q, ωn){(iωn)2−

−ω2
0(q) [1 + P (q, ωn)]}−1. (14)

Первые, наиболее существенные слагаемые вто-
рого порядка по взаимодействию в ряде теории
возмущений для поляризационного оператора фо-
нонов P (q, ωn) могут быть представлены двумя
диаграммами Фейнмана, отличающимися переста-
новкой индексов 1 и 2, которые нумеруют вален-
тную зону и зону проводимости. По правилам со-
ответствия [11] поляризационный оператор, соот-
ветствующий этим двум диаграммам во втором
порядке теории возмущений, имеет аналитичес-
кий вид:

P ′(q, ωn) = 2TN−1g2
∑
kωm

ψ(iωn, iωm,k,q), (15)

ψ(iωn, iωm,k,q) =

= [iωm − E2(k) (i(ωn + ωm)− E1(k + q))]−1 +

+ [iωm − E1(k) (i(ωn + ωm)− E2(k + q))]−1
, (16)

где ωm = (2m+ 1)πT , m – целое.
Легко заметить, что сумма по ωm в (15) являе-

тся суммой вычетов по полюсам вспомогательной
функции f(ω) = −T−1 {exp(ω/T ) + 1}−1 подынте-
грального выражения в интеграле∮
CR→∞

dωf(ω)ψ(iωn, ω,k,q) (17)

по окружности бесконечного радиуса в плоскости
комплексного ω.

Поскольку подынтегральное выражение в (17)
при ω → ∞ стремится к нулю не медленнее, чем
ω−2, то сам интеграл (17) равен нулю и, следова-
тельно, указанная сумма вычетов должна равня-
ться взятой с обратным знаком сумме вычетов в
полюсах функции ψ(iωn, ω,k,q) на плоскости ком-
плексной ω. Таким образом, бесконечную сумму по
ωm в (15) можно заменить выражением:

−f(E2(k)) [iωn + E2(k)− E1(k + q)]−1 +

+ f(E1(k + q)− iωn) [iωn + E2(k)− E1(k + q)]−1−

− f(E1(k)) [iωn + E1(k)− E2(k + q)]−1 +

+ f(E2(k + q)− iωn) [iωn + E1(k)− E2(k + q)]−1
.

(18)

Выражения (18) и (15) сильно упрощаются для
кристалла с широкой запрещенной зоной:

T−1{[E1(k + q)− iωn − E2(k)]−1 +

+ [iωn + E1(k)− E2(k + q)]−1}, (19)

P ′(q, iωn) = 4g2Δ̄(q)
[
(iωn)2 − Δ̄2(q)

]−1
, (20)

где величину Δ̄(q), полученную в результате сум-
мирования разностей E2(k)−E1(k + q) по k и де-
ления на N , можно назвать средним межзонным
расстоянием между подуровнями двух электрон-
ных зон, отличающимися по импульсу на q.

Подставляя (20) в (14), получаем

ΔΩ = −T
∑
q

g(q)∫
0

dg4gω2
0(q)Δ̄(q)×

×
∑
n

{[
(iωn)2 − Δ̄2(q)

] [
(iωn)2 − ω2

0(q)
]
−

− 4g2ω2
0(q)Δ̄(q)

}−1

. (21)

Вычисление входящей в (21) суммы по
n производится аналогично суммированию
в (15) с помощью вспомогательной функции
ϕ(ω) = T−1 {exp(ω/T )− 1}−1. Результат опреде-
ляется положением полюсов функции ψ′(ω,q) =
=
{[
ω2 − Δ̄2(q)

] [
ω2 − ω2

0(q)
]
− 4g2ω2

0(q)Δ̄(q)
}−1.

Если запрещённая зона настолько широка, что
Δ̄(q) � ω0(q), то положение четырёх её полюсов
определяется равенствами:{
ω2 = ω2

1(q) ≈ Δ̄2(q) + 4g2ω2
0(q)Δ̄−1(q) ≈ Δ̄2(q),

ω2 = ω2
2(q) ≈ ω2

0(q)
[
1− 4g2/Δ̄(q)

]
,

(22)

а величина (21) приобретает вид

ΔΩ = −
∑
q

g0(q)∫
0

2gdg [2n(ω2(q), T ) + 1]×
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×ω2
0(q)Δ̄−1(q)ω−1

2 (q), (23)

где n(ω2(q), T ) = Tϕ(ω2(q)) = exp(ω2(q)/T − 1)−1.
Второе равенство в (22) показывает, что в исполь-
зуемом приближении квадрат частоты фононов,
перенормированной взаимодействием, может ока-
заться отрицательным, что свидетельствует о
неустойчивости высокосимметричной фазы при
4g2

0(q) > Δ̄(q), т.е. при достаточно сильном взаи-
модействии. Поскольку величина Δ̄(q) для рас-
сматриваемых кристаллов порядка 1 эВ, то сле-
дует ожидать, что величина g2

0(q) в редких ве-
ществах и для фононных мод в небольшой окре-
стности некоторой точки в первой зоне Бриллю-
эна может равняться и даже немного превосходить
величину Δ̄(q)/4. Именно в таком случае возмо-
жны фазовые переходы под влиянием электрон-
фононного взаимодействия в упорядоченную фа-
зу. И именно в таком случае два слагаемых в
выражении (22) для ω2

2(q) оказываются пример-
но одной величины, а, следовательно, необходимо
учитывать поправку четвёртого порядка к поляри-
зационному оператору. Согласно [4], с учётом этой
поправки

ω2
2(q) = ω2

0(q)
[
1− 4g2/Δ̄(q) + 48g4T/2Δ̄3(q)

]
. (24)

В этом новом приближении частота ω2(q) обраща-
ется в ноль при

T = Tc(q) =
[
4g2

0(q)− Δ̄(q)
]
Δ̄2(q)/24g4

0(q), (25)

если вместо переменной g использовать g0(q), а
при T > Tc(q) она положительна. Но в (23) ча-
стота (24) входит в подынтегральное выражение.
Сложный интеграл по g в (13) можно значительно
упростить. Предположим, что только для одной
моды с волновым вектором q0 величина в пра-
вой части (25) положительна, и рассмотрим сла-
гаемое в (23), соответствующее q0. Пусть Tc(q0)
значительно больше частоты ω2(q0), вычисленной
по формуле (24) с константой связи g0(q0). Тогда
при T > Tc(q0):

ctgh
ω2(q0)
T

= 2n(ω2(q0), T ) + 1 ≈ 2T/ω2(q0). (26)

В этом случае интеграл по g в соответствующем
слагаемом в (23) легко вычисляется. В результате
при t ≡ T − Tc � Tc � 1

6Δ̄ получим

ΔΩ(q0) = −Tc
2

ln
3t
2Δ̄

. (27)

Это соотношение решает проблему особенности
термодинамического потенциала в точке ФП2, по-
ставленную Л.Д. Ландау [4]. Вместе с результатом
рассмотрения этой особенности Онсагером в моде-
ли Изинга [12] и рассмотрения этой особенности
при сегнетоэлектрическом переходе [3], соотноше-
ние (27) позволяет утверждать, что всем ФП2 при-
суща логарифмическая особенность термодинами-
ческого потенциала в точке Tc. Так как логарифм
в (27) отрицателен, то ΔΩ(q0) при T → Tc возра-
стает. Прерывается это возрастание в результате
обращения в ноль частоты мягкой моды (24) и по-
явления когерентных смещений ионов (т.е. кван-
товых средних смещений ионов). При q0 = 0 эти
смещения однородны по объему кристалла.

Если взаимодействие слабое, так что Δ̄ > 4g2

для всех мод, то в выражении для ΔΩ не будет
расходящихся слагаемых, а их величину легко оце-
нить, считая, что

ω2
2(q) = ω2

0(q)
[
1− 4g2(q)Δ̄−1(q)

]
. (28)

Однако, поскольку число этих слагаемых в сум-
ме (13) даже для кристалла миллиметровых ра-
змеров огромно (порядка 1020), то одно сингуляр-
ное слагаемое типа (19) или (20) будет заметным
на фоне огромного числа несингулярных слагае-
мых лишь при ничтожно малом отношении t/Δ̄.
Естественно, что, заменив сумму в (23) (которая
обязана быть суммой из-за финитности движе-
ния рассматриваемых квазичастиц) интегралом,
мы получим нерасходящийся термодинамический
потенциал, которым можно пользоваться при тем-
пературах, практически сколь угодно близких к
Tc, и, следовательно, при этих температурах во-
зможны регулярные разложения термодинамиче-
ского потенциала по параметру порядка в соответ-
ствии с теорией Л.Д. Ландау фазовых переходов
второго рода.

4. Термодинамический потенциал
системы в упорядоченной фазе

Вычисление ΔΩ в области t < 0 использованным
выше методом произвести не удается, так как во-
зникающие при ФП2 когерентные смещения поло-
жений равновесия атомов в кристалле изменяют
его симметрию, а тепловые и квантовые флуктуа-
ции усложняют проблему. Но можно найти значе-
ние термодинамического потенциала при T = 0 K
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(когда тепловые колебания атомов отсутствуют и
энтропия системы равна нулю) как среднее значе-
ние гамильтониана (3) в состоянии с деформацией
решетки. Учитывая, что электронные процессы в
нашей системе с широкой запрещенной зоной ра-
звиваются за время порядка 10−15секунд, а фонон-
ные – за 10−13 секунд, вектор ее состояния в ади-
абатическом приближении может быть представ-
лен в виде произведения |U |0〉ψ ≡ |d,ψ〉. В этом
произведении ψ – вектор состояния электронной
подсистемы, в котором для простоты мы не будем
учитывать спиновую переменную; U – унитарный
оператор деформации U =

∏
q exp(dqb+q − d∗qbq),

действующий на вектор основного состояния |0〉
поля фононов, где dq – комплексные числа.

В теории квантово-когерентных состояний бозе-
полей [13, 14] известно, что UbqU+ = b′q = bq + dq,
b′+q = b+q + d∗q, поэтому среднее 〈0|U |bq|U |0〉 рав-
но числу dq (поскольку 〈0|bq|0〉 = 0). Естествен-
но, что 〈0|U |b+q |U |0〉 = d∗q , а средняя величина
отклонения положения равновесия атомов по нор-
мальной координате q-й моды колебаний от симме-
тричной конфигурации с центром инверсии равна
λ̄q =

√
1
2Mqω(q)(d∗q + dq), где Mq – приведенная

масса колебаний указанной моды. Таким образом,
вещественные части dq являются характеристика-
ми деформации решетки кристалла. Преобразова-
ние гамильтониана H с помощью унитарного опе-
ратора U позволяет заметить, что состояние любо-
го квантового гармонического осциллятора может
изменяться либо путем изменения числа квантов
колебаний, либо путем смещения положения рав-
новесия, характеризуемого параметром dq [13, 14].
Среднее значение полного гамильтониана (3) в со-
стоянии |d,ψ〉 можно представить в виде

H̄ =
2∑

k,σ=1

Eσ(k)〈ψ|a+
σkaσk|ψ〉+

∑
q

{
ω(q)d+

q dq

+
∑

k,σ 6=σ′

√
ω(q)
2N

g0(q)〈ψ|a+
kσak−qσ′ |ψ〉(dq + d+

−q)
}
,

(29)

так как среднее число реальных квантов в состо-
янии |d,ψ〉 равно нулю. Поскольку числа dq мо-
гут принимать сколь угодно малые значения, то
энергия гармонического осциллятора может путем
смещения положений равновесия изменяться на

сколь угодно малую величину. Реальная энергия
основного состояния системы соответствует мини-
мальному значению H̄ при варьировании состоя-
ния |d,ψ〉.

Для удобства варьирования представим компле-
ксные числа dq с использованием модулей |dq|
и фаз ϕq. Приравнивая нулю производную фун-
кции (29) по |dq|, находим экстремум:

H̄ =
2∑

k,σ=1

Eσ(k)〈ψ|a+
σkaσk|ψ〉 −

∑
q

{ω(q)|dq|2,

|dq| = −
cosϕ(q)√
2Nω(q)

∑
k,σ 6=σ′

g0(q)〈ψ|a+
σkaσk|ψ〉,

(30)

который соответствует минимуму при cosϕ(q) =
= −1. Соотношения (30) четко указывают на то,
что энергия взаимодействия электронов с когерен-
тной деформацией отрицательна и в два раза боль-
ше энергии самой деформации.

Обычно в теории фазовых переходов под влия-
нием электрон-фононного взаимодействия рассма-
тривают простейший случай, когда сильным взаи-
модействием является взаимодействие электронов
только с фононами с импульсом q = 0. Этому слу-
чаю соответствует, согласно (30),

d0 = (2Nω0(0))−1/2g0

∑
k

〈ψ|a+
σk + aσk|ψ〉. (31)

Волновые функции состояния электронной подси-
стемы при учете межзонного электрон-фононного
взаимодействия с передачей нулевого импульса
фононам должны быть суперпозицией двух бло-
ховских волновых функций из разных электрон-
ных зон с одинаковыми импульсами и варьируе-
мыми коэффициентами суперпозиции Cnm (n и m
принимают значения 1 и 2). В таком случае вместо
соотношения (30), вводя Δ(k) = E2(k) − E1(k) и
учитывая, что

∑2
m=1 |Cnm|2 = 1, получаем

|dq| = 2N1/2g0(2ω(0))−1/2|C12|
√

1− |C12|2, (32)

H̄ =
∑
k

E1(k)+|C12|2N(Δ̄−2g2
0)+2Ng2

0|C12|4, (33)

где Δ̄ = N−1
∑
k Δ(k). Варьируя H̄ по параме-

тру |C12|2, найдем, что минимуму H̄ соответству-
ют |C12|2 = 2g2

0−Δ̄

4g2
0

; |C11|2 = 2g2
0+Δ̄

4g2
0

. Сама же мини-
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мальная энергия, то есть энергия основного состо-
яния системы E0, при T = 0 K оказывается равной

E0 =
∑
k

{
E1(k)− (2g2

0 − Δ̄)2

8g2
0

}
=
∑
k

E1(k) + ΔE0,

(34)

где ΔE0 – добавка от взаимодействия к энергии
основного состояния системы. Минимуму энергии
соответствует, согласно (32), значение

d0 = N1/2

√
4g4

0 − Δ̄2

8ω(0)g2
0

. (35)

Условием реализации основного состояния систе-
мы с энергией (34) является условие сильной связи

2g2
0 > Δ̄, (36)

при котором |C12|2 действительно оказывается по-
ложительным.

Если считать, как в [8], что в каждом состо-
янии валентной зоны и зоны проводимости спин
электрона может иметь две возможные ориента-
ции, то условие (36) просто заменяется условием
4g2

0 > Δ̄. Таким образом, использованный нами ме-
тод варьирования состояний электронной и фонон-
ной подсистем при сильном межзонном электрон-
фононном взаимодействии позволил установить
связь между характеристикой деформации реше-
тки при T → 0 K, определяемой значением (35) па-
раметра d0, и изменением функции распределения
электронов в элементарной ячейке за счет приме-
шивания состояний зоны проводимости к состоя-
ниям валентных электронов.

Кроме того, вычисленная энергия основного со-
стояния (34) позволяет говорить, что в резуль-
тате взаимодействия деформации с электронами
каждый подуровень валентной зоны понижается
на величину ΔE = − (2g2

0−Δ̄)2

8g2
0

. Эта величина при
Tc/Δ̄ ≈ 0, 01 и Tc = 400 K оказывается порядка
10−4 эВ и является экстремальной при T = 0 K
добавкой к термодинамическому потенциалу сво-
бодных электронного и фононного полей взаимо-
действия.

Так как при T = 0 K энтропия обращается в
ноль, а термодинамический потенциал в H̄ равен
E0, то вне области Гинзбурга при T < Tc выраже-
ние (35) для средней энергии можно рассматри-
вать как зависимость от параметра порядка |C12|

термодинамического потенциала всей системы в
теории Ландау для ФП2. Тем более, что в нашей
модели перехода типа смещения, согласно (34), па-
раметр |C12|2 характеризует величину смещений
положений равновесия по соответствующей нор-
мальной координате. Поэтому для нашей модели
по теории Ландау в области T < Tc разложение
термодинамического потенциала вне области Гин-
збурга будет иметь вид

Ω =
∑
k

E1(k) + α(T − Tc)|C12|2 + 2Ng2
0|C12|4.

Следовательно, при T = 0 K, оказывается α =
= −N

Tc
(Δ̄ − 2g2

0). В ситуации с “незажатыми” спи-
нами это соотношение для нахождения параметра
α заменяется на

α = −N
Tc

(Δ̄− 4g2
0). (37)

Соотношение (37) позволяет также по найденному
экспериментально коэффициенту α теории Ландау
и параметру Δ̄ определять константу электрон-
фононного взаимодействия ḡ0 и сравнивать ее зна-
чение с оценочными.

5. Заключение

Таким образом, обусловленные межзонным элект-
рон-фононным взаимодействием, ФП2 происходят
в результате логарифмического возрастания тер-
модинамического потенциала в малой окрестно-
сти точки перехода Tc. Это приводит к термоди-
намической выгодности новой фазы с отличными
от нуля смещениями положения равновесия ионов.
Можно показать [3, 8], что именно взаимодействие
электронов с этими смещениями понижает энер-
гию кристалла.

Важное значение имеет тот факт, что в лю-
бом кристалле (даже в микрокристалле) возмо-
жные моды колебаний решетки составляют пра-
ктически непрерывный набор. Поэтому предполо-
жение о том, что только для одной моды с вол-
новым вектором q0 величина в правой части ра-
венства (25) положительна, является сомнитель-
ным. При непрерывном наборе мод, если это усло-
вие выполняется для некоторого q = q0, то оно
выполняется и для волновых векторов q в неко-
торой окрестности q0. Пусть при q = q0 величи-
на χ(q) ≡ 4g2(q) − Δ̄(q) имеет наибольшее зна-
чение. Разложение этой величины по переменной
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|q − q0| в окрестности точки q = q0 будет иметь
вид χ(q) ≡ α−β|q−q0|2, где α = 4g2(q0)− Δ̄(q0),
а β может зависеть от направления вектора q.
Если зависимость β от направления q слабая, то
плотность числа активных мод в области поло-
жительных значений χ стремится к бесконечности
при χ → α. Поэтому в ближайшей окрестности
Tc(q0) будут обращаться в ноль частоты большого
числа активных мод колебаний, частоты осталь-
ных активных мод будут обращаться в ноль при
более низких температурах, что следует из (25).
Как показано в [8], частота каждой мягкой моды,
пройдя через нулевое значение при соответству-
ющей температуре Tc, будет повышаться за счет
взаимодействия с появляющимися когерентными
смещениями атомов решетки кристалла в области
T < Tc. Таким образом, температурное поведе-
ние частот активных мод приводит к изменению
их дисперсии при изменении температуры в окре-
стности Tc(q0). Так как величина константы связи
электронов с поперечными акустическими фоно-
нами наибольшая при q ≈ π/a, т.е. вблизи гра-
ницы первой зоны Бриллюэна, то q0 будет также
порядка π/a.

Согласно изложенной выше теории, изменение
дисперсии частоты акустических колебаний при
изменении температуры может наблюдаться, если
в эксперименте макросостояния при всех темпе-
ратурах являются квазиравновесными. Но наде-
жда на это весьма призрачна. Ведь термодина-
мический потенциал при обращении в ноль не-
которых частот активных мод логарифмически
обращается в бесконечность. А обращение в ноль
частоты некоторой акустической моды означает,
что время релаксации смещений положений рав-
новесия атомов решетки кристалла по нормаль-
ной координате этой моды становится равным
бесконечности. Следовательно, соответствующее
состояние решетки кристалла не будет квазирав-
новесным. Это приведёт к тому, что флуктуа-
тивно возникшее метастабильное когерентное сме-
щение по нормальной координате моды q0 при
T > Tc(q0) может при понижении температу-
ры, очень медленно релаксируя, перейти в область
T < Tc(q0) и стать стабильной структурой (доме-
ном). При температуре Tc(q0) у этой структуры
частота колебаний по указанной нормальной ко-
ординате уже не будет обращаться в ноль. Поэто-
му возможно, что случаи обращения частот неко-

торых мод в ноль вообще могут оказаться нена-
блюдаемыми.

Предсказанное нами изменение дисперсии аку-
стических фононов при фазовом переходе второ-
го рода может быть обнаружено экспериментально
методом рассеяния электронов на фононах.
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ПРО РОЛЬ ФЛУКТУАЦIЙ КОГЕРЕНТНИХ
ЗСУВIВ ПОЛОЖЕННЯ РIВНОВАГИ АТОМIВ
ПРИ ФАЗОВИХ ПЕРЕХОДАХ ДРУГОГО РОДУ

Р е з ю м е

Теоретично дослiджено фазовi переходи другого роду в
фероiках типу сегнетоеластики. Розглянуто перехiд при
зниженнi температури в кристалах з широкою забороне-
ною зоною, зумовлений взаємодiєю електронiв з однiєю гiл-
кою поперечних акустичних коливань кристалiчної ґратки.
Розраховано вершинну частину цiєї взаємодiї з поперечни-
ми коливаннями. Обговорено особливостi термодинамiчно-
го потенцiалу в точцi переходу i температурну залежнiсть
дисперсiї акустичних фононiв при переходi за квазiрiвно-
важними станами. Показано, що стабiлiзацiя електронної
пiдсистеми структурних флуктуацiй у високосиметричнiй
фазi i зменшення частот м’яких мод роблять такi флуктуа-
цiї метастабiльними.

582 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2013. Т. 58, № 6



О роли флуктуаций когерентных смещений

Z.P. Mastropas, E.N. Myasnikov

ROLE OF FLUCTUATIONS
IN THE COHERENT DISPLACEMENTS
OF ATOMIC EQUILIBRIUM POSITIONS
AT SECOND-ORDER PHASE TRANSITIONS

S u m m a r y

Second-order phase transitions in ferroics of the ferroelastic

type have been studied theoretically. The temperature-induced

phase transition in crystals with a wide forbidden gap caused

by the interaction between electrons and a branch of acous-

tic vibrations in the crystal lattice is considered. The ver-

tex part of this interaction with transverse lattice vibrations is

calculated. The characteristic features of the thermodynamic

potential at the transition point and the temperature depen-

dence of the acoustic phonon dispersion at the transition over

quasiequilibrium states are discussed. It is shown that the sta-

bilization of structure fluctuations by the electron subsystem

in the high-symmetry phase, and a reduction of soft mode fre-

quencies makes those fluctuations metastable.

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2013. Т. 58, № 6 583


