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МОДЕЛЮВАННЯ ВИРОБНИЦТВА ЕНТРОПIЇ
ТА САМООРГАНIЗАЦIЇ МЕТАЛIЧНОГО СПЛАВУ,
ЩО РОЗПАДАЄТЬСЯ, ПIД ДIЄЮ СИЛЬНОГО
ЕЛЕКТРИЧНОГО СТРУМУУДК 536.7, 621.039.333.4

Синергiя розпаду та електромiграцiї в бiнарних сплавах пiд дiєю дуже сильного еле-
ктричного струму проаналiзована в рамках пiдходу швидкостi виробництва ентропiї i
промодельована методом Монте-Карло. Еволюцiя структури i часова залежнiсть джо-
улевого нагрiвання залежить вiд того, що саме фiксується пiд час електромiграцiї –
струм чи напруга.
К люч о в i с л о в а: електромiграцiя, сплав, розпад, джоулеве нагрiвання, виробництво
ентропiї, електронний вiтер, метод Монте-Карло, структура.

1. Вступ

Пропускання струму в металiчному сплавi призво-
дить, як мiнiмум, до двох ефектiв – 1) видiлення
джоулевого тепла (та вiдповiдної швидкостi виро-
бництва ентропiї �̇�Joule [1] внаслiдок розсiювання
електронiв на дефектах), 2) електромiграцiї ато-
мiв обох компонентiв сплаву пiд дiєю електронно-
го вiтру [2–5]. Другий ефект також пов’язаний з
виробництвом ентропiї �̇�atomic, проте вимагає для
своєї фiксацiї бiльш тривалого перiоду часу i ве-
ликих густин струму. Якщо сплав неоднорiдний
(наприклад, якщо це сумiш двох фаз), то вини-
кають також i перехреснi ефекти бiльш високого
порядку. Наприклад, вiдмiннiсть питомих опорiв
фаз призводить до локально неоднорiдного тепло-
видiлення i, як наслiдок, до локальних градiєн-
тiв температури. Локальнi градiєнти температу-
ри викликають термомiграцiю i, в деяких випад-
ках, можуть призвести до “антикоалесценцiї” [6].
Тут ми не будемо заходити настiльки далеко, а
обмежимось лише двома основними процесами –
джоулевим теплом i електромiграцiєю, проте при
цьому дослiдимо взаємозалежнiсть цих процесiв з
процесом дифузiйного розпаду сплаву. Крiм того,
ми обговоримо, чи реалiзуються часто обговорюва-
нi принципи екстремальностi виробництва ентропiї
та iншi екстремальнi принципи [7–10]. При цьому
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важливо буде чiтко фiксувати, на якiй саме мно-
жинi шукається екстремум. Одна справа – екстре-
мум виробництва ентропiї вiдносно варiацiй про-
сторового розподiлу потенцiалiв i густин струму за
фiксованого розподiлу атомiв. Iнша справа – екс-
тремум (якщо вiн iснує!) виробництва ентропiї вiд-
носно варiацiй просторових розподiлiв атомiв, до
якого прямує виробництво ентропiї з часом разом
з еволюцiєю морфологiї сплаву.

У зв’язку з мiнiатюризацiєю елементiв iнте-
гральних схем густини струмiв у них суттєво виро-
сли. У деяких випадках це призводить до утворе-
ння впорядкованих структур. Приклад впорядку-
вання двофазної структури припою вздовж лiнiй
струму наведено на рис. 1 (див., наприклад, моно-
графiю [11]). Оскiльки дана структура є вiдкритою
системою в полi зовнiшнiх струмiв, її можна тра-
ктувати як приклад самоорганiзацiї у вiдкритих
системах, яка пов’язана з екстремальними власти-
востями виробництва ентропiї. Крiм того, саме мi-
нiмiзацiя виробництва ентропiї, як запропоновано
К.-Н. Ту [2], може бути причиною так званих гра-
дiєнтних сил, що дiють на нанопору в умовах рiз-
ко неоднорiдного розподiлу струмiв у мiкросхемi.
А саме, емпiрично помiчено, що пори прагнуть ви-
йти з областi згущення лiнiй струму (з областей
“current crowding”). К.-Н. Ту пояснює це прагнен-
ням до зменшення дисипацiї енергiї.

Розглянемо стацiонарний розподiл густини стру-
му j(r) та електричного потенцiалу 𝜙(r) в нео-
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Рис. 1. Типова морфологiя двофазного припою пiд впли-
вом електромiграцiї. Стрiлками вказанi локальнi напрямки
струму [11]

днорiдному (наприклад, двофазному) провiдному
сплавi з вiдомим просторовим розподiлом електри-
чної провiдностi 𝜎(r). Локальна форма закону Ома
для густини струму (j = 𝜎(r)E = −𝜎(r) grad𝜙(r))
разом з локальною формою першого закону Кiрх-
гофа (тобто законом збереження заряду та умовою
стацiонарностi, div j = 0) приводить нас до вiдо-
мого рiвняння для стацiонарного розподiлу потен-
цiалу:

div (𝜎(r) grad𝜙(r)) = 0. (1)

Як помiтив Кiрхгоф задовго до введення само-
го поняття ентропiї та її виробництва (див. [1]),
рiвняння (1) можна альтернативно iнтерпретува-
ти як умову мiнiмальностi дисипацiї енергiї (джо-
улевого тепла). У наближеннi однорiдностi тем-
ператури (яке досить добре виконується в мета-
лiчних зразках пiд дiєю струму) це можна пере-
формулювати як умову мiнiмальностi тiєї части-
ни виробництва ентропiї, яка не пов’язана з пе-
рерозподiлом компонентiв, тобто виробництва ен-
тропiї при фiксованому розподiлi провiдностi (при
фiксованому розподiлi компонентiв сплаву) i при
фiксованих крайових умовах. Крiм того, вказа-
ну властивiсть можна використати як засiб для
розв’язку рiвняння (1). При цьому розв’язування
рiвняння (1) методом мiнiмiзацiї функцiонала пов-
ного джоулевого тепла може виявитись найбiльш
продуктивним при чисельному розв’язку триви-

мiрної задачi (1) зi складним розподiлом про-
вiдностей.

Коротко нагадаємо основнi iдеї екстремалiзацiї
джоулевого тепла. Виробництво ентропiї шляхом
джоулевого нагрiву температурно однорiдної си-
стеми об’єму 𝑉 :

�̇�Joule =

∫︁∫︁∫︁
𝑉

j E

𝑇
𝑑𝑉 =

1

𝑇

∫︁∫︁∫︁
𝑉

𝜎(r)(∇𝜙)2𝑑𝑉 (2)

є функцiоналом просторового розподiлу потенцiа-
лу 𝜙(r). Варiацiя цього функцiонала дорiвнює

𝛿�̇�Joule =
2

𝑇

∫︁∫︁∫︁
𝑉

𝜎(r)(∇𝜙)∇(𝛿𝜙)𝑑𝑉 =

=

∮︁
Σ(𝑉 )

𝜎(r)
𝜕𝜙

𝜕𝑛
𝛿𝜙𝑑𝑉 −

− 2

𝑇

∫︁∫︁∫︁
𝑉

∇(𝜎(r)(∇𝜙))𝛿𝜙𝑑𝑉. (3)

Тут ми розглянемо такi крайовi умови на обме-
жуючу об’єм 𝑉 поверхню Σ(𝑉 ): 1) на двох межах
потенцiали фiксованi (задано напругу на кiнцях
зразка мiж “катодом” i “анодом”), так що варiацiя
потенцiалу на цих межах рiвна нулю: 𝛿𝜙|Σ = 0,
2) на рештi меж металевий зразок обмежений дi-
електриками, тобто в кожнiй точцi таких меж до-
рiвнює нулю нормальна складова густини струму,
а значить, дорiвнює нулю i похiдна потенцiалу по
нормалi до поверхнi, 𝜕𝜙

𝜕𝑛 |Σ = 0. У разi перiодичних
крайових умов Борна–Кармана на бiчних межах
нормальна складова струму, скажiмо, на “верхнiй”
межi може не дорiвнювати нулю, але струм, що
виходить через верхню межу, буде повнiстю ком-
пенсуватись струмом, що входить в систему че-
рез нижню межу згiдно з перiодичними крайовими
умовами. З наведених причин перший iнтеграл (по
поверхнi) в правiй частинi рiвняння (3) дорiвнює
нулю. Таким чином,

𝛿�̇�Joule = − 1

𝑇

∫︁∫︁∫︁
𝑉

∇(𝜎(r)(∇𝜙))𝛿𝜙𝑑𝑉. (4)

Екстремум функцiонала означає рiвнiсть нулю
першої варiацiї функцiонала при довiльнiй малiй
варiацiї функцiї. Це означає, що пiдiнтегральний

1024 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2017. Т. 62, № 12



Моделювання виробництва ентропiї

вираз у рiвняннi (4), ∇(𝜎(r)(∇𝜙)), дорiвнює ну-
лю за умови екстремальностi виробництва ентро-
пiї. Таким чином, рiвняння (1) дiйсно можна тра-
ктувати як рiвняння Ейлера–Лагранжа варiацiй-
ної задачi для повної швидкостi тепловидiлення
i вiдповiдної частини виробництва ентропiї (в на-
ближеннi однорiдностi температурного поля). Екс-
тремаль шукається на класi функцiй 𝜙(r) при за-
даних вище крайових умовах i заданому розподi-
лi провiдностi 𝜎(r), тобто при заданому розподiлi
атомiв у сплавi. Саме за цих умов рiвняння (1) є
наслiдком екстремальностi виробництва ентропiї.
Iншими словами, система так розподiляє струми i
потенцiали всерединi себе, щоб дисипацiя енергiї
була екстремальною. Те, що цей екстремум є на-
справдi мiнiмумом, гарантується додатнiстю про-
вiдностi в функцiоналi (2) (деталi викладенi в на-
ступному пунктi).

У данiй роботi ми пропонуємо атомiстичну мо-
дель розподiлу струмiв i потенцiалiв, яку потiм ви-
користовуємо для одночасного моделювання роз-
паду нестабiльного сплаву й електромiграцiї ато-
мiв у ньому. Нас цiкавить, чи працюють будь-
якi екстремальнi принципи на рiвнi розподiлу не
струмiв i потенцiалiв, а фаз у двофазнiй системi.
На iнтуїтивному рiвнi можна очiкувати, що змi-
на морфологiї пiд дiєю струму повинна якось ко-
релювати з тiєю частиною виробництва ентропiї,
яка пов’язана з джоулевим теплом. Наприклад,
якщо припустити на хвилину, що система нама-
гається зменшити дисипацiю енергiї, то при зада-
ному струмi вона буде намагатися зменшити опiр
(тобто еволюцiонувати в бiк паралельного з’єдна-
ння фаз), а при заданiй напрузi вона буде на-
магатися збiльшити опiр (тобто еволюцiонувати
в бiк послiдовного з’єднання фаз). Ми побачимо
нижче, що наша iнтуїцiя виправдовується лише
частково!

2. Дискретна атомiстична
модель розподiлу струмiв

Розглянемо дискретну атомну модель бiнарного
сплаву, що базується на наближеннi регулярно-
го твердого розчину, скажiмо, з гранецентрованою
кубiчною ґраткою (або в двовимiрному випадку –
з трикутною). Сплав характеризується додатною
енергiєю змiшування 𝐸mix = 𝑉𝐴𝐵 − 𝑉𝐴𝐴+𝑉𝐵𝐵

2 > 0.
При достатньо низькiй температурi 𝑇 < 𝑍𝐸mix

2𝑘B

(𝑍 = 12 для ГЦК та 𝑍 = 6 для трикутної ґра-
тки), система має двофазну область i може розпа-
датись. Тут ми будемо розглядати розпад одноча-
сно з електромiграцiєю, викликаною електричним
струмом iз заданими потенцiалами на аноднiй i ка-
тоднiй поверхнях. Будемо спрощено вважати, що
струм у сплавi йде вiд вузла до вузла через спо-
лучний “мiжвузельний провiдник”. Нехай I, In –
iндекси довiльно вибраного вузла й одного з його
𝑍 сусiдiв (кожен з iндексiв I, In насправдi пред-
ставляють три iндекси по трьох осях). Нехай 𝜎[I],
𝜎[In] – провiдностi, що вiдповiдають заповненню
вузлiв I, In. Провiднiсть 𝜎[I], що приписується ву-
злу, дорiвнює або 𝜎𝐴, або 𝜎𝐵 , залежно вiд запов-
нення вузла [11].

Контакту мiж вузлами приписується середня
пропорцiйна провiднiсть

𝜎[I, In] =
2𝜎[I]𝜎[In]

𝜎[I] + 𝜎[In]
. (5)

Для питомих опорiв це означає середнє арифме-
тичне (що логiчно для послiдовного з’єднання двох
вузлiв)

𝜌[I, In] =
𝜌[I] + 𝜌[In]

2
. (6)

Густина струму в напрямi вiд вузла I до сусi-
днього вузла In, 𝑗[I → In], у нашiй дискретнiй схемi
задається рiвнянням

𝑗[I → In] = −𝜎[I, In]
𝜙[In]− 𝜙[I]

𝑑
(7)

(тут 𝑑 – мiжатомна вiдстань, у випадку ГЦК 𝑑 =
= 𝑎/

√
2). Як вiдомо, дивергенцiя потоку визна-

чається як границя вiдношення потоку через по-
верхню, що стягується, до об’єму всерединi цiєї по-
верхнi. У нашiй дискретнiй схемi стягування зу-
пиняється на рiвнi комiрки Вiгнера–Зейтца – ба-
гатогранника з атомним об’ємом Ω i (у випад-
ку ГЦК-ґратки) 𝑍 = 12 гранями з одинаковою
площею 𝑆1:

div𝑗(I) =

∮︀
Σ(Ω)

𝑗𝑛𝑑𝑆

Ω
=

∑︀𝑍
In=1 𝑗[I → In]𝑆1

Ω
=

=
𝑆1

Ω

𝑍∑︁
In=1

𝜎[I, In](𝜙[I]− 𝜙[In]). (8)
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Таким чином, дискретним аналогом диференцi-
ального рiвняння (1) є система алгебраїчних рiв-
нянь

𝑍∑︁
In=1

𝜎[I, In](𝜙[I]− 𝜙[In]) = 0, I = 1, ..., 𝑁. (9)

При цьому потенцiали на катодних i анодних ву-
злах заданi. Рiвнiсть нулю нормальних компонен-
тiв густини струму на бiчних поверхнях забезпечу-
ється або перiодичними крайовими умовами, або
автоматичним зануленням провiдностi на межi з
вузлом дiелектрика:

𝜎[I, Indielectric] =
2𝜎[I] 0

𝜎[I] + 0
. (10)

Аналогом функцiонала (2) у нашiй дискретнiй
схемi є функцiя значень потенцiалу в усiх вузлах
системи:

�̇�Joule(𝜙[1], ..., 𝜙[𝑁 ]) ∝

∝ 1

𝑇

𝑁∑︁
I=1

𝑍∑︁
In=1

𝜎[I, In](𝜙[I]− 𝜙[In])2

𝑑2
Ω. (11)

Умови мiнiмуму формулюються таким чином:

𝜕�̇�Joule(𝜙[1], ..., 𝜙[𝑁 ])

𝜕𝜙[I]
= 0, I = 1, ..., 𝑁,

𝜕2�̇�Joule(𝜙[1], ..., 𝜙[𝑁 ])

𝜕𝜙[I]2
> 0.

(12)

Пiдставляючи вираз (11) в умови мiнiмально-
стi (12), отримуємо:

𝑍∑︁
In=1

𝜎[I, In](𝜙[I]− 𝜙[In]) = 0,

𝑍∑︁
In=1

𝜎[I, In] > 0, I = 1, ..., 𝑁,

тобто з умови мiнiмальностi джоулевого тепла ви-
пливає основна система рiвнянь (9).

Таким чином, мiнiмiзацiя виробництва ентропiї
для стацiонарного розподiлу струмiв при фiксова-
ному розподiлi провiдностей i фiксованiй напрузi
на кiнцях провiдника строго виконується i пiдтвер-
джує принцип мiнiмальностi виробництва ентропiї

в стацiонарних станах вiдкритих лiнiйних систем.
Цей принцип [7] доведено тiльки для випадку ста-
лих кiнетичних коефiцiєнтiв. У бiльш загальному
випадку змiна з часом виробництва ентропiї роз-
дiляється на двi частини: перша, 𝑑𝑋𝜎

𝑑𝑡 , пов’язана зi
змiнами рушiйних сил, а друга, 𝑑𝐽𝜎

𝑑𝑡 – зi змiнами
потокiв:

𝑑𝜎

𝑑𝑡
=

𝑑𝑋𝜎

𝑑𝑡
+

𝑑𝐽𝜎

𝑑𝑡
. (13)

Для першого доданка доведено недодатнiсть
(𝑑𝑋𝜎

𝑑𝑡 ≤ 0). Для другого доданка подiбна власти-
вiсть не доведена i, в загальному випадку, неспра-
ведлива.

Слiд вiдзначити, що досi iснує багато рiзночи-
тань вiдносно принципiв екстремальностi виробни-
цтва ентропiї. Насправдi, слiд розрiзняти випад-
ки, коли виробництво ентропiї прямує до мiнiму-
му, i коли воно, навпаки, максимальне. Якщо тер-
модинамiчна система закрита, тобто знаходиться
в однорiдних зовнiшнiх умовах (або адiабатична,
або в просторово-однорiдному термостатi), то во-
на прагне до рiвноваги, яка вiдповiдає екстремуму
будь-якого термодинамiчного потенцiалу (макси-
муму ентропiї, якщо система iзольована, мiнiму-
му вiльної енергiї Гельмгольца, якщо температу-
ра термостата i обсяг системи фiксованi, мiнiму-
му вiльної енергiї Гiббса, якщо фiксованi темпе-
ратура термостата i зовнiшнiй тиск). У всiх цих
випадках виробництво ентропiї в екстремальному
станi (який у цьому випадку є рiвноважним) до-
рiвнює нулю. Якщо термодинамiчна система вiд-
крита, тобто знаходиться в неоднорiдних, але по-
стiйних у часi зовнiшнiх умовах (наприклад, рi-
знi, але постiйнi температури або хiмiчнi, або еле-
ктричнi потенцiали на межах), то вона нiколи не
прийде в рiвновагу, а швидше за все в стацiо-
нарний стан, що характеризується постiйними по-
токами (альтернатива цьому – осциляцiйний ре-
жим). У найпростiшому випадку цей стацiонар-
ний стан i вiдповiдає мiнiмуму виробництва ен-
тропiї. Ця властивiсть не має прямого вiдношення
до проблеми вибору шляху еволюцiї. Адже пере-
йти в кiнцевий стан (рiвноважний або стацiонар-
ний) система може рiзними шляхами. Багато фi-
зикiв “вiрять” в те, що, як правило, система ви-
бирає той шлях, який вiдповiдає максимуму виро-
бництва ентропiї.

1026 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2017. Т. 62, № 12



Моделювання виробництва ентропiї

Ця гiпотеза звучить цiлком правдоподiбно, але
не завжди строго виконується [8, 9]. Ми даємо
можливiсть вiдповiсти на всi цi питання самiй
модельнiй системi. Вiдомо, що електромiграцiя в
сплавi, що розпадається, може змiнювати морфо-
логiю системи. Наше завдання – з’ясувати, як в
цьому випадку змiнюється виробництво ентропiї,
особливо та його частина (основна), яка пов’язана
з джоулевим теплом. Додатковi джерела виробни-
цтва ентропiї (якщо знехтувати градiєнтами тем-
ператури) – це електромiграцiя i розпад. Вiдноше-
ння виробництва ентропiї за рахунок електромi-
грацiї до виробництва ентропiї за рахунок джоу-
левого тепла дорiвнює

1
Ω

𝐷
𝑘B𝑇 (Δ𝑍𝑒𝐸)2/𝑇

𝜎𝐸2/𝑇
=

𝐷 (Δ𝑍𝑒)2

Ω𝑘B𝑇𝜎
.

Реалiстичнi значення коефiцiєнтiв дифузiї, ефе-
ктивних зарядiв, провiдностей дають дуже малу
величину зазначеного вiдношення (менше мiль-
йонної частки), тобто внеском електромiграцiї в
виробництво ентропiї можна знехтувати. Що сто-
сується хiмiчної частини (виробництва ентропiї за
рахунок розпаду), то тут справа складнiша i зале-
жить вiд механiзму i вiд стадiї розпаду. Аналiти-
чна теорiя раннiх стадiй спiнодального розпаду в
присутностi електромiграцiї буде викладена в iн-
шому мiсцi.

3. Розв’язок задач
про знаходження розподiлiв напруг
та струмiв при фiксованому
розподiлi компонентiв

У загальному випадку, задача про самоорганiза-
цiю сплаву пiд дiєю сильного струму вельми скла-
дна, оскiльки передбачає зворотний зв’язок: еле-
ктронний вiтер по-рiзному впливає на мiграцiю
атомiв сортiв 𝐴 i 𝐵 i тим самим змiнює просторо-
вий розподiл атомiв мiж вузлами, а цей розподiл,
у свою чергу, визначає розподiл потенцiалiв, стру-
му i електронного вiтру. Тому, строго кажучи, не-
обхiдно перевизначати розподiл потенцiалiв пiсля
кожного дифузiйного стрибка. Тобто розв’язувати
оптимiзацiйну задачу. Технiчно це дуже складно
зробити, тому в нашому розв’язку ми робимо пере-
рахунок потенцiалiв через Монте-Карло крок. Ми
випробували три методи:

1) простий iтерацiйний метод,

2) метод градiєнтного спуску з постiйним кро-
ком,

3) метод найшвидшого градiєнтного спуску з
оптимiзованим кроком.

3.1. Простий iтерацiйний метод

Систему рiвнянь (9) можна представити так:

𝜙[I] =

𝑍∑︀
In=1

𝜎[I, In]𝜙[In]

𝑍∑︀
In=1

𝜎[I, In]

, I = 1, ..., 𝑁.

Iдея iтерацiйного методу полягає в тому, що лiва
частина трактується, як наступна iтерацiя, а пра-
ва – як поточна:

𝜙iter+1[I] =

𝑍∑︀
In=1

𝜎[I, In]𝜙iter[In]

𝑍∑︀
In=1

𝜎[I, In]

, I = 1, ..., 𝑁. (14)

Переприсвоєння вiдповiдно до рiвняння (14) вiд-
бувається для всiх вузлiв, крiм катодного та ано-
дного кiнцiв, на яких потенцiали вважаються за-
даними. Початкова iтерацiя традицiйно приймає-
ться лiнiйною функцiєю, що набуває фiксованих
значень на анодному i катодному кiнцях: 𝜙0(𝐼) =
= 𝜙cathode + 𝑥

𝐿𝑥
(𝜙anode − 𝜙cathode). Недолiк даного

методу полягає в тому, що iтерацiйна процедура
не завжди забезпечує збiжнiсть. У разi застосува-
ння методу для випадкового розподiлу атомiв, мi-
нiмум джоулевого тепла досягається досить швид-
ко, проте далi спостерiгається зростання параме-
тра 𝑃 (див. формулу (15)), що свiдчить про вiдхи-
лення значень вузлових потенцiалiв вiд реальних
значень, i, вiдповiдно, розбiжнiсть iтерацiйної про-
цедури.

3.2. Метод градiєнтного
спуску з постiйним кроком

Метод градiєнтного спуску ґрунтується на дове-
денiй вище теоремi про мiнiмiзацiю квадратичної
форми:

𝑃 =

𝑁∑︁
I=1

𝑍∑︁
In=1

𝜎[I, In](𝜙[I]− 𝜙[In])2. (15)
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При виборi постiйного кроку градiєнтного спуску
на кожному кроцi потенцiали в кожному вузлi пе-
ревизначаються за формулою

𝜙[I] = 𝜙[I]− 2𝜆

𝑍∑︁
In=1

𝜎[I, In](𝜙[I]− 𝜙[In]). (16)

Тут у рiвняннi (16) крок 𝜆 має обернену провiдно-
стi розмiрнiсть, тобто [Ω𝑚].

Для перевiрки ефективностi методу градiєнтно-
го спуску був використаний модельний двови-
мiрний зразок, що являє собою трикутну ґра-
тку, вузли якої заповненi атомами таким чином,
щоб утворювалася блокова структура: до поло-
вини довжини ґратка заповнена атомами одного
сорту, пiсля – iншого. Використання методу гра-
дiєнтного спуску дозволяє усунути недолiк попе-
реднього алгоритму – можливу розбiжнiсть послi-
довних наближень.

3.3. Метод найшвидшого
градiєнтного спуску

Iдея методу та сама, проте вiдбувається однови-
мiрна оптимiзацiя змiни 𝑃 по кроку 𝜆 (тобто пер-
ша похiдна по кроку вiд змiни 𝑃 дорiвнює нулю, а
друга – бiльша за нуль). При цьому оптимальний
крок визначається за формулою

𝜆opt =

=

∑︀
I

∑︀
In

∑︀
Inb

𝜎[I, In]𝜎[I, Inb](𝜙[I]− 𝜙[In])(𝜙[I]− 𝜙[Inb])

2
∑︀
I

∑︀
In

𝜎[I, In](
∑︀
Inb

𝜎[I, Inb](𝜙[I]− 𝜙[Inb]))2
.

(17)

Враховуючи те, що iтерацiйна процедура збiга-
ється при достатнiй для нашого моделювання то-
чностi обчислень, а оптимiзацiйна процедура має
нижчу швидкiсть збiжностi для великої кiлькостi
частинок, у якостi основного було вибрано саме
iтерацiйний пiдхiд.

4. Дослiдження часової
залежностi морфологiї, опору
i виробництва ентропiї в сплавi,
що розпадається

Першi результати для двовимiрної моделi (три-
кутна ґратка) в разi фiксованого струму були
отриманi iтерацiйним методом в [12] за участю

двох авторiв даної статтi (А.М. Гусака, В.В. Тур-
ла). Тут ми ускладнили завдання розглядом двох
альтернатив для потенцiалу (фiксований струм i
фiксована напруга) i двох альтернативних кра-
йових умов для електромiграцiї атомiв (нульо-
вi потоки на межах i перiодичнi крайовi умови).
Фiксована напруга забезпечується просто фiкса-
цiєю потенцiалiв на лiвiй i правiй межах зраз-
ка. Фiксований струм зручнiше всього забезпе-
чити перенормуванням потенцiалу в усiх точках
схеми. У випадку нульових потокiв на межах
можна очiкувати сегрегацiю майже чистих ком-
понентiв на межах (що й спостерiгалося). Аль-
тернативне задання перiодичних крайових умов
фiзично означає просто видiлення невеликої ча-
стини зразка в областi квазiстацiонарних пото-
кiв атомiв за межами сегрегацiйних областей. Та-
кож включено моделювання в тривимiрному ви-
падку. Використовувався метод Монте-Карло для
обмiнного механiзму в бiнарному сплавi, що роз-
падається. Було застосовано стандартний алго-
ритм Метрополiса з наступною модифiкацiєю: змi-
на енергiї при обмiнi атомiв 𝐴 в вузлi In i 𝐵
у вузлi I мiсцями включала електромiграцiйний
доданок

Δ𝐸𝑞 = (𝑍𝐴 − 𝑍𝐵)𝑒(𝜙[I]− 𝜙[In]), (18)

де 𝑍𝐴, 𝑍𝐵 – ефективнi заряди компонентiв. Задача
включає характерний розмiр

𝑙el =
𝑘B𝑇

Δ𝑍𝑒(𝜌𝑗)average
= 𝐿

𝑘B𝑇

Δ𝑍𝑒(𝜙anode − 𝜙cathode)
,

де 𝐿 – повна поздовжня довжина зразка.
Поки характерний розмiр неоднорiдностi спла-

ву, що розпадається, менший вiд 𝑙el, очiкуваний
вплив електромiграцiї на перерозподiл компонен-
тiв малий. Тому можна очiкувати, що на поча-
тковiй стадiї розпаду вплив електромiграцiї буде
порiвняно малим, i всi змiни джоулевого тепла
будуть визначатися спочатку просто зростанням
характерної довжини неоднорiдностi (наприклад,
зростанням розмiру включень другої фази i вiд-
повiдним зменшенням їх кiлькостi) – це означає
зменшення опору (див. нижче).

При побудовi двовимiрної моделi використову-
валися модельнi параметри, iнодi далекi вiд ре-
альностi (особливо величезна щiльнiсть струму),
якi дозволяють простежити еволюцiю структури
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a

б
Рис. 2. Розпад сплаву при пропусканнi фiксованого стру-
му (трикутна ґратка, нульовi потоки компонентiв на ме-
жах); а – початковий стан, б – пiсля 5000 Монте-Карло кро-
кiв. 𝑉𝐴𝐴/𝑘B𝑇 = 𝑉𝐵𝐵/𝑘B𝑇 = −1,087, 𝑉𝐴𝐵/𝑘B𝑇 = −0,181,
𝑙el/𝑎 = 0,18

за розумний машинний час: розмiри зразка 𝑁𝑋 =
= 600, 𝑁𝑌 = 300, 𝑉𝐴𝐴/𝑘B𝑇 = 𝑉𝐵𝐵/𝑘B𝑇 = −1,087,
𝑉𝐴𝐵/𝑘B𝑇 = −0,181, електропровiдностi компонен-
тiв 𝐴 i 𝐵, 𝜎𝐴 = 6 · 107 Ом−1 ·м−1, 𝜎𝐵 = 6×
× 106 Ом−1 ·м−1 вiдповiдно, Δ𝑍 𝑒 = 30 · 10−19 C,
мiжатомна вiдстань 𝑎 = 2,55 · 10−10 м.

4.1. Фiксований струм
у двовимiрному зразку
4.1.1. Нульовi потоки компонентiв
на межах (сегрегацiя фаз на анодному
i катодному кiнцях)
Типова картина еволюцiї морфологiї у випадку фi-
ксованого струму i нульового потоку компонентiв
на катодi та анодi наведена на рис. 2. Система по-
казує конкуренцiю двох тенденцiй: до послiдовно-
го з’єднання в результатi сегрегацiї на електродах
i до паралельного з’єднання у внутрiшнiй частинi
зразка.

Iнтенсивнiсть джоулевого тепловидiлення у ви-
падку фiксованого струму, очевидно, пропорцiйна

Рис. 3. Типова залежнiсть повного опору вiд часу при фi-
ксованому повному струмi та нульових потоках компонен-
тiв на межах. 𝑉𝐴𝐴/𝑘B𝑇 = 𝑉𝐵𝐵/𝑘B𝑇 = −1,087, 𝑉𝐴𝐵/𝑘B𝑇 =

= −0,181, 𝑙el/𝑎 = 0,18

Рис. 4. Структура 2D-сплаву за умов фiксованого струму
i перiодичних крайових умов на атомнi потоки (пiсля 75000
МК-крокiв, решта параметрiв вiдповiдають наведеним ви-
ще)

повному опору i тому повторює вигляд залежностi
на рис. 3, на якому показано типову часову зале-
жнiсть повного опору.

4.1.2. Перiодичнi крайовi умови по компонентах
Немонотоннiсть часової залежностi джоулевого
тепловидiлення, очевидно, пов’язана з сегрегацiєю
фаз на катодi та анодi й у результатi – зi збiль-
шенням долi послiдовного з’єднання в двофазному
сплавi. Для того, щоб помiтити шукану тенденцiю
в чистому виглядi, необхiдно позбутися впливiв
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a

б
Рис. 5. Залежнiсть повного опору (а) i виробництва джоу-
левого тепла (б) за умови фiксованого струму i перiодичних
крайових умов на атомнi потоки. 𝑉𝐴𝐴/𝑘B𝑇 = 𝑉𝐵𝐵/𝑘B𝑇 =

= −1,087, 𝑉𝐴𝐵/𝑘B𝑇 = −0,181, 𝑙el/𝑎 = 0,18

областей електромiграцiйної сегрегацiї. Для цього,
звичайно, можна просто обрiзати крайнi областi,
проте ми виберемо iнший шлях: не змiнюючи кра-
йових умов для струмiв i потенцiалiв, введемо новi
крайовi умови для компонентiв на межах – замiсть
нульових потокiв компонентiв введемо перiодичнi
крайовi умови для компонентiв на катодi й анодi.
Результати наведенi на рис. 4, 5.

4.2. Фiксована напруга
в двовимiрному зразку. Нульовi
потоки компонентiв на межах
Далi ми замiсть струму зафiксували напругу, очi-
куючи, що структура буде прагнути до послi-
довного з’єднання. (Наша початкова iдея поляга-
ла в тому, що система завжди прагне зменшити
дисипацiю енергiї. Оскiльки при заданiй напрузi
потужнiсть джоулевого тепловидiлення дорiвнює
𝑈2/𝑅, то ми очiкували збiльшення опору, який си-
стема може забезпечити формуванням структури
послiдовного з’єднання). Як видно з рис. 6, ситуа-
цiя дещо складнiша. Структура паралельного з’єд-
нання дiйсно не утворюється, на вiдмiну вiд по-
переднiх випадкiв. Крiм того, тенденцiя до послi-
довного з’єднання дiйсно проявляється, принаймнi
для досить великої напруги, проте опiр зразка спо-
чатку все ж падає i лише через деякий час починає
рости. Залежнiсть джоулевого тепловидiлення вiд
часу наведена на рис. 7.

Спроба пояснення немонотонностi повного опо-
ру в даному випадку наводиться в роздiлi 5.

4.3. Моделювання еволюцiї морфологiї
i тепловидiлення в 3D-випадку

Моделювання еволюцiї структури в тривимiрних
зразках вимагає значно бiльших машинних ресур-
сiв, тому в данiй статтi ми подаємо не системати-
чне дослiдження, а лише характернi приклади ево-
люцiї. На рис. 8 наведена морфологiя тривимiрно-
го ГЦК-сплаву, що розпадається, за умов фiксова-
ної напруги. Морфологiя мiстить як елементи по-
слiдовного, так i паралельного з’єднання. Таким
чином, повторюється тенденцiя, виявлена в дво-
мiрному випадку.

5. Обговорення результатiв

Починаючи дане дослiдження, ми очiкували (в ро-
лi робочої гiпотези) отримати а) формування па-
ралельного з’єднання та зменшення опору в разi
фiксованого струму, б) формування послiдовного
з’єднання та збiльшення опору в разi фiксованої
напруги. Тодi в обох випадках дисипацiя енергiї
за рахунок джоулевого тепла прямує до мiнiмуму.
Однак нашi очiкування виявилися дещо наївними.

1. У випадку фiксованого струму ситуацiя
ускладнюється сегрегацiєю на кiнцях, що робить
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залежнiсть опору i тепловидiлення вiд часу немо-
нотонними.

2. У разi фiксованої напруги перед етапом зро-
стання опору i падiння тепловидiлення iснує до-
сить помiтний етап зменшення опору i зростання
тепловидiлення.

Обговоримо детальнiше другу особливiсть, ко-
ристуючись спрощеною моделлю. Наша гiпотеза
полягає в тому, що падiння опору на початкових
стадiях може зумовлюватися не тiльки утворен-
ням структури паралельного з’єднання, а й про-
сто розпадом, тобто розподiлом компонентiв на ло-
кальному рiвнi. Для перевiрки гiпотези спочатку
розглянемо двi простi феноменологiчнi моделi.

I. Розглянемо змiну опору паралельного з’єдна-
ння двох фаз 𝛼 i 𝛽 по мiрi перерозподiлу їх концен-
трацiй при незмiнних частках фаз: спочатку кон-
центрацiї 𝑐𝛼 i 𝑐𝛽 дорiвнюють 0,5, а з часом 𝑐𝛼 пря-
мує до 1, а 𝑐𝛽 – до нуля, 𝑐𝛼𝑝𝛼 + 𝑐𝛽𝑝𝛽 = 𝑐, де 𝑝𝛼,
𝑝𝛽 – об’ємнi частки фаз, 𝑝𝛼 + 𝑝𝛽 = 1. У грубому
наближеннi питомий опiр кожної фази вiзьмемо лi-
нiйним по концентрацiї:

𝜌𝛼(𝑐𝛼) = 𝜌𝐴𝑐𝛼 + 𝜌𝐵(1− 𝑐𝛼),

𝜌𝛽(𝑐𝛽) = 𝜌𝐴𝑐𝛽 + 𝜌𝐵(1− 𝑐𝛽).
(19)

Середнiй обернений питомий опiр системи, як
легко перевiрити, дорiвнює

1

𝜌
=

𝑝𝛼
𝜌𝐴𝑐𝛼 + 𝜌𝐵(1− 𝑐𝛼)

+
𝑝𝛽

𝜌𝐴𝑐𝛽 + 𝜌𝐵(1− 𝑐𝛽)
.

При цьому

𝜕
(︁
1
𝜌

)︁
𝜕𝑐𝛼

=

= 𝑝𝛼
(𝜌𝐴 − 𝜌𝐵)

2(𝑐2𝛼 − 𝑐2𝛽)(𝜌𝑎 + 𝜌𝐵)

(𝜌𝐴𝑐𝛼 + 𝜌𝐵(1− 𝑐𝛼))(𝜌𝐴𝑐𝛽 + 𝜌𝐵(1− 𝑐𝛽))
> 0.

Таким чином, по мiрi розподiлу компонентiв (ко-
ли 𝑐𝛼 зростає вiд 0,5 до 1), обернений опiр збiль-
шується, а сам опiр, вiдповiдно, падає.

II. Розглянемо тепер змiну опору послiдовного
з’єднання двох фаз 𝛼 i 𝛽 по мiрi перерозподiлу їх
концентрацiї. При цьому

𝜌 = 𝑝𝛼(𝜌𝐴𝑐𝛼 + 𝜌𝐵(1− 𝑐𝛼))+

+ 𝑝𝛽(𝜌𝐴𝑐𝛽 + 𝜌𝐵(1− 𝑐𝛽)) →
𝜕𝜌

𝜕𝑐𝛼
= 0.

Рис. 6. Морфологiя при фiксованiй напрузi замiсть фiксо-
ваного струму (пiсля 1900 МК-крокiв)

Рис. 7. Залежнiсть тепловидiлення вiд часу при фiксова-
нiй напрузi 𝑈 = 3 В

Рис. 8. Морфологiя при фiксованiй напрузi для тривимiр-
ної моделi пiсля 500 Монте-Карло крокiв

Таким чином, у разi послiдовного з’єднання роз-
подiл компонентiв у лiнiйному наближеннi для
опору не змiнює повного опору. Реальний сплав, як
завжди, є промiжним випадком мiж послiдовним
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Рис. 9. Динамiка змiни повного опору системи у випадку
сильного струму та його практичної вiдсутностi

Рис. 10. Морфологiя системи, що виключає розпад, пiсля
500 Монте-Карло крокiв. Параметри моделювання аналогi-
чнi випадку з фiксованим струмом та нульовими атомними
потоками на катодi та анодi

i паралельним з’єднанням, тому можна очiкувати,
що для нього розшарування компонентiв повинно
зменшувати опiр.

Для того, щоб перевiрити наведенi вище еври-
стичнi мiркування, ми порiвняли еволюцiю опорiв
на початковiй стадiї розпаду при сильному i при
дуже слабкому струмi (2 · 1014 A/м2 i 2 A/м2).
Як видно з рис. 9, на початковому етапi падiння
опору спостерiгається в обох випадках, але в ра-
зi сильного струму падiння помiтно швидше. Та-
ким чином, у випадку фiксованого струму два ефе-
кти – розподiлу компонентiв i формування стру-
ктури паралельного з’єднання – дiють спiльно. У
разi фiксованої напруги можемо очiкувати конку-
ренцiю: розшарування компонентiв призводить на

початковiй стадiї до зменшення опору, але фор-
мування структури послiдовного з’єднання через
деякий час переважає.

Отриманi результати узгоджуються з загальною
властивiстю, описаною Пригожиним та iн. (рiвня-
ння (13)). А саме, виробництво ентропiї при фiксо-
ваному потоцi прагне до зменшення, а при фiксо-
ванiй силi (напрузi) може вести себе по-рiзному.

Описанi вище результати свiдчать про великий
вплив електромiграцiї на еволюцiю структури дво-
фазного сплаву. Проте цей вплив проявляється ли-
ше в областi нестабiльностi сплаву. Для перевiрки
цього твердження ми розглянули вплив електро-
мiграцiї на сплав iз нульовою енергiєю змiшуван-
ня. Структура сплаву пiсля 500 крокiв показана
на рис. 10. Як i в попереднiх випадках, електромi-
грацiя призводить до сегрегацiї компонентiв на ка-
тодi та анодi. Однак у промiжнiй областi мiж ано-
дом та катодом жодних ознак паралельного чи по-
слiдовного з’єднання немає. Таким чином, навiть
дуже сильний електричний струм лише допомагає
системi вибрати орiєнтацiю ламелярної структури,
але сам по собi цю структуру не створює.
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MODELING OF ENTROPY PRODUCTION
AND SELF-ORGANIZATION OF DECOMPOSING
METALLIC ALLOY UNDER HIGH CURRENT DENSITY

S u m m a r y

The synergy of the decomposition and electromigration in bi-

nary alloys under a very strong electric current is analyzed in

the frame of the entropy production rate approach and simu-

lated by the Monte Carlo method. The morphology evolution

and the Joule heating rate time behavior depend on what is

fixed during the electromigration – current or voltage.
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