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ЦЕНТРАЛЬНО-СИМЕТРИЧНI
СОЛIТОНИ ЗI СТУПЕНЕВОЮ АСИМПТОТИКОЮ
ДЛЯ СЕРЕДОВИЩ РIЗНОЇ РОЗМIРНОСТIУДК 538.9

У роботi проаналiзовано аналiтичнi розв’язки радiально-симетричних нелiнiйних рiв-
нянь Шредiнгера з двома нелiнiйними доданками у рiзних ступенях для 1D, 2D i 3D про-
сторiв. Вони типовi для рiвнянь, у яких є два нелiнiйних доданки, а не один, як правило,
кубiчний. Важливою особливiстю отриманих розв’язкiв є те, що вони виражаються
не через гiперболiчнi функцiї, а через рацiональнi функцiї, скiнченнi у всьому просто-
рi i мають ступеневу асимптотику на нескiнченностi. Отриманi розв’язки iстотно
розширюють коло застосувань нелiнiйного рiвняння Шредiнгера. Окремi актуальнi ви-
падки загального розв’язку розглянутi в додатках.
К люч о в i с л о в а: центрально-симетричнi солiтони, нелiнiйне рiвняння Шредiнгера,
графен.

1. Вступ

Нелiнiйнi рiвняння Шредiнгера мають широкий
ареал застосувань. Вiд полiмерiв [1] i полiмеропо-
дiбних систем [2,3] до твердих тiл [4–9] i плазми [10,
11]. Але, незважаючи на це, залишається ще низ-
ка проблем, що потребують розв’язання. Однiєю
з таких проблем донедавна була вiдсутнiсть ана-
лiтичних розв’язкiв радiально-симетричного не-
лiнiйного рiвняння Шредiнгера. Останнiм часом,
крiм числових i асимптотичних розв’язкiв [12, 13]
проводяться дослiдження з пошуку аналiтичних
розв’язкiв [4–7]. В роботах [4–6] розглядається
радiально-симетричне модифiковане нелiнiйне рiв-
няння Шредiнгера з диференцiально-ступеневою
нелiнiйнiстю у 2D-просторi [4, 5], та проводиться
аналiз локалiзованих станiв [6] у 2D-просторi i
у квазiiмпульсному представленнi. Знайдено ви-
падок [7], який допускає аналiтичний розв’язок
для радiально-симетричного нелiнiйного рiвнян-
ня Шредiнгера. Радiально-симетричнi солiтоннi
розв’язки у двовимiрних системах нинi особли-
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во актуальнi у зв’язку iз широким застосуванням
надтонких плiвок (кiлька атомних шарiв) [14] i
графенiв [8]. З iншого боку, одновимiрнi системи
також не втрачають актуальностi. Вони мають до-
бре вiдомi [15] солiтоннi розв’язки, що виражаю-
ться через гiперболiчнi функцiї.

Було проаналiзовано модифiковане радiально-
симетричне нелiнiйне рiвняння Шредiнгера зi
складною ступеневою нелiнiйнiстю i нульовими
граничними умовами на нескiнченностi. На вiдмi-
ну вiд модифiкованого рiвняння Шредiнгера, роз-
глянутого в [4–6], тут розглядається нелiнiйнiсть,
що складається з двох доданкiв, кожний з яких
мiстить шукану функцiю в рiзних ступенях. Така
нелiнiйнiсть звичайно є результатом розкладання,
наприклад, деякого потенцiалу в ряд зi збереже-
нням двох доданкiв (зазвичай при подiбних роз-
кладаннях зберiгається тiльки перший незникаю-
чий доданок). Крiм того, у рiвняння було введено
параметр, що дозволяє одночасно аналiзувати цю
радiально-симетричну задачу для всiх трьох про-
сторових розмiрностей: 1D (полiмери), 2D (графен
i iн.) i 3D (об’єкти кристалiчного типу).
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Розглянута задача актуальна у зв’язку з пошу-
ком радiально-симетричних розв’язкiв солiтонного
типу в нелiнiйнiй оптицi, нелiнiйнiй квантовiй ме-
ханiцi, нелiнiйнiй теорiї твердого тiла (або конден-
сованих середовищ). Вона може бути актуальна й
у дослiдженнях взаємодiї плазми з електромагнi-
тним випромiнюванням. Слiд зауважити, що зна-
йденi розв’язки, строго кажучи, не є солiтонами,
хоча i є локалiзованими розв’язками стацiонарних
нелiнiйних рiвнянь. Вони не належать до класу бi-
жучої хвилi i не узагальненi на випадок вiдмiнної
вiд нуля швидкостi. Але для спрощення аналiзу,
як це iнодi робиться у iнших дослiдженнях [4–7],
ми розглядаємо стацiонарний випадок (солiтон з
нульовою швидкiстю).

Знайдено розв’язок у виглядi радiально-
симетричних солiтонiв, що являють собою фун-
кцiю вигляду: 𝜙(𝑟) = 𝐴/(1 + 𝛼𝑟2)𝑛, де 0 < 𝑛 ≤ 1 –
будь-яке дiйсне число. Проаналiзовано вплив
комбiнацiй ступенiв нелiнiйностей i параметра
просторової розмiрностi на отриманий розв’язок.
Показано, що узгоджене збiльшення ступенiв
нелiнiйностей у рiвняннi приводить до зменшення
показника ступеня 𝑛 незалежно вiд просторової
розмiрностi задачi. А при збiльшеннi розмiрностi
простору солiтон звужується i збiльшується його
амплiтуда.

2. Загальна постановка i розв’язок задачi

Солiтоннi задачi у нелiнiйних фiзичних системах
зазвичай зводяться до нелiнiйного рiвняння Шре-
дiнгера зi ступеневою нелiнiйнiстю. Як правило,
вони виникають iз рiвнянь загального вигляду:

Δ𝜓 + 𝜓𝐺 (𝜓) + 𝜀𝜓 = 0.

При цьому хвильова функцiя будується у вигля-
дi модульованої по амплiтудi плоскої хвилi: 𝜓 (r) =
= 𝜙 (r) 𝑒𝑖k·r. Це приводить до перевизначення вла-
сного значення 𝜀 за рахунок дисперсiйного енер-
гетичного доданка, а саме рiвняння набуває тодi
вигляду

Δ𝜙+ 𝜙 𝑔 (𝜙) + 𝜆𝜙 = 0. (1)

Далi функцiю 𝑔 (𝜙) розкладають у ряд за ступе-
нями 𝜙. Це може приводити до ще одного переви-
значення, тепер уже, параметра 𝜆. А для визна-
чення модулюючого множника 𝜙 (r), виникають

рiвняння, якi в радiально-симетричному представ-
леннi, можна привести до вигляду узагальненого
нелiнiйного рiвняння Шредiнгера:

𝜕2𝜙

𝜕𝑟2
+
𝛽

𝑟

𝜕𝜙

𝜕𝑟
+ 𝑔1𝜙

𝑎 − 𝑔2𝜙
𝑏 + 𝐿𝜙 = 0. (2)

Узагальненiсть рiвняння (2), по вiдношенню до
тих, що розглядаються зазвичай, зводиться до
двох обставин. Перша обставина – це наявнiсть
множника 𝛽 = 0, 1, 2, вiдповiдно, для 1D-просто-
рiв (𝛽 = 0), 2D-просторiв (𝛽 = 1) i 3D-просто-
рiв (𝛽 = 2). Така можливiсть одночасного вра-
хування у розв’язку всiх трьох просторових роз-
мiрностей є специфiчною особливiстю радiально-
симетричного розгляду. Друга обставина – це на-
явнiсть двох нелiнiйних ступеневих доданкiв: 𝑔1𝜙𝑎

i 𝑔2𝜙𝑏 (а не одного, зазвичай кубiчного). Коефiцi-
єнти 𝑔1, 𝑔2 разом з коефiцiєнтом 𝐿 залежать вiд
параметрiв задачi, що конкретно розглядається.
При цьому ступенi 𝑎, 𝑏 у цих доданках не заданi i
у процесi побудови розв’язку можуть узгоджува-
тись з ним. Наявнiсть двох нелiнiйних доданкiв у
рiвняннi (2) дозволяє знайти аналiтичнi розв’язки
для ряду комбiнацiй ступенiв 𝑎, 𝑏, якi вiдносяться
до реальних фiзичних ситуацiй i будуть розгля-
нутi далi. Сполучення знакiв при коефiцiєнтах 𝑔1,
𝑔2 забезпечує максимальну фiзичну коректнiсть як
рiвняння (2), так i бiльшостi розглянутих далi кон-
кретних ситуацiй. Є, однак, окремi випадки, що
вимагають або iншої комбiнацiї знакiв, або навiть
вiдсутностi одного з нелiнiйних доданкiв. Вони бу-
дуть аналiзуватися також.

Розв’язок рiвняння (2) будується у виглядi пiд-
становки:
𝜙 (𝑟) =

𝐴

(1 + 𝛼𝑟2)
𝑛 . (3)

Параметри 𝐴,𝛼 i 𝑛 визначаються з умови тото-
жного перетворення на нуль лiвої частини рiвнян-
ня (2) пiсля пiдстановки в нього розв’язку (3). Така
пiдстановка, пiсля деяких перетворень, приводить
до спiввiдношення:

− 4𝛼𝑛(𝑛+ 1)

(1 + 𝛼𝑟2)
2 +

2𝛼𝑛(2𝑛+ 1− 𝛽)

(1 + 𝛼𝑟2)
+

+
𝑔1𝐴

𝑎−1

(1 + 𝛼𝑟2)
(𝑎−1)𝑛

− 𝑔2𝐴
𝑏−1

(1 + 𝛼𝑟2)
(𝑏−1)𝑛

+ 𝐿 = 0.

Як видно, для перетворення лiвої частини цього
рiвняння в нуль необхiдно вимагати рiвностi нулю
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суми першого i третього доданка, а також друго-
го й четвертого доданкiв. Параметр 𝐿 необхiдно
теж покласти рiвним нулю. Як показано в [9–16],
для квантових i твердотiльних задач умова 𝐿 = 0
приводить до визначення власного значення зада-
чi, яка розглядається, що вiдповiдає рiвнянню (2).
Це пов’язано з тим, що в найпростiшому випадку
𝐿 має структуру рiзницi мiж цим власним значен-
ням i дисперсiйним енергетичним доданком, який
визначає динамiчнi властивостi квазiчастинки. В
iнших задачах цей доданок у рiвняннi (2) може
взагалi бути вiдсутнiм. Маючи далi на увазi тiльки
такi задачi, вважаємо 𝐿 = 0 i вимагаємо рiвностi
нулю суми першого та третього, а також другого
та четвертого доданкiв.

В результатi вимоги рiвностi знаменникiв отри-
муємо 2 умови, якi зв’язують ступенi нелiнiйних
доданкiв 𝑎, 𝑏 i ступiнь розв’язку 𝑛:

𝑎 =
2

𝑛
+ 1; 𝑏 =

1

𝑛
+ 1. (4)

Для чисельникiв тодi залишається двi умови:

− 4𝛼𝑛(𝑛+ 1) + 𝑔1𝐴
𝑎−1 = 0;

2𝛼𝑛(2𝑛+ 1− 𝛽)− 𝑔2𝐴
𝑏−1 = 0.

(5)

За допомогою цих чотирьох умов необхiдно ви-
значити три характеристики розв’язку (3): амплi-
туду 𝐴, показник росту 𝛼 й ступiнь 𝑛. У цьому
сенсi система (4), (5) є перевизначеною. Однак, як
згадувалося вище, один з факторiв, узагальненостi
рiвняння (2), пов’язаний з тим, що ступенi 𝑎, 𝑏 не
заданi i система (4), (5) стає вже недовизначеною:
п’ять невiдомих при чотирьох рiвняннях. У бiль-
шостi фiзичних задач ступенi 𝑎, 𝑏 цiлi. Це пов’я-
зане з тим, що нелiнiйнi доданки в (2) звичайно є
наслiдком розкладання в ряд деякої потенцiальної
енергiї, що залежить вiд шуканої функцiї 𝜙 (𝑟). Iз
спiввiдношень (4) видно, що забезпечити цiлi сту-
пенi 𝑎, 𝑏 можна, поклавши 𝑛 = 1/𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, ... .
Тодi: 𝑎 = 2𝑗 + 1, 𝑏 = 𝑗 + 1. При цьому рiвняння (2)
для кожного 𝑗 набуває вигляду

𝜕2𝜙

𝜕𝑟2
+
𝛽

𝑟

𝜕𝜙

𝜕𝑟
+ 𝑔1𝜙

2𝑗+1 − 𝑔2𝜙
𝑗+1 = 0, (6)

а розв’язок (3) для цього значення 𝑗 стає таким:

𝜙 (𝑟) =
𝐴

(1 + 𝛼𝑟2)
1/𝑗

. (7)

Коефiцiєнти 𝐴 i 𝛼 визначаються рiвняннями (5).
Пiдставляючи в них 𝑛 = 1/𝑗 i розв’язуючи їх вiд-
носно 𝐴, 𝛼, одержуємо:

𝐴 =

(︂
2 (1 + 𝑗) 𝑔2

(2 + (1− 𝛽) 𝑗) 𝑔1

)︂1/𝑗
; 𝛼 =

𝑗2 (1 + 𝑗) 𝑔22

(2 + (1− 𝛽) 𝑗)
2
𝑔1
.

(8)

Рiвняння (6) i його розв’язок у виглядi (7), (8)
для рiзних значень 𝑗 = 1, 2, 3, ..., вiдповiдають рi-
зним фiзичним ситуацiям. Деякi з них, найпоши-
ренiшi, будуть розглянутi в наступних роздiлах.

3. Узагальнена кубiчна
нелiнiйнiсть (𝑗 = 1)

Поклавши в (6)–(8) 𝑗 = 1, одержимо рiвняння:

𝜕2𝜙

𝜕𝑟2
+
𝛽

𝑟

𝜕𝜙

𝜕𝑟
+ 𝑔1𝜙

3 − 𝑔2𝜙
2 = 0, (9)

його розв’язок:

𝜙 (𝑟) =
𝐴

1 + 𝛼𝑟2
, (10)

i коефiцiєнти:

𝐴 =
4𝑔2

(3− 𝛽) 𝑔1
; 𝛼 =

2𝑔22

(3− 𝛽)
2
𝑔1
. (11)

Рiвняння (9) нетипове для твердотiльних задач,
пов’язаних з вiдгуком ґратки кристала на збудже-
ння. Це пов’язане з тим, що в них функцiя 𝑔 (𝜙)
рiвняння (1) зазвичай залежить не вiд 𝜙, а вiд
𝜙2. I, при розкладаннi цiєї функцiї в ряд, стру-
ктура 𝜙𝑔 (𝜙) не може в принципi мiстити дода-
нок 𝜙2. В iнших квантових задачах, задачах еле-
ктростатики або взаємодiї плазми з електромагнi-
тним випромiнюванням рiвняння типу (9) можуть
реалiзовуватися.

На рис. 1 наведенi порiвняльнi графiки розв’яз-
ку (10), (11) для всiх трьох просторових розмiрно-
стей: 𝛽 = 0, 1, 2.

Iз графiкiв на рисунку видно, що зi збiльшенням
розмiрностi простору солiтон звужується i збiль-
шується його амплiтуда.

З розв’язку (10) для розглянутого випадку ви-
пливає важлива властивiсть. На нескiнченностi со-
лiтон має асимптотику: 𝜙 (𝑟) ∼ 1/𝑟2. Вона бiльш
типова для фiзичних полiв, нiж експоненцiйна.
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Зокрема, вона характерна для силових характери-
стик типу напруженостi поля. I, в той самий час,
солiтон скiнченний у всьому просторi, зокрема в
точцi 𝑟 = 0.

4. Узагальнена нелiнiйнiсть
п’ятого ступеня (𝑗 = 2)

Поклавши тепер в (6)–(8) 𝑗 = 2, одержимо рiвня-
ння

𝜕2𝜙

𝜕𝑟2
+
𝛽

𝑟

𝜕𝜙

𝜕𝑟
+ 𝑔1𝜙

5 − 𝑔2𝜙
3 = 0, (12)

його розв’язок:

𝜙 (𝑟) =
𝐴

(1 + 𝛼𝑟2)
1/2

, (13)

i коефiцiєнти:

𝐴 =

(︂
3𝑔2

(2− 𝛽) 𝑔1

)︂1/2
; 𝛼 =

3𝑔22

(2− 𝛽)
2
𝑔1
. (14)

У твердотiльних задачах це рiвняння може мати
фiзичний змiст при певнiй симетрiї функцiї 𝑔 (𝜙)
рiвняння (1). У цих задачах, як уже згадувалося,
функцiї 𝑔 (𝜙) залежить не вiд 𝜙, а вiд 𝜙2. Тобто,
𝑔 (𝜙) ≡ 𝑞

(︀
𝜙2

)︀
. При цьому, якщо розкладання фун-

кцiї 𝑞 (𝑥) починається iз квадратичного доданка,
як, наприклад, якби 𝑞 (𝑥) = 1 − cos (𝑥), то роз-
кладання функцiї 𝑞

(︀
𝜙2

)︀
починалося б iз доданку

𝜙4 (у наведеному прикладi: 𝑞
(︀
𝜙2

)︀
= 1− cos

(︀
𝜙2

)︀
).

Розв’язок (13) на нескiнченностi має асимптотику:
𝜙 (𝑟) ∼ 1/𝑟, що теж є типовим для фiзичних по-
лiв. Зокрема, вона характерна для енергетичних
характеристик типу потенцiалу поля.

4.1. Випадки нормального розв’язку

Як видно з визначення коефiцiєнтiв 𝐴 i 𝛼, тут
для 1D-просторiв (𝛽 = 0) i 2D-просторiв (𝛽 = 1)
тенденцiя така сама, як на рис. 1. Зокрема, на
рис. 2 наведене 3D зображення розподiлу огинаю-
чої солiтона (квадрата функцiї (13)) у 2D-просторi
(𝛽 = 1).

Для розглянутого в роздiлi 3 випадку узагаль-
неної кубiчної нелiнiйностi (𝑗 = 1) вигляд 2D-
солiтона (𝛽 = 1) якiсно буде таким самим. Якiсно
вiн буде таким самим i для випадкiв, якi будуть
розглядатися далi.

4.2. Випадок окремого розв’язку

Випадок 3D-солiтона (𝛽 = 2) тут вимагає окре-
мого розгляду. Як випливає з визначень (14), цей
випадок є виродженим, оскiльки при 𝛽 = 2 ко-
ефiцiєнти 𝐴 i 𝛼 формально стають нескiнченни-
ми. Для того щоб вони були скiнченнi необхiдно,
розглядаючи випадок 𝛽 = 2 при 𝑗 = 2, вiд-
разу покласти 𝑔2 = 0. Цей випадок (узагальне-
ної нелiнiйностi п’ятого ступеня для 3D-просторiв
(𝛽 = 2)) докладно розглядався в [17]. Там було
показано, що в розв’язку залишається один “вiль-
ний” параметр. У спiввiдношеннях (14) цього мо-
жна формально домогтися, якщо вважати, що при
одночасному прямуваннi параметра 𝑔2 й рiзницi
2− 𝛽 до нуля (зверху) їхнє вiдношення 𝑔2/ (2− 𝛽)
прямує до деякого числа 𝜒. Тодi спiввiдношення
(14) формально набувають вигляду 𝐴 =

√︀
3𝜒/𝑔1,

𝛼 = 3𝜒2/𝑔1. Виключаючи параметр 𝜒, можна цi
два спiввiдношення привести до вигляду, у яко-
му незаданим параметром буде показник росту 𝛼:
𝐴 = 4

√︀
3𝛼/𝑔1.

Рис. 1. Порiвняльнi графiки розв’язку (10) для 𝑗 = 1

й трьох значень параметра просторової розмiрностi 𝛽 =

= 0, 1, 2. Цифри на графiку вiдповiдають значенням 𝛽. На
графiках наведений частинний випадок 𝑔1 = 𝑔2 = 1

Рис. 2. Просторова форма 2D-солiтона (𝛽 = 1) для частин-
ного випадку 𝑔1 = 𝑔2 = 1. Амплiтуда 𝐴 i показник росту 𝛼

при цьому мають чисельнi значення 𝐴 =
√
3, 𝛼 = 3
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5. Узагальнена нелiнiйнiсть
сьомого ступеня (𝑗 = 3)

Тут рiвняння (6) набуває вигляду

𝜕2𝜙

𝜕𝑟2
+
𝛽

𝑟

𝜕𝜙

𝜕𝑟
+ 𝑔1𝜙

7 − 𝑔2𝜙
4 = 0, (15)

його розв’язок (7) визначається спiввiдношенням:

𝜙 (𝑟) =
𝐴

(1 + 𝛼𝑟2)
1/3

,

а коефiцiєнти 𝐴, 𝛼, означенi у (8), зводяться до
рiвностей:

𝐴 =

(︂
8𝑔2

(5− 3𝛽) 𝑔1

)︂1/3
, 𝛼 =

36𝑔22

(5− 3𝛽)
2
𝑔1
.

Цей випадок може реалiзуватися, коли функцiя
𝑔 (𝜙) рiвняння (1) має парну симетрiю i її роз-
кладання починається з кубiчного доданка. Як,
наприклад, якби 𝑔 (𝜙) = cos(𝜙3/2) − 1. Зокре-
ма, наявнiсть аргументу 𝜙3/2 говорить про те, що
цей випадок не реалiзується у твердотiльних за-
дачах. Асимптотика розв’язку на нескiнченностi
викликає iнтерес незвичайним ступенем спадання:
𝜙 (𝑟) ∼ 1/𝑟2/3.

5.1. Випадки нормального розв’язку

З визначень коефiцiєнтiв 𝐴 i 𝛼 випливає, що, як
i в роздiлi 4, для 1D-просторiв (𝛽 = 0) i 2D-прос-
торiв (𝛽 = 1) зi збiльшенням розмiрностi простору
спостерiгається та сама тенденцiя, що й на рис. 1.

5.2. Випадок окремого розв’язку

Але є й одна особливiсть. Для 3D-простору (𝛽 = 2)
солiтон має вiд’ємну амплiтуду. Таку ситуацiю мо-
жна розглядати, як окремий випадок. Але вiд’єм-
нiсть амплiтуди не є окремим розв’язком, якщо фi-
зичний змiст має квадрат амплiтуди. Крiм того,
амплiтуда 3D-солiтона для цього випадку (𝑗 = 3,
𝛽 = 2) стає додатною, якщо 𝑔2 < 0, тобто, якщо
𝑔2 = −|𝑔2|. При цьому рiвняння (15) набуває ви-
гляду

𝜕2𝜙

𝜕𝑟2
+

2

𝑟

𝜕𝜙

𝜕𝑟
+ 𝑔1𝜙

7 + |𝑔2|𝜙4 = 0.

Воно може реалiзуватися тодi, коли функцiя 𝑔 (𝜙)
не обмежена у всьому просторi свого аргументу,
як, наприклад, якби 𝑔 (𝜙) = ch(𝜙3/2)− 1.

6. Узагальнена нелiнiйнiсть
дев’ятого ступеня (𝑗 = 4)

Тепер рiвняння (6) набуває вигляду
𝜕2𝜙

𝜕𝑟2
+
𝛽

𝑟

𝜕𝜙

𝜕𝑟
+ 𝑔1𝜙

9 − 𝑔2𝜙
5 = 0.

Розв’язок (7) визначається рiвнiстю:

𝜙 (𝑟) =
𝐴

(1 + 𝛼𝑟2)
1/4

.

А коефiцiєнти 𝐴, 𝛼, означенi у (8), мають тепер
такий конкретний вигляд:

𝐴 =

(︂
5𝑔2

(3− 2𝛽) 𝑔1

)︂1/4
; 𝛼 =

20𝑔22

(3− 2𝛽)
2
𝑔1
.

Цей випадок може реалiзуватися при такiй самiй
симетрiї функцiї 𝑔 (𝜙) рiвняння (1), як i в пiдроз-
дiлi 4.2. З тiєю лише рiзницею, що тут це могла б,
наприклад, бути така функцiя: 𝑔 (𝜙) = cos

(︀
𝜙2

)︀
−

− 1. У цьому сенсi розглянутий випадок може бу-
ти цiкавий для твердотiльних задач. Асимптотика
розв’язку на нескiнченностi тут, так само, як i в по-
передньому роздiлi, нетипова для фiзичних полiв,
але теж викликає iнтерес незвичайним ступенем
спадання: 𝜙 (𝑟) ∼ 1/𝑟1/4. У той самий час асим-
птотика: 𝜙2 (𝑟) ∼ 1/𝑟1/2 може бути вже цiкава в
деяких випадках i для фiзичних полiв.

6.1. Випадки нормального розв’язку

З визначення коефiцiєнта 𝐴 вiдразу можна зроби-
ти висновок про те, що солiтони у випадку просто-
рiв розмiрностi 1D (𝛽 = 0) i 2D (𝛽 = 1) мають такi
самi властивостi, як i у всiх попереднiх роздiлах
(рис. 1).

6.2. Випадок окремого розв’язку

Для 3D-простору (𝛽 = 2) амплiтуда стає компле-
ксною:

𝐴 =

(︂
−5𝑔2
𝑔1

)︂1/4
≡

√
𝑖

(︂
5𝑔2
𝑔1

)︂1/4
,

де 𝑖 – уявна одиниця. Оскiльки амплiтуда 𝜙 (𝑟)
тут повинна бути дiйсною, то забезпечити це мо-
жна тiльки замiною знака перед параметром 𝑔2,
поклавши, наприклад: 𝑔2 = −|𝑔2| (так само, як i в
роздiлi 5).

Iншi узагальненi нелiнiйностi, для яких 𝑗 ≥ 5,
мало цiкавi з фiзичної точки зору й тут розгляда-
тися не будуть.
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7. Висновки

У статтi проаналiзоване узагальнене нелiнiйне рiв-
няння Шредiнгера з метою пошуку радiально-
симетричних солiтонних розв’язкiв. Рiвняння мi-
стить параметр, що дозволяє проводити аналiз
одночасно для всiх трьох просторових розмiрно-
стей 1D, 2D i 3D. Крiм того, воно мiстить два не-
лiнiйнi доданки в рiзних ступенях. Розглянуто чо-
тири комбiнацiї ступенiв, названi узагальненими
нелiнiйностями третього, п’ятого, сьомого i дев’-
ятого ступеня, якi можуть вiдноситися до фiзично
актуальних задач. Для розглянутого тут рiвнян-
ня знайденi радiально-симетричнi розв’язки, якi
на нескiнченностi мають степеневу асимптотику
∼1/𝑟𝑣, а не експоненцiйно-спадаючу. Iз збiльше-
нням ступенiв нелiнiйностей розглянутого рiвня-
ння, ступiнь 𝑣 зменшується. У всiх розглянутих
випадках для 1D-просторiв (полiмери) i 2D-прос-
торiв (графени й iн.) знайденi розв’язки є нормаль-
ними з фiзичної точки зору (мають дiйсну та до-
датно означену амплiтуду). Для 3D-просторiв, iз
чотирьох розглянутих варiантiв нелiнiйностi, три
варiанти вимагають окремого розгляду. Всi вони
пов’язанi з необхiднiстю або змiни знака коефiцi-
єнта при доданку з меншим ступенем або навiть
обертанням цього коефiцiєнта на нуль. Показано,
що у всiх розглянутих випадках зi збiльшенням
розмiрностi простору солiтон стає вужчим, а його
амплiтуда зростає.
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СENTROSYMMETRIC SOLITONS
WITH POWER ASYMPTOTICS FOR MEDIA
OF DIFFERENT DIMENSIONS

S u m m a r y

Analytic solutions of radially symmetric nonlinear Schrödinger

equations with two nonlinear terms with different powers are

analyzed for 1D, 2D, and 3D spaces. They are typical of the

equations, where there are two nonlinear terms instead of one

cubic term, as a rule. An important feature of the solutions

obtained is that they are expressed not in terms of hyperbolic

functions, but in terms of rational functions finite in the en-

tire space with a power asymptotics at infinity. The solutions

obtained significantly expand the range of applications of the

nonlinear Schrödinger equations. Separate relevant cases of the

general solution are considered in the applications.
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