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СТОХАСТИЧНА ДИФУЗIЯ ЕНЕРГIЙНИХ
ЙОНIВ У СТЕЛАРАТОРАХ ТИПУ WENDELSTEINУДК 539

Розглянуто беззiткненнєву стохастичну дифузiю енергiйних йонiв в оптимiзованих
стелараторах типу Wendelstein, iснування якої в цих пристроях було передбачено ранi-
ше за допомогою спрощеної теорiї переходу iонiв через сепаратрису. Обчислено стрибки
адiабатичного iнварiанта у стелараторних магнiтних конфiгурацiях. Аналiз отрима-
них виразiв пiдтверджує важливiсть стохастичної дифузiї та демонструє, що коефi-
цiєнт дифузiї може значно перевищувати вiдомi оцiнки.
К люч о в i с л о в а: стохастична дифузiя, стеларатори, орбiти частинок, адiабатичнi iн-
варiанти.

1. Вступ
В оптимiзованих стелараторах типу Wendelstein
миттєвим втратам енергiйних йонiв з супербанано-
вих орбiт запобiгають, модифiкуючи магнiтну кон-
фiгурацiю високим 𝛽 (вiдношення тиску плазми до
тиску магнiтного поля) у такий спосiб, щоб конту-
ри поздовжнього адiабатичного iнварiанта локаль-
но захоплених частинок, 𝐽 =

∮︀
𝑣‖𝑑𝑙, замикалися

всерединi плазми [1, 2]. Тим не менше, магнiтний
дрейф призводить до перетворення деяких iз цих
частинок на локально пролiтнi i навпаки, тобто
до утворення класу перехiдних частинок. Перетво-
рення орбiт вiдбувається тодi, коли частинки пе-
ретинають сепаратрису мiж локально захопленим
та локально пролiтними станами. Перетин сепара-
триси супроводжується хаотичним стрибком 𝐽 , що
приводить до беззiткненнєвої стохастичної дифу-
зiї. Коефiцiєнт стохастичної дифузiї термоядерних
𝛼-частинок у реакторi “Helias” – стелараторi ти-
пу Wendelstein – було обчислено в роботi [3]. За
висновком [3], беззiткненнєва стохастична дифу-
зiя є важливим механiзмом втрат енергiйних йонiв
в оптимiзованих стелараторах типу Wendelstein.
Зокрема, у розглянутому реакторi вона приводить
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до втрати значної частки 𝛼-частинок на стiнку до
того, як вони передадуть свою енергiю основнiй
плазмi через кулонiвськi зiткнення. Цей висновок
узгоджувався з результатами чисельного моделю-
вання орбiт частинок. Проте в теоретичнiй частинi
роботи [3] було вжито вираз для неадiабатичного
стрибка 𝐽 для частинки у гармонiчному електро-
статичному потенцiалi, що повiльно змiнюється з
часом [4–6]. Застосовнiсть цього виразу до пове-
дiнки перехiдних частинок у стелараторних магнi-
тних конфiгурацiях не доводилася i не обговорю-
валася, що i мотивувало розглянути теорiю сто-
хастичної дифузiї в оптимiзованих стелараторах у
данiй роботi. На вiдмiну вiд [3] ми виводимо вираз
для стрибкiв 𝐽 у стелараторному магнiтному полi
за методом роботи [6], враховуючи асиметрiю мiж
локально пролiтними частинками з протилежними
знаками 𝑣‖, викликану наявнiстю магнiтного поля.

Решта роботи складається з таких частин: у ча-
стинi 2 ми вводимо скорочений лагранжiан руху
ведучого центру в фазовому просторi. У частинi 3
ми застосовуємо його до магнiтної конфiгурацiх
стелараторiв типу Wendelstein. У частинi 4 ми роз-
глядаємо переходи мiж локально захопленими та
локально пролiтними станами та виводимо вираз
для iмовiрностi такого переходу. У частинi 5 ми ви-
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користовуємо виведенi у Додатку вирази для неа-
дiабатичної змiни 𝐽 при переходi через сепаратри-
су, отримуємо вираз для коефiцiєнта стохастичної
дифузiї i порiвнюємо його iз виразом, виведеним
в [3]. У частинi 6 наведено пiдсумки та коротке
обговорення отриманих результатiв.

2. Лагранжiан ведучого центру

В першому порядку по гiрорадiусу, рух ведучого
центру частинки у магнiтному полi можна опису-
вати лагранжiаном у фазовому просторi [8]:

𝐿𝑔𝑐 =
(︁𝑒
𝑐
A− 𝑚𝑣‖

𝐵
B
)︁
· Ẋ+ 𝜇Θ̇− ℰ , (1)

де X – координати ведучого центру, 𝜇 та ℰ – ма-
гнiтний момент та енергiя частинки, Θ – гiрофаза,
A – векторний потенцiал, а B – вектор iндукцiї
магнiтного поля, 𝐵 = |B| – сила магнiтного поля,
𝑚 та 𝑒 – маса та заряд частинки, а 𝑣‖ – поздов-
жня швидкiсть ведучого центру, яка визначається
рiвнянням ℰ = 𝜇𝐵 +𝑚𝑣‖

2/2.
Вираз (1) має просту форму, але вживає нека-

нонiчнi координати i незручний для застосування
звичайних методiв гамiльтонової механiки. Тому в
цiй та наступнiй частинi ми слiдуватимемо Литл-
джону [9] i застосовуватимемо формалiзм, у якому
зручно працювати з неканонiчними координатами,
а саме формалiзм (2𝑛 + 1)-вимiрного розширено-
го фазового простору (див., наприклад, [10], ч. 9).
У цьому формалiзмi механiчна система описується
диференцiйною 1-формою 𝛾, яка дiє на розшире-
ному фазовому просторi. Ця форма називається
фундаментальною 1-формою або iнтегральним iн-
варiантом Пуанкаре–Картана. Траекторiї части-
нок можна знайти, варiюючи

∫︀
𝛾, або, що те саме,

обчисливши лiнiї вихору 𝛾, тобто iнтегральнi кривi
нульового векторного поля 𝑍 зовнiшньої похiдної
𝑑𝛾, яке задовольняє 𝑑𝛾(𝑍) = 0. У канонiчних коор-
динатах (p,q, 𝑡), 𝛾 набуває стандартного вигляду
𝛾 = p ·𝑑q−𝐻(p,q, 𝑡)𝑑𝑡, де 𝐻 – гамiльтонiан систе-
ми, а нульове векторне поле 𝑍 зводиться до рiв-
нянь Гамiльтона. Однiєю з переваг цього пiдходу
є те, що координати у фазовому просторi можуть
бути неканонiчними, а час не є, взагалi кажучи,
видiленою змiнною.

У нашому випадку, розширений фазовий про-
стiр – це (X, 𝜇,Θ, ℰ , 𝑡), а фундаментальна 1-форма

𝛾𝑔𝑐 = 𝐿𝑔𝑐𝑑𝑡 =
(︁𝑒
𝑐
A− 𝑚𝑣‖

𝐵
B
)︁
· 𝑑X+ 𝜇𝑑Θ− ℰ𝑑𝑡. (2)

𝛾𝑔𝑐 не залежить вiд Θ та 𝑡, тому магнiтний мо-
мент та енергiя частинки є iнтегралами руху, а Θ
є циклiчною змiнною. Оскiльки нас не цiкавить гi-
рофаза частинки, ми можемо вiддiлити спряжену
пару 𝜇,Θ i розглянути замiсть 𝛾𝑔𝑐 1-форму

𝛾′𝑔𝑐 =
(︁𝑒
𝑐
A− 𝑚𝑣‖

𝐵
B
)︁
· 𝑑X− ℰ𝑑𝑡, (3)

що дiє на скороченому фазовому просторi (X, ℰ , 𝑡),
вважаючи тепер 𝜇 константою. (Бiльш формаль-
но, легко показати ([10], ч. 9, § 45Б) що проекцiї
лiнiй вихору 𝛾𝑔𝑐 при заданому сталому 𝜇 на гiпер-
поверхню Θ = const є лiнiями вихору 𝛾′𝑔𝑐.)

Щоб мати змогу обчислити стрибки адiабати-
чних iнварiантiв при переходах через сепаратрису
та вiдповiднi змiщення в радiальному напрямку,
нам достатньо знати форму траєкторiй частинок
у просторi. Тому ми скорочуємо фазовий простiр
ще раз, розглядаючи час 𝑡 як циклiчну змiнну i
вiддiляючи “спряжену пару” ℰ , 𝑡 у той самий спо-
сiб, як i 𝜇,Θ. Траекторiї частинок можна отримати
у параметричному виглядi iз 1-форми

𝛾′′𝑔𝑐 =
(︁𝑒
𝑐
A− 𝑚𝑣‖

𝐵
B
)︁
· 𝑑X, (4)

яка дiє на тривимiрному скороченому фазовому
просторi, що складається з самого лише X, при
цьому i ℰ , i 𝜇 ми тепер розглядаємо як константи.

3. Магнiтна конфiгурацiя

Ми користуватимемося Бузеровими координатами
(𝜓, 𝜗, 𝜙), де 𝜓 – тороїдальний магнiтний потiк, 𝜗 та
𝜙 – вiдповiдно полоїдальна та тороїдальна кутовi
змiннi. У цих координатах рiвняння магнiтних си-
лових лiнiй – 𝜗 − 𝜄(𝜓)𝜙 = const, де 𝜄 = 𝑑𝜓𝑝/𝑑𝜓 –
обертальне перетворення, 𝜓𝑝 – полоїдальний ма-
гнiтний потiк. А також у цих координатах A =
𝜓∇𝜗− 𝜓𝑝∇𝜙, а 𝐵𝜙 ≈ 𝐵𝑅≫ 𝐵𝜓, 𝐵𝜗. Ми розгляда-
тимемо типову для стелараторiв лiнiї Wendelstein
магнiтну конфiгурацiю, у якiй дзеркальна та гвин-
това гармонiки домiнують у 𝐵, а число заходiв сте-
ларатора 𝑁 велике (𝜄/𝑁 ≪ 1). Ми приймаємо для
𝐵 вираз

𝐵

�̄�
= 1+𝜖0−𝜖𝑡 cos𝜗+𝜖𝑚 cos𝑁𝜙−𝜖ℎ cos(𝑁𝜙−𝜗), (5)

де 𝜖ℎ, 𝜖𝑚 та 𝜖𝑡 – вiдповiдно амплiтуди гвинтової,
дзеркальної та тороїдальної гармонiк, а 𝜖0 описує
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модифiкацiю вакуумної магнiтної конфiгурацiї за
рахунок впливу скiнченого тиску плазми. Цi ам-
плiтуди, як i 𝜖0, є 𝑜(1) функцiями 𝜓. Тодi рiвняння
(4) зводиться до

𝛾′′𝑔𝑐 =
𝑒

𝑐
(𝜓𝑑𝜗−𝜓𝑝𝑑𝜙)−𝑚𝑣‖𝑅𝑑𝜙 =

𝑒

𝑐
𝜓𝑑𝜗−𝑝𝜙𝑑𝜙, (6)

де 𝑝𝜙 = (𝑒/𝑐)𝜓𝑝 +𝑚𝑣‖𝑅. Формально, 1-форма (6)
описує одновимiрну гамiльтонову систему iз за-
лежним вiд часу гамiльтонiаном, де 𝜗, 𝜙 та 𝜓,
вiдповiдно, вiдiграють роль часу, координати та
енергiї, а 𝑝𝜙 є канонiчним моментом, спряженим
до 𝜙. Оскiльки 𝑁 ≫ 1, ми розглядатимемо зале-
жнiсть 𝜙 вiд 𝜗 як збурення. З фiзичної точки зору,
ми розглядаємо рух частинок у локальних магнi-
тних ямах, пов’язаних iз дзеркальною та гвинто-
вою гармонiками 𝐵. Перiод цих гармонiк має поря-
док 2𝜋/𝑁 , тодi як перiод тороїдальної гармонiки –
2𝜋/𝜄. Для зручностi, ми комбiнуємо дзеркальну та
гвинтову гармонiки 𝐵:

𝐵

�̄�
= 1 + 𝜖0 − 𝜖𝑡 cos𝜗+ 𝜖ℎ𝑚 cos𝑁(𝜙− 𝜒), (7)

де 𝜖ℎ𝑚 та 𝜒 – функцiї 𝜓 та 𝜗. Тодi для 𝑝𝜙 отримуємо

𝑝𝜙 = −𝑒
𝑐
𝜓𝑝∓𝑚𝜔𝐵𝜌𝑙𝑅

√︀
𝜖ℎ𝑚 (𝜅2 − cos2𝑁(𝜙− 𝜒)/2),

(8)

де 𝜔𝐵 = 𝑒�̄�/(𝑚𝑐), 𝜌𝑙 – ларморiвський радiус ча-
стинки на магнiтнiй осi, 𝑅 – великий радiус пла-
зми, а

𝜅2 =
𝛼− (𝜖0 − 𝜖𝑡 cos𝜗− 𝜖ℎ𝑚)

2𝜖ℎ𝑚
, (9)

де 𝛼 = ℰ/𝜇�̄� − 1 – пiтч-кутовий параметр. Пiсля
цих спрощень система, що описується (6), виявля-
ється подiбною до нелiнiйного маятника. Траєкто-
рiї локально захоплених частинок вiдповiдають лi-
брацiї, а траєкторiї локально пролiтних частинок
– обертанню маятника.

Фазовий портрет цiєї системи (рис. 1) – це фа-
зовий портрет нелiнiйного маятника, зсунутий на
𝑒
𝑐𝜓𝑝/𝑁 . Змiнна дiї у цiй системi – це стандартний
адiабатичний iнварiант 𝐽‖. Для локально захопле-
них частинок, 𝜅2 < 1 i маємо одну гiлку:

𝐼𝑡 =
1

2𝜋

∮︁
𝑝𝜙𝑑𝜙 = 𝐼𝑠𝑓(𝜅), (10)

+

t

−

− e
cψp

0 π

0

ϕ

p
ϕ

Рис. 1. Фазовий портрет “зсунутого” нелiнiйного маятни-
ка (6). (+) та (−)-локально пролiтнi стани займають обла-
стi фазового простору, вiдповiдно, над верхньою та пiд ни-
жньою гiлкою сепаратриси. Областi фазового простору, що
входять до 𝑆+ i 𝑆−, позначено похилою штриховкою. 𝑆+ та
𝑆− мають протилежний знак, бо контури, що обмежують
цi областi, обходяться у протилежних напрямках

де
𝐼𝑠 =

4

𝜋𝑁
𝑚𝜔𝐵𝜌𝑙𝑅

√
𝜖ℎ𝑚,

𝑓(𝜅) = 𝐸(𝜅) − (1 − 𝜅2)𝐾(𝜅), 𝐾 та 𝐸 – повнi елi-
птичнi iнтеграли першого та другого роду, вiдпо-
вiдно. Для локально пролiтних частинок iнтегру-
вання виконується по всьому перiоду 2𝜋/𝑁 i адiа-
батичний iнварiант має двi гiлки:

𝐼± = ∓𝑒
𝑐

𝜓𝑝
𝑁

+
1

2
𝐼𝑠𝑓(𝜅), (11)

де 𝑓(𝜅) – та сама функцiя, що i у (10), але з 𝜅2 > 1;
стандартним перетворенням її можна звести до ви-
ду 𝑓(𝜅) = 𝜅𝐸(𝜅−1), (10) та (11) збiгаються iз ре-
зультатами [3]. Баунс-усередненi траєкторiї части-
нок вiдповiдають контурам сталого 𝐼𝑖 у площинi
(𝜓, 𝜗) (рис. 2). Iндекс 𝑖 має значення + чи − для
двох знакiв 𝑣‖ локально пролiтних частинок та 𝑡
для локально захоплених частинок.

Контур 𝜅2 = 1 у цiй площинi є сепаратрисою
мiж локально пролiтними та локально захоплени-
ми частинками з даним пiтч-кутом. Стохастична
дифузiя виникає внаслiдок накопичення стрибкiв,
що 𝐼𝑖 зазнає при переходi баунс-усередненої тра-
єкторiї частинки через сепаратрису, де адiабати-
чнiсть 𝐼𝑖 порушується.
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4. Переходи

У магнiтних конфiгурацiях Wendelstein-7X, у всьо-
му дiапазонi пiтч-кутового параметра 𝛼, де iсну-
ють перехiднi орбiти, є двi точки переходу, розта-
шованi симетрично вiдносно площини 𝜗 = 0. (Це
стає невiрним, коли 𝜖′𝑚 > 𝜖′ℎ i одночасно 𝜖′0 < 𝜖𝑡,
але ця умова не виконується нi в однiй iз конфi-
гурацiй, наведених у [11].) Види та iмовiрностi пе-
реходiв, що вiдбуваються у системi, визначаються
вiдносними змiнами фазового об’єму, занятого ко-
жним iз станiв.

Фазовий об’єм, занятий локально захопленими
частинками – це площа всерединi сепаратриси:

𝑆𝑡(𝜗)

2𝜋
= 𝐼𝑡|𝜅2=1 = 𝐼𝑠.

Тут i далi, якщо не вказано iнше, всi величини
i похiднi обчислюються при 𝜅2 = 1. Фазовi об’-
єми, занятi локально пролiтними станами, є не-
обмеженими, бо |𝑣‖| може набувати довiльно ве-
ликих значень. Проте нас цiкавить не абсолютна
величина, а змiна цих фазових об’ємiв, виклика-
на змiщенням положення сепаратриси з “часом” 𝜗.
Наслiдуючи [6], ми позначаємо 𝑆± площi мiж вiд-
повiдною гiлкою сепаратриси та вiссю 𝜙, так, що
𝑆𝑡 = 𝑆+ + 𝑆−:

𝑆±(𝜗)

2𝜋
= 𝐼±|𝜅2=1 = ∓𝑒

𝑐

𝜓𝑝
𝑁

+
1

2
𝐼𝑠.
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Рис. 2. Контури сталого 𝐽‖ для локально захоплених (кра-
пками) та локально пролiтних (пунктиром) частинок з 𝛼 =

= 0,2. Суцiльною лiнiєю позначена сепаратриса 𝜅2 = 1

Змiни фазового об’єму даються виразами

Θ𝑖 =
𝑑𝑆𝑖
𝑑𝜗

=
𝜕𝑆𝑖
𝜕𝜗

− 𝜕𝑆𝑖
𝜕𝜓

𝜕𝜅2

𝜕𝜗

(︂
𝜕𝜅2

𝜕𝜓

)︂−1

=

=

(︂
𝜕𝜅2

𝜕𝜓

)︂−1 {︀
𝜅2, 𝑆𝑖

}︀
, (12)

де ми використовуємо позначення

{𝐹,𝐺} ≡ 𝜕𝐹

𝜕𝜓

𝜕𝐺

𝜕𝜗
− 𝜕𝐹

𝜕𝜗

𝜕𝐺

𝜕𝜓
.

Вiдзначимо, що фазовий об’єм, зайнятий вiдповiд-
ним станом, зменшується, коли Θ± > 0. Для ло-
кально захоплених частинок

Θ𝑡
2𝜋

=

(︂
𝜕𝜅2

𝜕𝜓

)︂−1 {︀
𝜅2, 𝐼𝑠

}︀
=

=

(︂
𝜕𝜅2

𝜕𝜓

)︂−1
𝐼𝑠

4𝜖2ℎ𝑚

{︀
𝜅2, 𝜖2ℎ𝑚

}︀
=

𝐼𝑠
2𝜖2ℎ𝑚

𝛿

𝛿1
sin𝜗,

де 𝑟 – безрозмiрна псевдо-радiальна координата,
визначена з рiвняння 𝜓 = �̄�𝑎2𝑟2/2, 𝑎 – малий ра-
дiус плазми, а

𝛿 = 𝜖ℎ𝜖𝑚 (𝜖′0 − 𝜖′𝑡 cos𝜗)− 𝜖𝑡
(︀
𝜖2ℎ𝑚

)︀′
/2,

𝛿1 = 𝜖′0 + 𝜖′ℎ𝑚 − 𝜖′𝑡 cos𝜗,

де похiднi по 𝑟 позначенi штрихом. Для локально
пролiтних частинок,

Θ±

2𝜋
=

(︂
𝜕𝜅2

𝜕𝜓

)︂−1 (︂{︂
𝜅2,∓𝑒

𝑐

𝜓𝑝
𝑁

}︂
+

1

2

{︀
𝜅2, 𝐼𝑠

}︀)︂
=

=
1

2

Θ𝑡
2𝜋

± 𝑒

𝑐

𝜄

𝑁

𝑑𝜓

𝑑𝜗

⃒⃒⃒⃒
𝜅2=1

.

Для зручностi ми вводимо псевдо-iмовiрнiсть пе-
реходу

𝑃 =
2Θ𝑡

Θ+ −Θ−
=

2

𝜋𝜄𝑟

𝜌𝑙𝑅

𝑎2
𝛿√

𝜖ℎ𝑚 (𝜖ℎ𝜖𝑚 + 𝜖𝑡𝜖ℎ𝑚)
.

Чисельнi оцiнки показують, що для термоядерних
𝛼-частинок у реакторi Helias 𝑃 додатна i менша за
0,1 у всьому об’ємi плазми, i ще менша для енергiй-
них йонiв нейтральної iнжекцiї у Wendelstein-7X.
Вiдповiдно, змiни фазового об’єму локально про-
лiтних частинок завжди мають протилежний знак
i близькi за абсолютним значенням:

Θ+

Θ−
=

(Θ+ −Θ−) /2 + Θ𝑡/2

(Θ− −Θ+) /2 + Θ𝑡/2
= −1− 𝑃

1 + 𝑃
= 𝑂(1),
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а фазовий потiк локально захоплених частинок є
𝑂(𝑃 ).

Ми визначили знаки у (11) таким чином, що
Θ+ > 0 у верхнiй точцi переходу (0 < 𝜗 < 𝜋).
Оскiльки у цiй точцi фазовий об’єм, зайнятий (+)-
локально пролiтними частинками, зменшується, а
об’єм, зайнятий локально захопленими частинка-
ми – збiльшується, (+)-локально пролiтнi частин-
ки перетворюватимуться на локально захопленi
iз iмовiрнiстю 𝑃 = Θ𝑡/Θ+ = 𝑃/(1 − 𝑃/2) ≈ 𝑃
(цей результат збiгається iз (25) у [3], хоча тут
вiн отриманий в дещо iнший спосiб). Решта (+)-
локально пролiтних частинок змiнюють напрямок
дрейфу i перетворюються на (−)-локально пролi-
тнi. У нижнiй точцi переходу, знаки Θ𝑖 змiнюються
на протилежнi: фазовий об’єм, зайнятий локально
захопленими частинками, зменшується. Вiдповiд-
но, вони “випадають” iз локальних магнiтних ям з
iмовiрнiстю 1 та стають локально пролiтними, то-
дi як (−)-локально пролiтнi частинки стають (+)-
локально пролiтними i дрейфують назад до верх-
ньої точки переходу.

5. Коефiцiєнт дифузiї

Щоб отримати вирази для стрибкiв адiабатичних
iнварiантiв бiля точок переходу, ми використовує-
мо теорiю переходу через сепаратрису, розроблену
Нейштадтом [6]. Оскiльки фазовий портрет нелi-
нiйного маятника вiдрiзняється вiд фазового порт-
рета системи, розглянутої в [6], ми не можемо пря-
мо використати виведенi там вирази. Дещо громi-
здкi обчислення стрибкiв за тiєю схемою, винесенi
у Додаток, дають для стрибка адiабатичного iнва-
рiанта 𝐼𝑡 при переходi мiж локально захопленим i
локально пролiтним станами вираз

2𝜋𝛿𝐽+→𝑡 =
Θ𝑡
Θ+

(𝑏′+Θ𝑡 − 𝑏′𝑡Θ+)𝜉+

+ 𝑎Θ𝑡 ln
Γ(𝜉)Γ(𝜉 + Θ+

Θ𝑡
)Γ( Θ𝑡

Θ+
(1− 𝜉))

(2𝜋)
3
2

⃒⃒⃒
𝜉 − 1 + Θ+

Θ𝑡

⃒⃒⃒ , (13)

де 𝑎 та 𝑏′𝑖 – коефiцiєнти, що визначаються iз роз-
винення 𝐼𝑖 бiля сепаратриси, а 0 < 𝜉 < 1 – па-
раметр переходу, що вiдповiдає точнiй координатi
частинки у момент перетину сепаратриси; ми опу-
скаємо члени, що не залежать вiд 𝜉, бо вони не
дають внеску в коефiцiєнт дифузiї. При повтор-
них переходах через сепаратрису, 𝜉 можна вважа-

ти рiвномiрно розподiленою випадковою величи-
ною, i адiабатичний iнварiант зазнаватиме випад-
кового блукання з середньоквадратичним кроком⟨︀
(2𝜋(𝛿𝐽+→𝑡 − ⟨𝛿𝐽+→𝑡⟩))2

⟩︀
, де кутовi дужки позна-

чають усереднення по 𝜉. Вiдзначимо, що у спецi-
альному випадку, коли

Θ+ = Θ− = Θ𝑡/2, 𝑏+ = 𝑏−, (14)

вираз (13) зводиться до 𝑎Θ𝑡 ln sin 𝜉 i середньоква-
дратичний крок адiабатичного iнварiанта дорiв-
нюватиме⟨︀
(2𝜋(𝛿𝐽+→𝑡 − ⟨𝛿𝐽+→𝑡⟩))2

⟩︀
= (𝑎Θ𝑡)

2𝜋2/12. (15)

Цей спецiальний випадок вiдповiдає задачi про
частинку у гармонiчному електричному потенцi-
алi, який повiльно змiнюється з часом [4–6]. Про-
те умови (14) означають, що, залежно вiд знака
Θ𝑡, “пролiтнi” частинки захоплюються потенцiа-
лом, а захопленi – перетворюються на пролiтнi з
iмовiрнiстю 1, а мiж локально пролiтними стана-
ми переходiв немає. На противагу, в нашому ви-
падку iмовiрнiсть перетворення у верхнiй точцi пе-
реходу 𝑃 ≪ 1, а у нижнiй точцi переходу фазо-
вий потiк локально захоплених частинок, що пе-
ретворюються на локально пролiтнi, становить ма-
лу (∼𝑃 ) частку потоку локально пролiтних части-
нок, що змiнюють напрямок дрейфу на протиле-
жний. Крiм цього, умови (14) вимагають симетрiї
мiж локально пролiтними станами, вiдсутьої в на-
шому випадку через наявнiсть у рiвняннi (8) чле-
на − 𝑒

𝑐𝜓𝑝. (Фiзично, ця асиметрiя означає, що та
частина траєкторiї локально захопленої частинки,
яка є близькою до (−) гiлки сепаратриси, є “дов-
шою” за 𝜗, нiж та, що є близькою до (+) гiлки, i
навпаки у нижнiй точцi переходу.)

У випадку, що ми розглядаємо, 𝑃 ≪ 1 i сере-
дньоквадратичний крок дається (31). Нехтуючи
малим кореляцiйним членом та наближаючи в ве-
дучому порядку за 𝑃 Θ𝑡/Θ+ ≈ 𝑃 ,⟨︀
(2𝜋(𝛿𝐽+→𝑡 − ⟨𝛿𝐽+→𝑡⟩))2

⟩︀
≈𝑀2(𝑎Θ𝑡)

2 +

+
1

12

(︁
−𝑎Θ𝑡 ln𝑃 + 𝑃 (𝑏′+Θ𝑡 − 𝑏′𝑡Θ+)

)︁
2, (16)

де 𝑀2 ≈ 0,77 – константа, що виникає з iнтегралiв
з Γ-функцiями.

Тепер нам потрiбнi вирази для коефiцiєнтiв 𝑎 та
𝑏′𝑖. Наслiдуючи [6], ми розкладаємо адiабатичнi iн-
варiанти за “енергетичною вiдстанню” вiд сепара-
триси ℎ = 𝜓−𝜓𝑠 при фiксованому значеннi “часу”
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Рис. 4. Залежнiсть коефiцiєнтiв дифузiї вiд радiуса при
𝛼 = (𝛼min +𝛼max)/2. Товстi лiнiї: 𝐷, тонкi лiнiї: 𝐷(0). Пун-
ктирна лiнiя дає значення середнього 𝛼 при кожному зна-
ченнi радiуса

𝜗. Тут 𝜓𝑠 – положення сепаратриси, визначене iз
рiвняння 𝜅2(𝜓𝑠, 𝜗) = 1. Поблизу 𝜅2 = 1 для фун-
кцiї 𝑓 справедлива оцiнка

𝑓(𝜅) = 1− 𝑠

4

(︂
1 + ln

16

|𝑠 |

)︂
+𝑂(𝑠2 ln |𝑠|),

де

𝑠 = 1− 𝜅2 ≈ −𝜕𝜅
2

𝜕𝜓
ℎ

додатне для локально захоплених i вiд’ємне для
локально пролiтних частинок. Тодi для 𝐼± маємо

𝐼± ≈ ∓𝑒
𝑐

𝜓𝑝
𝑁

∓ 𝑒

𝑐

𝜄

𝑁
ℎ+

1

2
𝐼𝑠 +

1

2

𝜕𝐼𝑠
𝜕𝜓

ℎ−

− 1

8
𝐼𝑠
𝜕𝜅2

𝜕𝜓
ℎ ln

⃒⃒⃒⃒
1

16𝑒

𝜕𝜅2

𝜕𝜓
ℎ

⃒⃒⃒⃒
i коефiцiєнти у (21) даються виразами

𝑎±
2𝜋

≡ 𝑎

2𝜋
=

1

8
𝐼𝑠
𝜕𝜅2

𝜕𝜓
,

𝑏±
2𝜋

= ∓ 𝜄

𝑁
+

1

2

𝜕𝐼𝑠
𝜕𝜓

− 1

8
𝐼𝑠
𝜕𝜅2

𝜕𝜓
ln

⃒⃒⃒⃒
1

16

𝜕𝜅2

𝜕𝜓

⃒⃒⃒⃒
,

тодi як для локально захоплених частинок з 𝐼𝑡 =
= 𝐼+ + 𝐼− випливає 𝑏𝑡 = 𝑏++𝑏−, 𝑎𝑡 = 2𝑎. Познача-
ючи 𝑏′𝑖 = 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖 ln |Θ𝑖| та залишаючи скрiзь лише
ведучi члени за 𝑃 , пiсля деяких перетворень отри-
муємо

𝑏′+Θ𝑡− 𝑏′𝑡Θ+ = 𝑏′+Θ−− 𝑏′−Θ+ = 2𝜋Θ+

(︂
𝜄

𝑁
𝑃 − 𝜕𝐼𝑠

𝜕𝜓
+

+
𝐼𝑠
4

𝜕𝜅2

𝜕𝜓
ln

⃒⃒⃒⃒
𝜋

8

{︂
𝜅2,

𝜓𝑝
𝑁

}︂)︂
.

Крiм цього, ми маємо спiввiднести змiну адiа-
батичного iнварiанта iз радiальним змiщенням то-
чки, де дрейфова траєкторiя частинки перетинає
сепаратрису:

𝛿𝜓+→𝑡 =
𝑑𝜓

𝑑𝐼𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜅2=1

𝛿𝐽+→𝑡, (17)

де

𝑑𝜓

𝑑𝐼𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜅2=1

=
𝑑𝜓

𝑑𝜗

⃒⃒⃒⃒
𝜅2=1

(︂
𝑑𝐼𝑖
𝑑𝜗

)︂−1

= −𝜕𝜅
2

𝜕𝜗

(︂
𝜕𝜅2

𝜕𝜓

)︂−1
2𝜋

Θ𝑖
.

Комбiнуючи наведенi вище формули, отримуємо
для середньоквадратичного радiального змiщення
частинки при переходi мiж локально пролiтним та
локально захопленим станами

⟨︀
(𝛿𝜓+→𝑡 − ⟨𝛿𝜓+→𝑡⟩)2

⟩︀
=

(︂
𝜋𝐼𝑠
4

𝜕𝜅2

𝜕𝜗

)︂2(︂
𝑀2 −

𝑄2

12

)︂
,

(18)
де

𝑄 = ln𝑃 + 2 ln

⃒⃒⃒⃒
𝜋

8

{︂
𝜅2,

𝜓𝑝
𝑁

}︂⃒⃒⃒⃒
+ 8

1

𝐼𝑠

𝜕𝐼𝑠
𝜕𝜗

(︂
𝜕𝜅2

𝜕𝜗

)︂−1

.
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Коефiцiєнт стохастичної дифузiї, що виникає вна-
слiдок стрибкiв адiабатичних iнварiантiв при цих
переходах, можна оцiнити виразом

𝐷 =

(︂
𝑑𝑟

𝑑𝜓

)︂2⟨︀
(𝛿𝜓+→𝑡 − ⟨𝛿𝜓+→𝑡⟩)2

⟩︀ 2𝑃

𝜏
, (19)

де 𝜏 – середнiй час мiж перетвореннями частин-
ки у верхнiй точцi переходу. Множник 2𝑃 врахо-
вує, що кожного разу, коли частинка з iмовiрнi-
стю 𝑃 перетворюється на локально захоплену, вiд-
бувається два переходи мiж локально пролiтним
та локально захопленим станами. Використовую-
чи оцiнку для 𝜏 з [3], отримуємо

𝐷 = 𝐷(0)

(︂
𝜋2

12

)︂−1(︂
𝑀2 −

𝑄2

12

)︂
, (20)

де

𝐷(0) =
𝜋3𝑅2𝜔𝐵𝜌

4
𝑙

3𝑁2𝑎4𝑟3
𝜖ℎ𝑚

(︂
𝜕𝜅2

𝜕𝜗

)︂2
𝛿

𝜖ℎ𝜖𝑚 + 𝜖ℎ𝑚𝜖𝑡 + 𝛿/𝛿1

– коефiцiєнт стохастичної дифузiї, що дається
формулою (36) у [3]. Його можна отримати, пiд-
ставивши в (17) вираз (15) замiсть (16).

Отриманий нами вираз для коефiцiєнта стоха-
стичної дифузiї враховує лише внесок вiд пере-
ходiв мiж локально захопленим та локально про-
лiтними станами i нехтує можливим внеском у
стохастичну дифузiю вiд перетворення частинок
мiж двома локально пролiтними станами, тобто
вiд змiни напрямку дрейфу локально пролiтних
частинок на протилежний. Цей внесок дається ви-
разом

𝐷± =

(︂
𝑑𝑟

𝑑𝜓

)︂2⟨︀
(𝛿𝜓+→− − ⟨𝛿𝜓+→−⟩)2

⟩︀ 2

𝜏
,

де середньоквадратичний крок адiабатичного iн-
варiанта дається рiвнянням (28). Ми не враховує-
мо цей внесок, бо неясно, чи можна вважати пара-
метр переходу при кожному наступному переходi
рiвномiрно розподiленою випадковою величиною.
Крiм цього, 𝐷± має той самий порядок величини,
що й 𝐷(0), i навряд чи вплине на будь-якi виснов-
ки щодо наслiдкiв стохастичної дифузiї в нашому
випадку.

Щоб порiвняти𝐷 та𝐷(0), ми обчислюємо число-
вi значення обох коефiцiєнтiв для тiєї самої магнi-
тної конфiгурацiї та параметрiв частинок, якi бу-
ли використанi в роботi [3], а саме для термоядер-
них 𝑎𝑙𝑝ℎ𝑎-частинок у реакторi Helias з ⟨𝛽⟩ = 4,7%,

𝐵 = 4,75𝑇 та 𝑎/𝜌𝑙 = 30. Результати обчислень на-
веденi на рис. 3, 4. Загальний вигляд залежностi 𝐷
вiд 𝑟 та 𝛼 залишається тим самим, але значення,
обчисленi за формулою (20), перевищують попере-
днi оцiнки у кiлька разiв, особливо поблизу 𝛼max,
тобто для слабо перехiдних частинок.

Вираз 𝐷(0) дає якiсно правильнi результати че-
рез те, що стрибки адiабатичного iнварiанта є до-
бутком фазового потоку частинок через сепара-
трису та безрозмiрного множника, що враховує iн-
тервали, в яких розподiленi параметри переходу,
та структуру фазового простору бiля сепаратриси
(зокрема кiлькiсть i порядок наближень траєкторiї
частинки до гiперболiчних точок). Фазовi потоки
мiж станами не залежать нi вiд параметрiв пере-
ходу окремих частинок, нi вiд структури фазового
простору бiля сепаратриси, i визначаються прямо
iз виразiв для адiабатичних iнварiантiв (12). Iмо-
вiрностi переходiв також залежать лише вiд цих
потокiв, тому наш вираз для iмовiрностi переходу
збiгається з обчисленим у [3].

6. Пiдсумки

Виведено коефiцiєнт стохастичної дифузiї перехi-
дних частинок у стелараторах типу Wendelstein,
заснований на виразi для стрибкiв адiабатичного
iнварiанта в стелараторному магнiтному полi, що
враховує створювану магнiтним полем асиметрiю
мiж локально пролiтними частинками iз протиле-
жними знаками 𝑣‖. Показано, що висновки робо-
ти [3] залишаються якiсно вiрними незважаючи на
використання виразу для стрибкiв адiабатичного
iнварiанта частинки у гармонiчному електричному
потенцiалi, що повiльно змiнюється з часом [4–6],
але коефiцiєнт дифузiї, обчислений за новою фор-
мулою, в кiлька разiв перевищує попереднi оцiнки.
Перевищення особливо помiтне для слабо перехi-
дних частинок.

Автор висловлює подяку Я.I. Колесниченку та
В.С. Марченку за цiннi дискусiї та коментарi.

ДОДАТОК:
Перехiд через сепаратрису у “зсунутому”
нелiнiйному маятнику

У цiй частинi методом, наведеним у [6], буде виведено ви-
рази для змiни адiабатичних iнварiантiв при повiльному
переходi через сепаратрису у гамiльтоновiй системi, фазо-
вий портрет якої зображено на рис. 1, гамiльтонiан якої
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𝐻(𝑝, 𝑞, 𝜀𝑡) повiльно залежить вiд часу. Для зручностi, га-
мiльтонiан 𝐻(𝑝, 𝑞, 𝜀𝑡) вважатимемо рiвним нулю на сепара-
трисi та вiд’ємним у “захопленiй” областi, як в звичайному
нелiнiйному маятнику. Позначимо фазовi об’єми станiв 𝑆𝑖,
а вiдповiднi фазовi потоки Θ𝑖 = 𝑆𝑖, як в основному текстi.
Вважатимемо, що Θ+Θ− < 0 i, без втрати загальностi, по-
кладемо Θ+ > 0. Тодi мiж трьома станами вiдбуватимуться
такi переходи:

Θ𝑡 < 0:
{︂
(+) → (−) (𝑎),

(𝑡) → (−) (𝑏),

Θ𝑡 > 0:
{︂
(+) → (−) (𝑐),

(+) → (𝑡) (𝑑).

Рiзниця мiж переходами (a) та (c) полягає у тому, що у
випадку (a) всi (+)-пролiтнi траєкторiї перетворюються на
(−)-пролiтнi, а у випадку (c) деякi (+)-пролiтнi траєкторiї
стають захопленими.

Визначимо коефiцiєнти 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 та 𝑆𝑖 з розвинення адiаба-
тичних iнварiантiв 𝐼𝑖 бiля сепаратриси:

2𝜋𝐼𝑖 =

∮︁
𝑝𝑑𝑞 = 𝑆𝑖 − 𝑎𝑖ℎ ln |ℎ|+ (𝑏𝑖 + 𝑎𝑖)ℎ+𝑂(ℎ2 ln |ℎ|), (21)

де ℎ – енергiя системи на траєкторiї. Вiдповiдно,∮︁
𝐻=ℎ

𝜕𝐻

𝜕𝑡
𝑑𝑡 = −2𝜋

𝜕𝐼𝑖

𝜕𝑡
= −Θ𝑖 +𝑂(ℎ ln |ℎ|). (22)

Перiод руху частинки по траєкторiї бiля сепаратриси дає-
ться виразом

𝑇𝑖 = 2𝜋

(︂
𝜕ℎ

𝜕𝐼𝑖

)︂−1

= 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖 ln |ℎ|+𝑂(ℎ ln |ℎ|).

Якщо �̇� ̸= 0, то адiабатичнi iнварiанти не будуть констан-
тами i зазнаватимуть вiдхилень порядку 𝑂(𝜀) вiд середньо-
го значення на перiодi, [6] використовує додатково усере-
дненi адiабатичнi iнварiанти 𝐽𝑖 = 𝐼𝑖 + 𝑢𝑖, де

𝑢𝑖 =
1

2𝜋

𝑇𝑖∫︁
0

(︂
𝑇𝑖

2
− 𝑡

)︂
𝜕𝐻

𝜕𝑡
𝑑𝑡,

якi вiдхиляються вiд середнього значення на перiодi лише
на величину порядку 𝑂(𝜀2). Поведiнка поправок 𝑢𝑖 бiля се-
паратриси залежить вiд того, скiльки разiв за перiод тра-
єкторiя наближається до гiперболiчних точок. У нашому
випадку, як i у розглянутому в [6], “пролiтнi” траєкторiї на-
ближаються до єдиної гiперболiчної точки один раз за перi-
од, i 2𝜋𝑢± = 𝑑±+𝑂(

√
ℎ ln |ℎ|) зi сталими 𝑑±, а для “захопле-

них” траєкторiй, що наближаються до неї двiчi за перiод,
2𝜋𝑢𝑡 = (𝑇+Θ−−𝑇−Θ+)/2+𝑑𝑡+𝑂(

√
ℎ ln |ℎ|) з 𝑑𝑡 = 𝑑++𝑑−.

У подальшому, ми опускатимемо оцiнки вiдкинутих членiв,
аналогiчнi [6].

Розглянемо спершу перехiд (a). Поки система знаходи-
ться далеко вiд сепаратриси, 𝐼+ = 𝐼+∞ та 𝐽+ = 𝐽+∞ май-
же не змiнюються. Ми можемо визначити час псевдопере-
тину [7] 𝜏* як корiнь рiвняння 𝑆+(𝜏*) = 2𝜋𝐽+∞. Це той час,
який знадобився б траєкторiї, щоб перетнути сепаратрису,

якби адiабатичний iнварiант лишався незмiнним до само-
го перетину. Ми також можемо визначити псевдо-кiнцеве
значення 𝐽− пiсля переходу: 2𝜋𝐽−* = 𝑆−(𝜏*).

З рiвняння (22) видно, що з кожним перiодом енергiя
системи зменшується на Θ+: ℎ𝑛 = ℎ0 + 𝑛Θ+, де ми нуме-
руємо послiдовнi точки максимального наближення трає-
кторiї до гiперболiчної точки, починаючи з останнього на-
ближення перед перетином. Моменти часу, що вiдповiдають
цим моментам максимального наближення, будуть вiдноси-
тися як 𝜏+|𝑛−1 = 𝜏+|𝑛 + 1

2
(𝑇+(ℎ𝑛) + 𝑇+(ℎ𝑛−1)), бо кожен

iнтервал мiж послiдовними наближеннями складається iз
повiльного вiддалення вiд гiперболiчної точки, коли енер-
гiя системи близька до ℎ𝑛, та повiльного наближення до
неї, коли енергiя системи близька до ℎ𝑛−1; в перiодi руху
𝑇𝑖(ℎ) домiнує час, потрiбний траєкторiї, щоб пройти повз
гiперболiчну точку при майже сталому значеннi енергiї ℎ.
За визначенням останнього перед перетином сепаратриси
максимального наближення, 0 < ℎ0 < Θ+. Визначимо без-
розмiрний параметр переходу 𝜉+ = ℎ0/Θ+. Коли траєкто-
рiя перетинає сепаратрису i потрапляє в (−)-область, вона
спершу є близькою до гiлки сепаратриси, що вiддiляє (+)-
вiд (𝑡)-областi, потiм наближається до гiперболiчної точки
i вiдходить вiд неї вздовж гiлки сепаратриси, що вiддiляє
(𝑡)- та (−)-областi. Вiдповiдно, енергiя системи бiля гiпер-
болiчної точки в той момент, коли траєкторiя наближає-
ться до неї всерединi (𝑡)-областi, буде рiвною 𝑔* = ℎ0 −Θ+,
а при наближеннi до гiперболiчної точки в (-)-областi –
𝑔0 = 𝑔* − Θ− = ℎ0 − Θ𝑡. 𝑔0 буде додатним (як йому i слiд
бути в (−)-“пролiтному” станi), бо Θ𝑡 < 0. Параметр перети-
ну в (−)-областi 𝜉− = −𝑔0/Θ− пов’язаний з 𝜉+ очевидним
спiввiдношенням Θ+(1 − 𝜉+) = −Θ−(1 − 𝜉−). Зазначимо,
що, хоча 0 < 𝜉+ < 1, це, взагалi кажучи, несправедливо для
𝜉−: частину фазового потоку в (−)-область становлять тра-
єкторiї, що переходять до неї власне iз “захопленого” стану.
Додаючи внески в час, потрiбний траєкторiї, щоб дiстатися
вiд ℎ0 до 𝑔0, i пригадуючи, що у (𝑡)-станi траєкторiя набли-
жається до гiперболiчної точки двiчi за перiод, ми отриму-
ємо 𝜏−|0 = 𝜏+|0 +

1
2
𝑇+(ℎ0)+

1
2
𝑇𝑡(𝑔*)+

1
2
𝑇−(𝑔0). Мiж насту-

пними моментами максимального наближення до гiпербо-
лiчної точки траєкторiї, яка тепер вiддаляється вiд сепара-
триси, енергiя системи збiльшуватиметься на Θ− за перiод:
𝑔𝑛 = 𝑔0 −𝑛Θ−. Аналогiчнi мiркування показують, що часи
цих послiдовних моментiв максимального наближення до
гiперболiчної точки в (−)-областi будуть пов’язанi спiввiд-
ношенням 𝜏−|𝑛 = 𝜏−|𝑛−1+

1
2
(𝑇−(𝑔𝑛−1) + 𝑇−(𝑔𝑛)). Пiдстав-

ляючи наближенi вирази для 𝑇𝑖 та 𝐼𝑖 бiля сепаратриси та
перетворюючи рекурентнi спiввiдношення на суми, легко
отримати, що

𝜏+|0 ≈ 𝜏+|𝑛 + 𝑛(𝑏+ − 𝑎+ lnΘ+)−

−
1

2
𝑎+ ln

𝜉+ + 𝑛

𝜉+
− 𝑎+ ln

Γ(𝜉+ + 𝑛)

Γ(𝜉+)
,

а згiдно з (21),

2𝜋(𝐽+0 − 𝐽+𝑛) ≈ Θ+(𝜏+|0 − 𝜏+|𝑛)− (𝑎+ + 𝑏+)𝑛Θ+−

−𝑎+(ℎ0 lnℎ0 − ℎ𝑛 lnℎ𝑛).
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Розглянемо момент, коли траєкторiя ще досить далека вiд
сепаратриси, тобто 𝑛 ≫ 1. Застосовуючи розвинення Стiр-
лiнга для Γ-функцiї Γ(𝑥) ≈

√︁
2𝜋
𝑥

(︀
𝑥
e

)︀𝑥 там, де її аргумент
мiстить 𝑛, та переходячи до границi 𝑛 → ∞, отримуємо для
змiни 𝐽+ при наближеннi до сепаратриси

2𝜋(𝐽+0 − 𝐽+∞) ≈ −𝑎+Θ+

[︃
𝜉+ ln 𝜉+ − 𝜉+ + ln

√
2𝜋√︀

𝜉+Γ(𝜉+)

]︃
.

(23)

Насправдi наближення до сепаратриси не займає нескiнчен-
ного часу, але похибка наближення Стiрлiнга менша за 5%

вже при 𝑥 = 2.
Наближення до сепаратриси та вiддалення вiд неї у ви-

падку переходу (+) → (−) є симетричними, тому (23) з за-
мiною iндексiв + на − справедливе для 𝐽−∞, значення 𝐽−
в пiзнiший момент часу, коли траєкторiя вже вiддалилася
вiд сепаратриси:

2𝜋(𝐽−∞ − 𝐽−0) ≈ −𝑎−Θ−

[︃
𝜉− ln 𝜉− − 𝜉− + ln

√
2𝜋√︀

𝜉−Γ(𝜉−)

]︃
.

(24)

Тепер потрiбно зшити наближення до сепаратриси та вiд-
далення вiд неї. Ми не знаємо точного часу переходу 𝜏±|0,
але ми можемо обчислити рiзницю 𝜏−|0 − 𝜏+|0 i виразити
𝜏−|0 через остаточне значення, якого набуває 𝐽− пiсля вiд-
далення траєкторiї вiд сепаратриси. Використовуючи час
псевдоперетину 𝜏* як вiдому точку вiдлiку, незалежну вiд
𝜉𝑖, виключаємо 𝜏±|0 iз наближених рiвнянь

𝑆+(𝜏+|0) ≈ 𝑆+(𝜏*) + Θ+(𝜏+|0 − 𝜏*),

𝑆−(𝜏−|0) ≈ 𝑆−(𝜏*) + Θ−(𝜏−|0 − 𝜏*),

що дає

𝑆−(𝜏−|0)− 𝑆−(𝜏*) ≈ Θ−(𝜏−|0 − 𝜏+|0)+

+
Θ−

Θ+

(︀
𝑆+(𝜏+|0)− 𝑆+(𝜏*)

)︀
. (25)

Фазовi об’єми 𝑆𝑖(𝜏𝑖|0) можна виразити iз 𝐽𝑖0 та розвинень
𝐼𝑖 та 𝑢𝑖 бiля сепаратриси. У свою чергу, 𝐽𝑖0 спiввiдносяться
з 𝐽𝑖∞ через (23) та (24), зрештою з’єднуючи стан системи
до наближення та пiсля вiддалення вiд сепаратриси. Поєд-
нуючи цi мiркування iз визначенням 𝐽−*, можна отримати

2𝜋𝛿𝐽+→− = 2𝜋(𝐽−∞ − 𝐽−*) = 2𝜋(𝐽−∞ − 𝐽−0)+

+ (2𝜋𝐽−0 − 𝑆−(𝜏−|0)) + Θ−(𝜏−|0 − 𝜏+|0)−

−
Θ−

Θ+
(2𝜋𝐽+0 − 𝑆+(𝜏+|0)) +

Θ−

Θ+
2𝜋(𝐽+0 − 𝐽+∞). (26)

Цей вираз поєднує неадiбатичну змiну 𝐽− зi значенням
𝐽+ та є застосовним до будь-якого переходу мiж станами з
вiдповiдними замiнами iндексiв.

Для нелiнiйного маятника 𝑎+ = 𝑎− = 𝑎, 𝑎𝑡 = 2𝑎, i, пiд-
ставляючи (23), (24), (25) та розвинення 𝐽𝑖 в (26), пiсля
деяких спрощень отримуємо

2𝜋𝛿𝐽+→− = −𝑎Θ− ln
2𝜋(1− 𝜉+)

Γ(𝜉−)Γ(𝜉+)
+ +(1− 𝜉+)𝑏′[+Θ−] +

+ члени, що не мiстять 𝜉𝑖, (27)

де 𝑏′𝑖 = 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖 ln |Θ𝑖| i для компактностi використано по-
значення 𝑥[𝑖𝑦𝑗] = 𝑥𝑖𝑦𝑗 − 𝑥𝑗𝑦𝑖. Ми випускаємо члени, що
не мiстять 𝜉𝑖, бо при обчисленнi середньоквадратичного
вiдхилення вони випадають. (Це рiвняння вiдповiдає (9)
в [6].) Перехiд (c) можна розглянути як обернений у ча-
сi перехiд (a), де тепер 0 < 𝜉− < 1. Вводячи 𝑃 як в
основному текстi та покладаючи 𝑃 ≪ 1, маємо ln Γ(𝜉−) =

= lnΓ(𝜉+)−𝑃 (1−𝜉+) ln 𝜉++𝑜(𝑃 ). Залишаючи ведучi члени
за 𝑃 , отримуємо iз (27)

2𝜋𝛿𝐽+→− = −𝑎Θ− ln
2𝜋(1− 𝜉+)

Γ(𝜉+)2
+ (1− 𝜉+)𝑏′[+Θ−] +

+члени, що не мiстять 𝜉+.

При послiдовних переходах через сепаратрису, параметри
переходу можна вважати рiвномiрно розподiленими випад-
ковими величинами. Середня змiна адiабатичного iнварi-
анту при переходах (a) та (c) має протилежний знак i ско-
рочується, але 𝐽± (разом iз 𝐼±) зазнаватиме випадкового
блукання iз середньоквадратичним кроком⟨︀
(2𝜋(𝛿𝐽+→− − ⟨𝛿𝐽+→−⟩))2

⟩︀
= 𝑀4(𝑎Θ−)2 +

+𝑀3𝑎Θ−𝑏′[+Θ−] +
1

12
(𝑏′[+Θ−])

2, (28)

де

𝑀3 =

1∫︁
0

𝑑𝑥

(︂
ln

1− 𝑥

Γ(𝑥)2
− 𝛾2

)︂(︂
𝑥−

1

2

)︂
≈ 0,25,

𝑀4 =

1∫︁
0

𝑑𝑥

(︂
ln

1− 𝑥

Γ(𝑥)2
− 𝛾2

)︂2
≈ 2,6,

та

𝛾2 =

1∫︁
0

𝑑𝑥 ln
1− 𝑥

Γ(𝑥)2
= −1− ln 2𝜋.

Тепер розглянемо перехiд (d) i вiддалення вiд сепаратри-
си всерединi (𝑡)-областi. Аналогiчно до викладеного вище,
енергiя системи при послiдовних моментах максимального
наближення до гiперболiчної точки буде 𝑓𝑛 = 𝑓0 − 𝑛Θ𝑡, а
самi моменти часу спiввiдноситимуться, як 𝜏𝑡|𝑛+1 = 𝜏𝑡|𝑛 +

+ 1
4
𝑇𝑡(𝑓𝑛)+

1
2
𝑇𝑡(𝑓𝑛 −Θ+)+ 1

4
𝑇𝑡(𝑓𝑛+1), бо повiльнi частини

𝑛-го витка траєкторiї – це вiддалення вiд гiперболiчної то-
чки при енергiї 𝑓𝑛, прохiд повз неї при 𝑓𝑛−Θ+ (на половинi
траєкторiї, близькiй до гiлки сепаратриси мiж (𝑡)- та (+)-
областями, енергiя системи зменшується на Θ+) та набли-
ження при 𝑓𝑛+1. Енергiя в момент першого максимального
наближення в (t)-областi буде 𝑓0 = 𝑔* −Θ− = ℎ0 −Θ𝑡, але
траєкторiя, що приходить з (+)-областi, захопиться лише
тодi, коли її енергiя при останньому максимальному набли-
женнi в (+)-областi достатньо мала, тобто ℎ0 < Θ𝑡; iнакше
траєкторiя потрапить до (−)-областi. Оскiльки ℎ0 = 𝜉+Θ+,
параметр переходу 𝜉𝑡 = −𝑓0/Θ𝑡 буде вiдноситися до па-
раметра переходу траєкторiї у (+)-областi як Θ𝑡(1 − 𝜉𝑡) =

= Θ+𝜉+, причому перехiд вiдбудеться за умови 0 < 𝜉+ <
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< Θ𝑡/Θ+. Час, потрiбний траєкторiї на перетин сепаратри-
си, буде 𝜏𝑡|0 = 𝜏+|0 + 1

2
𝑇+(ℎ0) +

1
2
𝑇𝑡(𝑔*) +

1
4
𝑇𝑡(𝑓0): трає-

кторiя вiддаляється вiд гiперболiчної точки в (+)-областi
при енергiї ℎ0, проходить повз неї у (𝑡)-областi при 𝑔* та,
якщо її енергiя недостатня, щоб досягти (−)-областi, знову
наближається до гiперболiчної точки при 𝑓0.

Аналогiчно до попереднього випадку отримуємо

2𝜋(𝐽𝑡0 − 𝐽𝑡∞) = 𝑎𝑡Θ𝑡

[︂
1

2
ln

Γ(𝜉𝑡)Γ(𝜉𝑡 +
Θ+

Θ𝑡
)

2𝜋
+ 𝜉𝑡 −

−
(︂
𝜉𝑡 −

1−Θ+/Θ𝑡

2

)︂
ln |𝜉𝑡|

]︂
(29)

(це рiвняння вiдповiдає (4) в [6]).
Об’єднуючи (23), (29) та (26) з вiдповiдними замiнами

iндексiв, отримуємо

2𝜋𝛿𝐽+→𝑡 = 𝑎Θ𝑡 ln
Γ(𝜉𝑡)Γ(𝜉𝑡 +

Θ+

Θ𝑡
)Γ(𝜉+)

(2𝜋)
3
2

⃒⃒⃒
𝜉𝑡 − 1 +

Θ+

Θ𝑡

⃒⃒⃒ +

+
Θ𝑡

Θ+
𝑏′[+Θ𝑡]𝜉𝑡 + члени, що не мiстять 𝜉𝑖. (30)

Знову покладаючи 𝑃 ≪ 1, параметр переходу пiсля пере-
тину сепаратриси 𝜉+ = 𝑂(𝑃 ) i можна розвинути Γ(𝜉+) =

= 𝜉−1
+ +𝑂(1). Крiм цього, оскiльки Θ+/Θ𝑡 = 𝑂(𝑃−1),

можна розвинути ln Γ(𝜉𝑡 + Θ+/Θ𝑡) = lnΓ(Θ+/Θ𝑡)+

+ 𝜉𝑡 ln(Θ+/Θ𝑡)+𝑂(𝑃 ). Залишаючи ведучi члени за 𝑃 , отри-
муємо iз (30)

2𝜋𝛿𝐽+→𝑡 = 𝑎Θ𝑡

(︂
ln

Γ(𝜉𝑡)

1− 𝜉𝑡
+ 𝜉𝑡 ln

Θ+

Θ𝑡

)︂
+

+
Θ𝑡

Θ+
𝑏′[+Θ𝑡]𝜉𝑡 + члени, що не мiстять 𝜉𝑖.

Середньоквадратичний крок у цьому випадку дорiвнюва-
тиме⟨︀
(2𝜋(𝛿𝐽+→𝑡 − ⟨𝛿𝐽+→𝑡⟩))2

⟩︀
= 𝑀2(𝑎Θ𝑡)

2 +

+𝑀1𝑎Θ𝑡

(︂
𝑎Θ𝑡 ln

Θ+

Θ𝑡
+

Θ𝑡

Θ+
𝑏′[+Θ𝑡]

)︂
+

+
1

12

(︂
𝑎Θ𝑡 ln

Θ+

Θ𝑡
+

Θ𝑡

Θ+
𝑏′[+Θ𝑡]

)︂2

, (31)

де

𝑀1 =

1∫︁
0

𝑑𝑥

(︂
ln

Γ(1− 𝑥)

𝑥
− 𝛾1

)︂(︂
𝑥−

1

2

)︂
≈ 0,001,

𝑀2 =

1∫︁
0

𝑑𝑥

(︂
ln

Γ(1− 𝑥)

𝑥
− 𝛾1

)︂2

≈ 0,77,

та

𝛾1 =

1∫︁
0

𝑑𝑥 ln
Γ(1− 𝑥)

𝑥
= 1 + ln

√
2𝜋.
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A.V.Tykhyy

STOCHASTIC DIFFUSION OF ENERGETIC
IONS IN WENDELSTEIN-TYPE STELLARATORS

S u m m a r y

The collisionless stochastic diffusion of energetic ions in op-

timized stellarators of the Wendelstein type has been con-

sidered. The phenomenon concerned was predicted earlier in

the framework of a simplified theory describing the separatrix

crossing by ions. The jumps of the adiabatic invariant in mag-

netic configurations of a stellarator are calculated. The analysis

of the results obtained confirms the importance of the stochas-

tic diffusion and demonstrates that the diffusion coefficient can

considerably exceed the available result.
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