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ЕКСИТОННI СТАНИ У СФЕРИЧНИХ
НЕКОНЦЕНТРИЧНИХ КВАНТОВИХ ТОЧКАХ
ТИПУ ЯДРО–ОБОЛОНКАУДК 538.958

Теоретично дослiджено електронну та екситонну структуру неконцентричних сфе-
ричних квантових точок типу ядро–оболонка CdSe/CdS, у яких ядро змiщене вiдно-
сно центра оболонки. Дiрковi стани обчислено в рамках чотиризонної моделi Латин-
джера–Кона, розкладеної за базисом плоских хвиль, причому потенцiал конфайнмен-
ту зi змiщеним ядром враховано безпосередньо, а екситоннi стани знайдено методом
конфiгурацiйної взаємодiї з урахуванням прямої кулонiвської взаємодiї електрон–дiрка
та короткодiйного обмiнного доданка. Змiщення ядра знижує симетрiю потенцiалу
конфайнменту вiд сферичної до аксiальної та знiмає виродження крайового дiркового
мультиплету, зумовлюючи тонку структуру розщеплення, яка монотонно зростає зi
збiльшенням змiщення. Той самий механiзм перебудовує i екситонний спектр: енергiя
основного переходу зазнає синього зсуву з наближенням ядра до межi оболонки, тодi як
зумовлене обмiнною взаємодiєю розщеплення темного та свiтлого станiв монотонно
зростає зi збiльшенням змiщення. Розрахований край поглинання кiлькiсно узгоджує-
ться з експериментально вимiряним значенням. Таке узгодження досягається лише за
умови врахування екситонних ефектiв, оскiльки саме кулонiвська взаємодiя електрон–
дiрка забезпечує червоний зсув, необхiдний для узгодження теорiї з експериментом.
Отриманi результати вказують на змiщення ядра як на ефективний структурний
ступiнь свободи для керування як енергiєю випромiнювання, так i тонкою структурою
екситона в колоїдних наночастинках типу ядро–оболонка.
К люч о в i с л о в а: квантова точка ядро–оболонка, неконцентрична наноструктура,
CdSe/CdS, тонка структура екситона, розщеплення темного та свiтлого станiв, обмiнна
взаємодiя електрон–дiрка, гамiльтонiан Латинджера–Кона, метод розкладання за пло-
скими хвилями.

1. Вступ
Напiвпровiдниковi квантовi точки (КТ) стали не-
вiд’ємною складовою сучасної нанофотонiки й
оптоелектронiки завдяки своїм унiкальним, керо-
ваним розмiром оптичним та електронним вла-
стивостям. Серед розмаїття наносистем особли-
ве мiсце посiдають гетероструктури типу ядро–
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оболонка. Можливiсть пiдбирати матерiали ядра
й оболонки з рiзною шириною забороненої зони
й рiзним взаємним розташуванням зон дає змо-
гу таким КТ ефективно керувати просторовою
локалiзацiєю носiїв заряду та ймовiрнiстю випро-
мiнювальних переходiв [1–4]. Це робить їх ва-
жливими для розробки сучасних оптоелектронних
пристроїв. Зокрема, архiтектура ядро–оболонка
є основою для створення високоефективних лю-
мiнесцентних сонячних концентраторiв [1, 5, 6],
оскiльки забезпечує значний зсув Стокса [6], тим
самим мiнiмiзуючи втрати на повторне поглина-
ння. Крiм того, кероване просторове роздiлення
електронно-дiркової пари й зумовлене ним змен-
шення безвипромiнювальної оже-рекомбiнацiї вiд-
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крили шлях до створення надзвичайно стабiль-
них, так званих немерехтливих свiтловипромiню-
вальних дiодiв i надiйних джерел одиничних фо-
тонiв [7].

Серед рiзних методiв синтезу, розроблених на
сьогоднi, колоїдний синтез залишається одним
iз найунiверсальнiших i широко застосовуваних
способiв виготовлення КТ типу ядро–оболонка.
Цей хiмiчний пiдхiд, зокрема в органiчнiй фазi,
успiшно використовували для реалiзацiї згаданих
вище немерехтливих наноструктур [8, 9]. Напри-
клад, точно контролюючи осадження шарiв обо-
лонки CdS на попередньо вирощенi ядра CdSe, до-
слiдники можуть систематично керувати загаль-
ними розмiрами отриманих зразкiв [9]. Оскiльки
такi КТ вирощують у колоїдних розчинах, мiнiмi-
зацiя поверхневого натягу зазвичай зумовлює на-
буття ними квазiсферичної форми. Проте попри
поширене теоретичне припущення про доскона-
лу просторову симетрiю, реальний колоїдний син-
тез ще не гарантує точної концентричностi ядра й
оболонки. У реальних експериментальних зразках
такi чинники, як нерiвномiрна швидкiсть росту
оболонки, локалiзованi деформацiї через невiдпо-
вiднiсть сталих ґратки або кiнетичнi флуктуа-
цiї пiд час хiмiчного осадження, часто спричиня-
ють змiщення ядра вiдносно геометричного цен-
тра оболонки. Отже, реальна морфологiя таких
синтезованих наночастинок часто вiдповiдає не-
концентричнiй сферичнiй КТ типу ядро–оболонка
(НСКТЯО) [10].

На сьогоднi значний обсяг теоретичних праць
присвячено вивченню НСКТЯО. Для моделюван-
ня таких систем успiшно застосовували рiзнi те-
оретичнi пiдходи, зокрема метод розкладання за
плоскими хвилями та iншi чисельнi методи [10–
14]. У цих дослiдженнях докладно вивчено енер-
гетичнi спектри носiїв заряду пiд впливом зовнi-
шнiх електричного й магнiтного полiв, а також
дослiджено електронно-дiркову обмiнну взаємодiю
[15]. Проте суттєвим обмеженням цих попереднiх
дослiджень є спрощений опис дiркових станiв. У
них здебiльшого використовували просту однозон-
ну модель ефективної маси, повнiстю нехтуючи
складною структурою валентної зони й власти-
вим їй змiшуванням станiв важких i легких дi-
рок. Цю принципову теоретичну прогалину можна
усунути, застосувавши гамiльтонiан Латинджера
[16–18], зокрема в межах сферичного наближення

Бальдерешi–Лiпарi [19], яке точно вiдтворює скла-
дну структуру валентної зони.

Крiм того, хоча в попереднiх працях i розрахо-
вано рiзнi оптичнi параметри i ймовiрностi пере-
ходiв у НСКТЯО [12], у них здебiльшого не врахо-
вано екситонних ефектiв. У сильно обмежених на-
носистемах кулонiвська взаємодiя мiж електроном
i дiркою є досить вираженою. Нехтування утво-
ренням екситона призводить до неповного опису
оптичного вiдгуку й не дає змоги точно передба-
чити енергiї зв’язку й спектри поглинання реалi-
стичних наноструктур.

Отже, головна мета цiєї роботи – розробити
строгий теоретичний пiдхiд до опису дiркових ста-
нiв у НСКТЯО з використанням моделi Латиндже-
ра. На основi цього пiдходу ми маємо на метi роз-
рахувати енергiю екситона (з урахуванням як ку-
лонiвської, так i стандартної обмiнної взаємодiй).
Також це дослiдження визначає вплив просторо-
вої неконцентричностi ядра на цi фундаментальнi
електроннi й оптичнi параметри, надаючи бiльш
реалiстичну й повну картину таких асиметричних
наноструктур.

2. Теоретична модель дiркових станiв
2.1. Геометрiя наноструктури
та функцiї форми
Розглянемо НСКТЯО, що складається з ядра ра-
дiусом 𝑟0, оточеного оболонкою iз зовнiшнiм ра-
дiусом 𝑟1. Уся гетероструктура ядро–оболонка за-
нурена в нескiнченну об’ємну матрицю. Також
припускаємо, що геометричний центр ядра змiще-
но вiд центра сферичної оболонки на вiдстань 𝐷
уздовж напрямку 𝑧 (рис. 1). Початок нашої декар-
тової системи координат розташуємо в геометри-
чному центрi зовнiшньої оболонки. Вiдповiдно, ве-
ктор змiщення ядра визначається як D = (0, 0, 𝐷),
де фiзична умова, за якої ядро повнiстю залишає-
ться всерединi оболонки, має вигляд 𝐷 ≤ 𝑟1 − 𝑟0.

Наноструктура таким чином подiляє простiр
на три областi з рiзними матерiальними па-
раметрами: ядро Ω𝑐 = {r : |r−D| ≤ 𝑟0}; оболон-
ку Ω𝑠 = {r : |r| ≤ 𝑟1} ∖ Ω𝑐 i зовнiшню матрицю
Ω𝑚 = R3 ∖ {r : |r| ≤ 𝑟1}. Цей подiл зручно описати
двома просторовими функцiями форми, кожна з
яких дорiвнює одиницi всерединi вiдповiдної сфе-
ри й нулю поза нею:

𝜒1(r) = Θ(𝑟1 − |r|), (1)
𝜒𝑐(r) = Θ(𝑟0 − |r−D|), (2)
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a b c
Рис. 1. Неконцентрична сферична квантова точка ядро–оболонка: перерiз у площинi 𝑋𝑍 (a), потенцiал конфайнменту
𝑈(0, 0, 𝑧) (b), тривимiрне зображення з вилученою чвертю (c)

де Θ(𝑥) – функцiя Хевiсайда. Оскiльки ядро пов-
нiстю лежить всерединi оболонки, цi двi функцiї
форми є вкладеними, 𝜒𝑐(r)𝜒1(r) = 𝜒𝑐(r). Саме ця
вкладенiсть дає змогу довiльний кусково-сталий
матерiальний параметр 𝑓(r), який набуває значень
𝑓𝑐, 𝑓𝑠 та 𝑓𝑚 у ядрi, оболонцi й матрицi вiдповiд-
но, записати у виглядi строго лiнiйної суперпозицiї
двох функцiй форми:

𝑓(r) = 𝑓𝑚 + (𝑓𝑠 − 𝑓𝑚)𝜒1(r) + (𝑓𝑐 − 𝑓𝑠)𝜒𝑐(r). (3)

Перший доданок (3) задає фонове значення ма-
трицi всюди. Другий доданок пiдвищує параметр
до значення оболонки в усьому об’ємi зовнiшньої
сфери. А третiй доданок вносить поправку в обла-
стi ядра, де параметр вiдрiзняється вiд значення
в оболонцi. Пряма пiдстановка пiдтверджує, що
(3) вiдтворює 𝑓𝑚 для r ∈ Ω𝑚 (𝜒1 = 𝜒𝑐 = 0),
𝑓𝑠 для r ∈ Ω𝑠 (𝜒1 = 1, 𝜒𝑐 = 0) i 𝑓𝑐 для r ∈ Ω𝑐

(𝜒1 = 𝜒𝑐 = 1). Отже, повна геометрична iнформа-
цiя про наноструктуру, включно з її неконцентри-
чнiстю, мiститься в парi функцiй форми 𝜒1 та 𝜒𝑐,
тодi як матерiальнi параметри задаються трьома
числами 𝑓𝑐, 𝑓𝑠, 𝑓𝑚. Кожна залежна вiд положення
величина моделi пiдпорядковується цьому єдино-
му правилу. Зокрема, параметри Латинджера ма-
ють вигляд

𝛾1(r) = 𝛾𝑚1 + (𝛾𝑠1 − 𝛾𝑚1 )𝜒1(r) + (𝛾𝑐1 − 𝛾𝑠1)𝜒𝑐(r), (4)

𝛾(r) = 𝛾𝑚 + (𝛾𝑠 − 𝛾𝑚)𝜒1(r) + (𝛾𝑐 − 𝛾𝑠)𝜒𝑐(r), (5)

а розриви зон на двох гетеромежах формують три-
вимiрний потенцiал конфайнменту дiрки,

𝑈(r) = 𝑈𝑚 + (𝑈𝑠 − 𝑈𝑚)𝜒1(r) + (𝑈𝑐 − 𝑈𝑠)𝜒𝑐(r). (6)

Тут за початок вiдлiку обрано верх валентної зо-
ни матерiалу ядра, 𝑈𝑐 = 0; 𝑈𝑠 – розрив валентної
зони на межi ядро–оболонка, а 𝑈𝑚 – бар’єр на
межi оболонка–матриця, причому 0 < 𝑈𝑠 < 𝑈𝑚.
Енергiї дiрки вiдлiчуємо як додатнi вглиб вален-
тної зони.

2.2. Гамiльтонiан дiрки

У напiвпровiдниках зi структурою цинкової обман-
ки валентна зона в точцi Γ є чотирикратно ви-
родженою. Спiн-орбiтальна взаємодiя розщеплює
шестикратний 𝑝-подiбний мультиплет на верхнiй
чотирикратний мультиплет Γ8 iз повним кутовим
моментом 𝑗 = 3/2 i нижню двократну вiдщеплену
зону Γ7, вiдокремлену величиною Δ𝑠𝑜. Оскiльки
Δ𝑠𝑜 значно перевищує енергiї конфайнменту ста-
нiв, що розглядаються нижче, вiдщеплену зону не
враховуємо, а дiрку описуємо в рамках чотиризон-
ної моделi Латинджера–Кона [16–18].

Нехтуючи гофруванням iзоенергетичних повер-
хонь у 𝑘-просторi, тобто використовуючи сфери-
чне наближення Бальдерешi–Лiпарi [19], замiнює-
мо параметри Латинджера 𝛾2 i 𝛾3 одним ефектив-
ним сферичним параметром, визначеним окремо в
кожнiй областi:

𝛾(r) =
2𝛾2(r) + 3𝛾3(r)

5
. (7)

У цьому наближеннi оператор кiнетичної енергiї
комутує з оператором повного кутового моменту.
Тому будь-яке порушення спектральної симетрiї
буде зумовлене виключно геометрiєю наносистеми.
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Для просторово однорiдного матерiалу сфери-
чний гамiльтонiан Латинджера набуває компа-
ктної форми Бальдерешi–Лiпарi:

𝐻̂𝐿 =
~2

2𝑚0

[︂(︂
𝛾1 +

5

2
𝛾

)︂
𝑘2 − 2𝛾

(︁
k · Ĵ

)︁2]︂
, (8)

де 𝑚0 – маса вiльного електрона, 𝑘𝛼 = −𝑖 𝜕/𝜕𝑥𝛼,
а 𝐽𝛼 (𝛼 ∈ {𝑥, 𝑦, 𝑧}) – матрицi 4 × 4 кутового мо-
менту 3/2. У нашiй гетероструктурi, однак, 𝛾1 i 𝛾
залежать вiд положення й не комутують iз k̂. Про-
стий добуток 𝛾(r)(k̂·Ĵ)2 не є ермiтовим i не зберiгає
густину ймовiрнiсного струму на гетеромежах. То-
му оператор необхiдно симетризувати, що є багато-
зонним узагальненням рецепту Бенданiеля–Дюка:

𝐻̂ℎ =
~2

2𝑚0

∑︁
𝛼,𝛽

𝑘𝛼𝐾̂𝛼𝛽(r)𝑘𝛽 + 𝑈(r)𝐼4×4, (9)

iз ядром 4× 4:

𝐾̂𝛼𝛽(r) =

[︂
𝛾1(r) +

5

2
𝛾(r)

]︂
𝛿𝛼𝛽 − 𝛾(r){𝐽𝛼, 𝐽𝛽}, (10)

де {𝐴, 𝐵̂} = 𝐴𝐵̂ + 𝐵̂𝐴 – антикомутатор, а 𝐼4×4 –
одинична матриця. Ядро є симетричним, 𝐾̂𝛼𝛽 =

= 𝐾̂𝛽𝛼, i ермiтовим для будь-якого r. Отже, 𝐻̂ℎ

є ермiтовим для довiльних профiлiв 𝛾1(r), 𝛾(r).
Для сталих параметрiв (9) точно зводиться до
(8), оскiльки

∑︀
𝛼𝛽 𝑘𝛼𝑘𝛽{𝐽𝛼, 𝐽𝛽} = 2𝛾(k̂ · Ĵ)2. Iн-

тегрування (9) на гетеромежi вiдтворює правиль-
нi умови зшивання, а саме неперервнiсть чотири-
компонентної обвiдної Ψ та узагальненого струму∑︀

𝛽 𝐾̂𝛼𝛽(r)𝑘𝛽Ψ.
У базисi власних станiв |3/2,𝑚𝑗⟩ оператора 𝐽𝑧,

впорядкованих за 𝑚𝑗 = 3/2, 1/2,−1/2,−3/2, га-
мiльтонiан (9) набуває звичного вигляду Латин-
джера:

𝐻̂ℎ =

⎛⎜⎜⎝
𝑃 + 𝑄̂ −𝑆 𝑅̂ 0

−𝑆+ 𝑃 − 𝑄̂ 0 𝑅̂

𝑅̂+ 0 𝑃 − 𝑄̂ 𝑆

0 𝑅̂+ 𝑆+ 𝑃 + 𝑄̂

⎞⎟⎟⎠+ 𝑈(r)𝐼4×4,

(11)
де

𝑃 =
~2

2𝑚0

∑︁
𝛼

𝑘𝛼𝛾1(r)𝑘𝛼,

𝑄̂ =
~2

2𝑚0

[︁
𝑘𝑥𝛾(r)𝑘𝑥 + 𝑘𝑦𝛾(r)𝑘𝑦 − 2𝑘𝑧𝛾(r)𝑘𝑧

]︁
,

𝑅̂ = − ~2

2𝑚0

√
3 𝑘−𝛾(r)𝑘−,

𝑆 =
~2

2𝑚0

√
3
[︁
𝑘𝑧𝛾(r)𝑘− + 𝑘−𝛾(r)𝑘𝑧

]︁
,

(12)

де 𝑘± = 𝑘𝑥±𝑖𝑘𝑦. Оператори 𝑃 i 𝑄̂ є самоспряжени-
ми, тодi як 𝑅̂ i 𝑆 – нi, i нижнiй трикутник матрицi
(11) мiстить їхнi спряженi, якi слiд виписати явно:

𝑅̂+ = − ~2

2𝑚0

√
3 𝑘+𝛾(r)𝑘+,

𝑆+ =
~2

2𝑚0

√
3
[︁
𝑘𝑧𝛾(r)𝑘+ + 𝑘+𝛾(r)𝑘𝑧

]︁
.

(13)

Рiвняння (12) i (13) виводять з (10) шля-
хом безпосереднього обчислення антикомутаторiв
{𝐽𝛼, 𝐽𝛽}𝑚𝑗𝑚′

𝑗
. Спряженi величини отримують iз

елементарних правил 𝑘+𝛼 = 𝑘𝛼, 𝑘+± = 𝑘∓, а також з
умови дiйсностi 𝛾(r), так що (𝑘𝜇𝛾𝑘𝜈)

+ = 𝑘+𝜈 𝛾𝑘
+
𝜇 .

2.3. Розкладання за плоскими
хвилями та матричнi елементи

Вiдповiдно до методу розкладання за плоски-
ми хвилями припускаємо, що НСКТЯО розмiще-
но всерединi великої кубiчної надкомiрки об’ємом
Ω = 𝐿3 iз перiодичними граничними умовами
Борна–фон Кармана. Ребро 𝐿 > 2,5 𝑟1 + 𝑎*𝑏 [20, 21]
(де 𝑎*𝑏 – ефективний борiвський радiус) обирають
достатньо великим, щоб експоненцiйний хвiст дiр-
кової хвильової функцiї, що проникає в матрицю,
повнiстю затухав у межах надкомiрки, тому пара-
зитна взаємодiя мiж сусiднiми перiодичними обра-
зами й штучне обмеження розмiрами надкомiрки
виявляються нехтовно малими. Чотирикомпонен-
тну дiркову обвiдну функцiю тодi розкладаємо за
ортонормованим базисом плоских хвиль:

Ψ(r) =
∑︁
G,𝑚𝑗

𝐶G,𝑚𝑗
|G,𝑚𝑗⟩,

|G,𝑚𝑗⟩ =
1√
Ω
𝑒𝑖G·r|𝑚𝑗⟩,

(14)

де 𝑚𝑗 ∈ {3/2, 1/2,−1/2,−3/2}. 𝐶G,𝑚𝑗
– невiдомi

коефiцiєнти, а вектори оберненої ґратки надкомiр-
ки дорiвнюють

G =
2𝜋

𝐿
(𝑛𝑥, 𝑛𝑦, 𝑛𝑧), 𝑛𝑖 ∈ Z. (15)
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Пiд час розрахунку базис обрiзають, залишаючи
лише тi G, що задовольняють iзотропну умову:

𝑛2𝑥 + 𝑛2𝑦 + 𝑛2𝑧 ≤ 𝑁2
cut, (16)

де 𝑁cut – параметр збiжностi. Головна перевага та-
кого представлення полягає в тому, що граничнi
умови на обох гетеромежах не потрiбно накладати
вручну. Вони автоматично й природно враховую-
ться за допомогою перетворення Фур’є матерiаль-
них параметрiв.

Уся побудова спирається на єдину тотожнiсть.
Для довiльної функцiї 𝑓(r), перiодичної в межах
надкомiрки, матричний елемент симетризованого
оператора 𝑘𝛼𝑓(r)𝑘𝛽 дорiвнює

⟨G|𝑘𝛼𝑓(r)𝑘𝛽 |G′⟩ = 𝐺𝛼𝐺
′
𝛽𝑓(q), q = G−G′, (17)

де перетворення Фур’є визначене як

𝑓(q) =
1

Ω

∫︁
Ω

𝑓(r)𝑒−𝑖q·r 𝑑3𝑟. (18)

Щоб отримати (17), достатньо помiтити, що 𝑘𝛽 , дi-
ючи праворуч на 𝑒𝑖G

′·r, дає множник 𝐺′
𝛽 , тодi як

𝑘𝛼 переносять на лiву експоненту iнтегруванням
частинами, причому поверхневий доданок зникає
завдяки перiодичним граничним умовам, що дає
множник 𝐺𝛼. Таким чином некомутативнiсть k̂ i
𝑓(r) враховується точно, без жодних наближень, i
жодну похiдну розривних параметрiв обчислюва-
ти не потрiбно. Оскiльки 𝑘± є простими лiнiйними
комбiнацiями 𝑘𝑥 i 𝑘𝑦, правило (18) поширюється на
елементи (12) матрицi Латинджера. Наприклад,
⟨G|𝑘−𝛾(r)𝑘−|G′⟩ = 𝐺−𝐺

′
−𝛾(q), де 𝐺± = 𝐺𝑥 ± 𝑖𝐺𝑦.

Кожен оператор iз (12)–(13) перетворюється, та-
ким чином, на алгебраїчну бiлiнiйну форму пари
(G,G′), що й робить усю гамiльтонiанову матрицю
аналiтичною.

Пiдставляючи розкладання (14) у рiвняння
Шредiнгера 𝐻̂ℎΨ = 𝐸Ψ, проєктуючи на базис i
застосовуючи (17) до ядра (10), отримуємо алге-
браїчну задачу на власнi значення:∑︁
G′,𝑚′

𝑗

𝐻𝑚𝑗𝑚′
𝑗
(G,G′)𝐶G′,𝑚′

𝑗
= 𝐸𝐶G,𝑚𝑗

(19)

з матричними елементами

𝐻𝑚𝑗𝑚′
𝑗
(G,G′) =

~2

2𝑚0

(︂
𝛾1(q) +

5

2
𝛾(q)

)︂
×

× (G ·G′)𝛿𝑚𝑗𝑚′
𝑗
− ~2

2𝑚0
𝛾(q)×

×
⟨︀
𝑚𝑗

⃒⃒{︀
(G · Ĵ), (G′ · Ĵ)

}︀⃒⃒
𝑚′

𝑗

⟩︀
+ 𝑈̃(q)𝛿𝑚𝑗𝑚′

𝑗
, (20)

де q = G−G′, а 𝛾1(q), 𝛾(q), 𝑈̃(q) позначають пе-
ретворення Фур’є (18) вiдповiдних залежних вiд
положення величин. Рiвняння (20) є точним обра-
зом гамiльтонiана (9) у представленнi плоских
хвиль. Його ермiтовiсть очевидна: G ·G′ симетри-
чне вiдносно G ↔ G′, антикомутатор задоволь-
няє {𝐴, 𝐵̂} = {𝐵̂, 𝐴} й ермiтовий для дiйсних G,
а оскiльки 𝛾(r) та 𝑈(r) дiйснi, 𝛾(−q) = 𝛾*(q) i
𝑈̃(−q) = 𝑈̃*(q). Разом це дає 𝐻𝑚𝑗𝑚′

𝑗
(G,G′) =

= [𝐻𝑚′
𝑗𝑚𝑗

(G′,G)]*.
У явному виглядi (20) зберiгає блокову структу-

ру,

𝐻̂(G,G′) =

⎛⎜⎝𝑃 +𝑄 −𝑆 𝑅 0
−𝑆 𝑃 −𝑄 0 𝑅
𝑅̄ 0 𝑃 −𝑄 𝑆
0 𝑅̄ 𝑆 𝑃 +𝑄

⎞⎟⎠+

+ 𝑈̃(q)𝐼4×4, (21)

де кожний елемент – це матричний елемент у пред-
ставленнi плоских хвиль вiдповiдного оператора з
(12)–(13),

𝑃 = ⟨G|𝑃 |G′⟩, 𝑄 = ⟨G|𝑄̂|G′⟩,

𝑅 = ⟨G|𝑅̂|G′⟩, 𝑅̄ = ⟨G|𝑅̂†|G′⟩,

𝑆 = ⟨G|𝑆|G′⟩, 𝑆 = ⟨G|𝑆†|G′⟩,

(22)

тож символи з рискою зверху є скороченим позна-
ченням для спряжених операторiв, а не для ком-
плексного спряження. Застосовуючи тотожнiсть
(17) почленно, отримуємо цi бiлiнiйнi форми у ви-
глядi:

𝑃 (G,G′) =
~2

2𝑚0
𝛾1(q)(G ·G′),

𝑄(G,G′) =
~2

2𝑚0
𝛾(q)(𝐺𝑥𝐺

′
𝑥 +𝐺𝑦𝐺

′
𝑦 − 2𝐺𝑧𝐺

′
𝑧),

𝑅(G,G′) = − ~2

2𝑚0

√
3 𝛾(q)𝐺−𝐺

′
−,

𝑅̄(G,G′) = − ~2

2𝑚0

√
3 𝛾(q)𝐺+𝐺

′
+,

𝑆(G,G′) =
~2

2𝑚0

√
3 𝛾(q)(𝐺𝑧𝐺

′
− +𝐺′

𝑧𝐺−),

𝑆(G,G′) =
~2

2𝑚0

√
3 𝛾(q)(𝐺𝑧𝐺

′
+ +𝐺′

𝑧𝐺+).

(23)
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Рiвняння (23) роблять структуру ермiтовостi цiл-
ком очевидною. Величини з верхньою рискою за-
довольняють

𝑅̄(G,G′) = [𝑅(G′,G)]*,

𝑆(G,G′) = [𝑆(G′,G)]*,
(24)

тобто перестановка аргументiв має супроводжу-
ватися комплексним спряженням, що є образом
спряжених операторiв (13) у представленнi пло-
ских хвиль.

Застосовуючи означення (18) до розкладання
(3), отримуємо для будь-якого параметра моделi

𝑓(q) = 𝑓𝑚𝛿q,0+(𝑓𝑠−𝑓𝑚)𝜒̃1(q)+(𝑓𝑐−𝑓𝑠)𝜒̃𝑐(q). (25)

Отже, вся задача зводиться до обчислення двох
перетворень Фур’є 𝜒̃1(q) i 𝜒̃𝑐(q), якi обидва отри-
мують в аналiтичному виглядi.

Розгляньмо спочатку сферу радiусом 𝑅 iз цен-
тром у початку координат. Оскiльки її функцiя
форми залежить лише вiд |r|, без втрати загаль-
ностi можна вибрати q уздовж полярної осi, так
що q · r = 𝑞𝑟 cos 𝜃 коли 𝑞 = |q|. Переходячи до
сферичних координат,

∫︁
|r|≤𝑅

𝑒−𝑖q·r𝑑3𝑟 =

𝑅∫︁
0

𝑟2𝑑𝑟

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜑

𝜋∫︁
0

𝑒−𝑖𝑞𝑟 cos 𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜃. (26)

Кутове iнтегрування дає
∫︀ 𝜋

0
𝑒−𝑖𝑞𝑟 cos 𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜃 =

= 2 sin(𝑞𝑟)/(𝑞𝑟), а радiальний iнтеграл (4𝜋/𝑞)×
×

∫︀ 𝑅

0
𝑟 sin(𝑞𝑟) 𝑑𝑟 обчислюється елементарно.

Звiдси

𝐹 (𝑞,𝑅) =

∫︁
|r|≤𝑅

𝑒−𝑖q·r𝑑3𝑟 =

=

⎧⎪⎨⎪⎩
4𝜋

𝑞3
[︀
sin(𝑞𝑅)− 𝑞𝑅 cos(𝑞𝑅)

]︀
, 𝑞 ̸= 0,

4𝜋𝑅3

3
, 𝑞 = 0,

(27)

причому другий рядок отримується як границя
𝑞 → 0 першого i, як i повинно бути, збiгається з
об’ємом сфери. Функцiя 𝐹 (𝑞,𝑅) є дiйсною i зале-
жить лише вiд |q|.

Сфера оболонки центрована вiдносно початку
координат, тому

𝜒̃1(q) =
1

Ω
𝐹 (𝑞, 𝑟1). (28)

Сфера ядра, натомiсть, центрована в точцi D =
= (0, 0, 𝐷). Виконуючи замiну r = r′ + D у (18) i
використовуючи теорему про зсув, отримуємо

𝜒̃𝑐(q) =
1

Ω

∫︁
|r−D|≤𝑟0

𝑒−𝑖q·r𝑑3𝑟 =

=
1

Ω
𝑒−𝑖q·D

∫︁
|r′|≤𝑟0

𝑒−𝑖q·r′𝑑3𝑟′ =
1

Ω
𝑒−𝑖𝑞𝑧𝐷𝐹 (𝑞, 𝑟0). (29)

Рiвняння (28)–(29) становлять центральний ана-
лiтичний результат моделi. Змiщення ядра вхо-
дить у формалiзм виключно через фазовий мно-
жник exp(−𝑖𝑞𝑧𝐷). Модулi фур’є-гармонiк не зале-
жать вiд 𝐷. Отже, уся фiзика неконцентричностi
закодована у вiдносних фазах мiж гармонiками,
що якраз i руйнує сферичну симетрiю потенцiалу
конфайнменту й профiлю ефективної маси, зали-
шаючи їхнi амплiтуди незмiнними. Коли 𝐷 = 0
усi фур’є-коефiцiєнти стають дiйсними й парними
функцiями q, а концентрична КТ ядро–оболонка
вiдновлюється як окремий випадок тих самих фор-
мул. Границя 𝑟0 → 0, або 𝛾𝑐 = 𝛾𝑠, 𝛾𝑐1 = 𝛾𝑠1 , 𝑈𝑠 = 0,
дає однорiдну сферичну КТ. Обидвi границi слу-
гують зручним тестом чисельної реалiзацiї.

Збираючи (25)–(29), перетворення Фур’є, що
входять у матричнi елементи (20), набувають ана-
лiтичного вигляду

𝛾1(q) = 𝛾𝑚1 𝛿q,0 +
1

Ω

[︁
(𝛾𝑠1 − 𝛾𝑚1 )𝐹 (𝑞, 𝑟1)+

+ (𝛾𝑐1 − 𝛾𝑠1)𝑒
−𝑖𝑞𝑧𝐷𝐹 (𝑞, 𝑟0)

]︁
, (30)

𝛾(q) = 𝛾𝑚𝛿q,0 +
1

Ω

[︁
(𝛾𝑠 − 𝛾𝑚)𝐹 (𝑞, 𝑟1)+

+ (𝛾𝑐 − 𝛾𝑠)𝑒−𝑖𝑞𝑧𝐷𝐹 (𝑞, 𝑟0)
]︁
, (31)

𝑈̃(q) = 𝑈𝑚𝛿q,0 +
1

Ω

[︁
(𝑈𝑠 − 𝑈𝑚)𝐹 (𝑞, 𝑟1)−

−𝑈𝑠𝑒
−𝑖𝑞𝑧𝐷𝐹 (𝑞, 𝑟0)

]︁
, (32)

де останню рiвнiсть записано з урахуванням обра-
ного початку вiдлiку 𝑈𝑐 = 0. Коли q = 0 свiй
внесок дає символ Кронекера, i (29) дає об’єми
двох сфер, 𝐹 (0, 𝑟1) = 𝑉1 = 4𝜋𝑟31/3 та 𝐹 (0, 𝑟0) =
= 𝑉𝑐 = 4𝜋𝑟30/3, тож дiагональнi гармонiки зводя-
ться до усереднених за об’ємом надкомiрки пара-
метрiв, наприклад

𝛾1(0) = 𝛾𝑚1 + (𝛾𝑠1 − 𝛾𝑚1 )
𝑉1
Ω

+ (𝛾𝑐1 − 𝛾𝑠1)
𝑉𝑐
Ω
, (33)
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що усуває позiрну розбiжнiсть (29) при 𝑞 → 0
i слугує додатковою перевiркою узгодженостi
побудови.

Слiд зробити зауваження щодо параметрiв Ла-
тинджера матрицi. Широкозонна матриця не має
структури валентної зони, яку можна було б опи-
сати тим самим мультиплетом Γ8, i її параметри
Латинджера, строго кажучи, не визначенi. Тому
покладаємо 𝛾𝑚1 = 1 i 𝛾𝑚 = 0, що зводить ядро (10)
у матрицi до 𝐾̂𝛼𝛽 = 𝛿𝛼𝛽𝐼4×4, тобто до вiльної ча-
стинки масою 𝑚0 у бар’єрi 𝑈𝑚. Такий вибiр фiзи-
чно обґрунтований, оскiльки високий бар’єр утри-
мує дiрку майже повнiстю в межах гетерострукту-
ри, тому деталi дисперсiї в матрицi неважливi, тодi
як чотири компоненти обвiдної розщеплюються в
бар’єрi й затухають як exp

(︀
−
√︀

2𝑚0(𝑈𝑚 − 𝐸) 𝑟/~
)︀
,

як i має бути.

3. Теоретична модель електронних станiв

Опис екситона потребує також i електронних ста-
нiв. Зона провiдностi дослiджуваних матерiалiв є
невиродженою та iзотропною поблизу точки Γ, то-
му електрон адекватно описується однозонним на-
ближенням ефективної маси з гамiльтонiаном у
формi Бенданiеля–Дюка,

𝐻̂𝑒 = −~2

2
∇ ·

[︂
1

𝑚*
𝑒(r)

∇
]︂
+ 𝑈𝑒(r) =

=
~2

2

∑︁
𝛼

𝑘𝛼
1

𝑚*
𝑒(r)

𝑘𝛼 + 𝑈𝑒(r). (34)

Як обернена ефективна маса 1/𝑚*
𝑒(r), так i по-

тенцiал конфайнменту електрона 𝑈𝑒(r) є кусково-
сталими й тому пiдпорядкованi тому самому роз-
кладанню (3). Розкладаючи електронну обвiдну
за скалярним базисом плоских хвиль, 𝜓(r) =
= Ω−1/2

∑︀
G𝐴G𝑒

𝑖G·r, i застосовуючи ту саму то-
тожнiсть (18), отримуємо матричнi елементи в за-
мкненому аналiтичному виглядi,

𝐻𝑒(G,G
′) =

~2

2
(G ·G′)𝜂(q) + 𝑈̃𝑒(q), (35)

де 𝜂(q) i 𝑈̃𝑒(q) визначаються (25) з тими сами-
ми функцiями (29) i (30). Таким чином, електрон-
ну й дiркову задачi розв’язують однаковим спосо-
бом, i вони мають спiльнi аналiтичнi перетворення
Фур’є. Докладно електроннi стани в НСКТЯО об-
числено й проаналiзовано в [11, 12]. Єдина вiдмiн-
нiсть – скалярна, а не чотирикомпонентна стру-
ктура базису. Електроннi рiвнi 𝐸(𝑒)

𝜇 i коефiцiєнти

𝐴
(𝜇)
G , отриманi з (35), слугують разом iз дiрковими

станами одночастинковим базисом для екситонної
задачi, дослiдженої нижче.

4. Теоретична модель екситонних станiв

4.1. Гамiльтонiан екситона

Одночастинковi спектри, отриманi в розд. 2 i 3,
описують електрон i дiрку, якi не взаємодiють мiж
собою. Проте в сильно обмеженому нанокриста-
лi кулонiвське притягання мiж фотонародженими
носiями порiвнянне за величиною з енергiями кон-
файнменту й не може розглядатись як слабке збу-
рення, тодi як короткодiйна електронно-дiркова
обмiнна взаємодiя, хоча й значно менша за вели-
чиною, є єдиним доданком, що знiмає спiнове ви-
родження пари й тому визначає, якi з екситонних
рiвнiв є оптично активними. Обидва доданки не-
обхiдно враховувати, i обидва додаються до суми
одночастинкових гамiльтонiанiв:

𝐻̂ex = 𝐻̂𝑒 + 𝐻̂ℎ + 𝑉C(r𝑒, rℎ) + 𝐻̂exch, (36)

де 𝐻̂𝑒 визначено рiвнянням (34), а 𝐻̂ℎ – рiвнянням
(9). Прямий кулонiвський доданок дорiвнює

𝑉C(r𝑒, rℎ) = − 𝑒2

4𝜋𝜀0𝜀|r𝑒 − rℎ|
, (37)

де 𝜀 – ефективна статична дiелектрична стала ге-
тероструктури. Оскiльки ядро й оболонка виготов-
ленi з рiзних матерiалiв, для 𝜀 беремо усереднення
за об’ємом нанокристала, зважене за двома обла-
стями,

𝜀 =
𝜀𝑐𝑉𝑐 + 𝜀𝑠(𝑉1 − 𝑉𝑐)

𝑉1
,

𝑉𝑐 =
4𝜋𝑟30
3

, 𝑉1 =
4𝜋𝑟31
3

,

(38)

де використано тi самi два об’єми, що вже з’яв-
лялися в границi q = 0 (33) перетворень Фур’є.
Таке спрощення виправдане тим, що повнiстю по-
слiдовний врахування залежної вiд положення 𝜀(r)
вимагав би розв’язання рiвняння Пуассона з поля-
ризацiйними зарядами, iндукованими на обох ге-
теромежах, що виходить за межi цiєї роботи. Крiм
того, ми розглядаємо такi КТ, для яких рiзниця
дiелектричних сталих є невеликою.

Обмiнний доданок потребує ретельнiшого пiдхо-
ду, нiж в однозонному описi. Оскiльки дiрку опи-
сано в рамках чотиризонної моделi Латинджера,
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вона має кутовий момент 𝑗 = 3/2, а не спiн 1/2,
тому електронно-дiркова обмiнна взаємодiя не має
вигляду синглет-триплетної (𝜎̂𝑒 ·𝜎̂ℎ) взаємодiї. Ко-
роткодiйна обмiнна взаємодiя мiж електроном Γ6

i дiркою Γ8 натомiсть є стандартним контактним
оператором [22]:

𝐻̂exch = −2

3
𝜀exch(r𝑒) 𝑎

3
0 𝛿(r𝑒 − rℎ)

(︁
𝜎̂ × Ĵ

)︁
, (39)

де 𝜎̂ – матрицi Паулi, що дiють на спiн електро-
на, Ĵ – тi самi матрицi 4 × 4 кутового моменту
3/2, що формують ядро (10) Латинджера, 𝑎0 – ста-
ла ґратки, а 𝜀exch – об’ємна обмiнна стала ексито-
на. 𝛿-функцiя вiдображає короткодiйний характер
обмiнної взаємодiї, масштаб якої визначається роз-
мiром елементарної комiрки. Оскiльки 𝜀exch помi-
тно вiдрiзняється в ядрi та оболонцi, ми залишаємо
цю величину залежною вiд положення; оскiльки
вона є кусково-сталою, для неї застосовне те са-
ме розкладання (3), що й для будь-якого iншого
параметра моделi,

𝜀exch(r) = 𝜀𝑚exch + (𝜀𝑠exch − 𝜀𝑚exch)𝜒1(r)+

+ (𝜀𝑐exch − 𝜀𝑠exch)𝜒𝑐(r), (40)

тож її перетворення Фур’є знову задається в ана-
лiтичному виглядi формулами (25), (28) i (29).

4.2. Базис екситона та хвильова функцiя

Одночастинковий гамiльтонiан (34) електрона не
мiстить спiн-орбiтальної взаємодiї, тому кожний
електронний рiвень 𝐸

(𝑒)
𝜇 з обвiдною 𝜓𝜇(r𝑒) є дво-

кратно виродженим за спiновою проекцiєю 𝑠𝑧 =
= ±1/2, а просторова й спiнова змiннi електро-
на факторизуються. Дiрка, навпаки, не є добутком
обвiдної i спiнора, оскiльки стан 𝜈, отриманий дi-
агоналiзацiєю (20), є нерозкладним чотирикомпо-
нентним об’єктом

Ψ𝜈(rℎ) =
∑︀

𝑚𝑗
Ψ𝜈,𝑚𝑗

(rℎ)|3/2,𝑚𝑗),

Ψ𝜈,𝑚𝑗
(rℎ) =

1√
Ω

∑︁
G

𝐶
(𝜈)
G,𝑚𝑗

𝑒𝑖G·rℎ ,
(41)

у якому блохiвський iндекс 𝑚𝑗 невiддiльно пов’я-
заний iз просторовою залежнiстю через коефiцiєн-
ти плоских хвиль 𝐶(𝜈)

G,𝑚𝑗
. Це принципова структур-

на вiдмiннiсть вiд однозонного опису, яка виявля-
ється на кожному наступному кроцi.

Отже,невзаємодiйнi електронно-дiрковi конфi-
гурацiї |𝜇𝑠𝑧) ⊗ |𝜈) утворюють природний базис
екситонної задачi, i хвильова функцiя екситона є
повним розкладанням конфiгурацiйної взаємодiї

Ψ(𝑛)
ex (r𝑒, 𝜎𝑒; rℎ) =

∑︁
𝜇,𝜈

∑︁
𝑠𝑧

𝐶(𝑛)
𝜇𝑠𝑧,𝜈 ×

×𝜓𝜇(r𝑒)|𝑠𝑧)⊗Ψ𝜈(rℎ), (42)

або

Ψ(𝑛)
ex =

∑︁
𝜇,𝜈

∑︁
𝑠𝑧,𝑚𝑗

𝐶(𝑛)
𝜇𝑠𝑧,𝜈𝜓𝜇(r𝑒)×

×Ψ𝜈,𝑚𝑗
(rℎ)|𝑠𝑧)|3/2,𝑚𝑗). (43)

Коефiцiєнти 𝐶
(𝑛)
𝜇𝑠𝑧,𝜈 не мають iндексу 𝑚𝑗 : розпо-

дiл дiрки за чотирма блохiвськими компонента-
ми вже визначений одночастинковим станом 𝜈.
Якщо враховано 𝑁𝑒 електронних i 𝑁ℎ дiркових
рiвнiв, розмiрнiсть екситонної матрицi дорiвнює
2𝑁𝑒𝑁ℎ × 2𝑁𝑒𝑁ℎ.

Проєктуючи (36) на цей базис, отримуємо вiкову
задачу∑︁
𝜇′𝑠′𝑧𝜈

′

𝐻ex
𝜇𝑠𝑧𝜈,𝜇′𝑠′𝑧𝜈

′𝐶
(𝑛)
𝜇′𝑠′𝑧,𝜈

′ = 𝐸𝑛𝐶
(𝑛)
𝜇𝑠𝑧,𝜈 , (44)

де

𝐻ex
𝜇𝑠𝑧𝜈,𝜇′𝑠′𝑧𝜈

′ =
(︀
𝐸(𝑒)

𝜇 + 𝐸(ℎ)
𝜈

)︀
𝛿𝜇𝜇′𝛿𝜈𝜈′𝛿𝑠𝑧𝑠′𝑧 +

+𝑊𝜇𝜈,𝜇′𝜈′𝛿𝑠𝑧𝑠′𝑧 +𝐾exch
𝜇𝑠𝑧𝜈,𝜇′𝑠′𝑧𝜈

′ . (45)

Перший доданок є дiагональним i мiстить одноча-
стинковi спектри з розд. 2 i 3. Другий доданок, ку-
лонiвська взаємодiя, дiє лише на просторовi коор-
динати й тому є дiагональним за спiном електрона,
проте зв’язує рiзнi конфiгурацiї (𝜇, 𝜈). Третiй до-
данок є єдиним, що змiшує спiновi канали. У двох
наступних пiдроздiлах 𝑊 i 𝐾exch зведено до вира-
зiв через коефiцiєнти плоских хвиль.

4.3. Матричнi елементи
кулонiвської взаємодiї

Оскiльки надкомiрка є перiодичною, кулонiвське
ядро розкладають у той самий дискретний ряд
Фур’є, що й будь-яку iншу величину моделi,

1

|r𝑒 − rℎ|
=

1

Ω

∑︁
p

4𝜋

𝑝2
𝑒𝑖p·(r𝑒−pℎ),

𝑉C = − 𝑒2

𝜀0𝜀Ω

∑︁
p̸=0

1

𝑝2
𝑒𝑖p·(p𝑒−pℎ),

(46)
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де p пробiгає обернену ґратку надкомiрки, а 𝑝 =
= |p|. Доданок p = 0 виключається, оскiльки вiн
описує взаємодiю двох однорiдних зарядових гу-
стин i точно компенсується нейтралiзувальним фо-
ном, як i має бути для електрично нейтральної
електронно-дiркової пари.

Iз структури (46) видно, що потрiбнi лише ма-
тричнi елементи 𝑒∓𝑖p·r мiж одночастинковими ста-
нами, тобто густини переходiв в оберненому про-
сторi. Для електрона й дiрки вони мають вигляд

𝜌
(𝑒)
𝜇𝜇′(p) ≡ ⟨𝜓𝜇|𝑒−𝑖p·r|𝜓𝜇′) =

=
∑︀

G

(︀
𝐴

(𝜇)
G

)︀*
𝐴

(𝜇′)
G+p,

𝜌
(ℎ)
𝜈𝜈′(p) ≡ ⟨Ψ𝜈 |𝑒−𝑖p·r|Ψ𝜈′) =

=
∑︀

G

∑︀
𝑚𝑗

(︀
𝐶

(𝜈)
G,𝑚𝑗

)︀*
𝐶

(𝜈′)
G+p,𝑚𝑗

.

(47)

Цi рiвняння отримують, пiдставляючи розкладан-
ня за плоскими хвилями (14) i (41) i використо-
вуючи ортогональнiсть Ω−1

∫︀
Ω
𝑒𝑖(G

′−G−p)·r𝑑3𝑟 =
= 𝛿G′,G+p, що згортає подвiйну суму за оберне-
ною ґраткою в одинарну. Зауважмо, що дiркову
густину в (47) пiдсумовано за 𝑚𝑗 . Кулонiвський
оператор пропорцiйний одиничнiй матрицi в бло-
хiвському пiдпросторi й не змiнює блохiвського iн-
дексу. Обидвi густини задовольняють

𝜌
(𝑖)
𝛼𝛽(−p) =

[︀
𝜌
(𝑖)
𝛽𝛼(p)

]︀*
, 𝑖 = 𝑒, ℎ, (48)

тож зберiгати потрiбно лише половину оболонки
значень p.

Об’єднуючи рiвняння (46)–(47) i враховуючи, що
електрон i дiрка поглинають протилежнi iмпульси
∓~p, шестивимiрний iнтеграл прямої кулонiвської
взаємодiї зводиться до одинарної дискретної згор-
тки за оберненою ґраткою

𝑊𝜇𝜈,𝜇′𝜈′ = − 𝑒2

𝜀0𝜀Ω

∑︁
p̸=0

1

𝑝2
𝜌
(𝑒)
𝜇𝜇′(p) 𝜌

(ℎ)
𝜈𝜈′(−p). (49)

Ермiтовiсть, 𝑊𝜇𝜈,𝜇′𝜈′ = [𝑊𝜇′𝜈′,𝜇𝜈 ]
*, випливає без-

посередньо з рiвняння (48) разом iз парнiстю 1/𝑝2.
Таким чином, шестивимiрне чисельне iнтегруван-
ня нiколи не виконується. Уся кулонiвська задача
розв’язується алгебраїчно через коефiцiєнти пло-
ских хвиль, так само як i одночастинкова задача.

4.4. Матричнi елементи
обмiнної взаємодiї

Обмiнний оператор (39) факторизується на спiно-
ву й просторову частини. Пiдставляючи рiвнян-

ня (39) i (43) та iнтегруючи 𝛿-функцiю, що згор-
тає шестивимiрний iнтеграл на дiагональ r𝑒 =
= rℎ = r, отримуємо

𝐾exch
𝜇𝑠𝑧𝜈,𝜇′𝑠′𝑧𝜈

′ =−2

3
𝑎30

∑︁
𝑚𝑗 ,𝑚′

𝑗

⟨𝑠𝑧,𝑚𝑗 |𝜎̂·Ĵ|𝑠′𝑧,𝑚′
𝑗⟩ 𝐼

𝑚𝑗𝑚
′
𝑗

𝜇𝜈,𝜇′𝜈′ ,

(50)

де iнтеграл перекриття чотирьох хвильових фун-
кцiй, зважений залежною вiд положення обмiнною
сталою, дорiвнює

𝐼
𝑚𝑗𝑚

′
𝑗

𝜇𝜈,𝜇′𝜈′ =

∫︁
Ω

𝜀exch(r)𝜓
*
𝜇(r)𝜓𝜇′(r)Ψ*

𝜈,𝑚𝑗
(r)×

×Ψ𝜈′,𝑚′
𝑗
(r) 𝑑3𝑟. (51)

На вiдмiну вiд кулонiвської густини (47), дiрковi
iндекси𝑚𝑗 та𝑚′

𝑗 тут не пiдсумовуються. Оператор
𝜎̂ · Ĵ є недiагональним у блохiвському пiдпросторi,
i саме ця недiагональнiсть змiшує чотири дiрковi
компоненти з двома спiновими станами електрона.

Щоб обчислити рiвняння (51), введемо роздiль-
ну за 𝑚𝑗 густину переходiв дiрки,

𝜌
(ℎ),𝑚𝑗𝑚

′
𝑗

𝜈𝜈′ (p) =
∑︀
G

(︀
𝐶

(𝜈)
G,𝑚𝑗

)︀*
𝐶

(𝜈′)
G+p,𝑚′

𝑗
,

𝜌
(ℎ)
𝜈𝜈′(p) =

∑︀
𝑚𝑗

𝜌
(ℎ),𝑚𝑗𝑚𝑗

𝜈𝜈′ (p),
(52)

де друге спiввiдношення показує, що кулонiвська
густина (48) є просто її слiдом. Добутки двох обвi-
дних тодi є звичайними рядами Фур’є, породжени-
ми цими густинами,

𝜓*
𝜇(r)𝜓𝜇′(r) =

1

Ω

∑︁
p

𝜌
(𝑒)
𝜇𝜇′(p)𝑒

𝑖p·r,

Ψ*
𝜈,𝑚𝑗

(r)Ψ𝜈′,𝑚′
𝑗
(r) =

1

Ω

∑︁
p

𝜌
(ℎ),𝑚𝑗𝑚

′
𝑗

𝜈𝜈′ (p)𝑒𝑖p·r,
(53)

i, пiдставляючи цi вирази разом з оберненим пе-
ретворенням 𝜀exch(r) =

∑︀
q 𝜀exch(q)𝑒

𝑖q·r у (51) та
iнтегруючи, отримуємо

𝐼
𝑚𝑗𝑚

′
𝑗

𝜇𝜈,𝜇′𝜈′ =
1

Ω

∑︁
q

∑︁
p

𝜀exch(q) 𝜌
(𝑒)
𝜇𝜇′(p)×

× 𝜌
(ℎ),𝑚𝑗𝑚

′
𝑗

𝜈𝜈′ (−q− p). (54)

Три множники вiдповiдають балансу iмпульсу q+
+p + (−q − p) = 0. Неоднорiднiсть обмiнної ста-
лої забезпечує передавання iмпульсу q, тодi як
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a b
Рис. 2. Залежнiсть двох найнижчих дiркових мультиплетiв вiд змiщення ядра 𝐷 для НСКТЯО CdSe/CdS iз фiксованим
радiусом оболонки 𝑟1 = 5 нм: радiус ядра 𝑟0 = 2 нм (a); радiус ядра 𝑟0 = 3 нм (b). Кривi 1, 2 вiдповiдають основному
мультиплету, кривi 3, 4 – першому збудженому. У межах кожного мультиплету кривi 1 i 3 – це стани з |𝐹𝑧 | = 3/2, кривi
2 i 4 – стани з |𝐹𝑧 | = 1/2. Кожна крива є крамерсовим дублетом, тож чотири кривi представляють вiсiм дiркових станiв.
Коли 𝐷 = 0 кривi кожної пари зливаються, вiдновлюючи чотирикратно вироджений мультиплет концентричної структури

електрон i дiрка обмiнюються iмпульсом p. Для
однорiдної обмiнної сталої 𝜀exch(q) = 𝜀exch𝛿q,0, i
(54) зводиться до одинарної згортки, формально
iдентичної кулонiвському виразу (49), але з ядром
1/𝑝2, замiненим на одиницю, i зi збереженим до-
данком p = 0,

𝐼
𝑚𝑗𝑚

′
𝑗

𝜇𝜈,𝜇′𝜈′ =
𝜀exch
Ω

∑︁
p

𝜌
(𝑒)
𝜇𝜇′(p) 𝜌

(ℎ),𝑚𝑗𝑚
′
𝑗

𝜈𝜈′ (−p). (55)

Залишається визначити спiновий множник у (50).
У добутковому базисi |𝑠𝑧)|3/2,𝑚𝑗) оператор

𝜎̂ · Ĵ = 𝜎̂𝑧𝐽𝑧 +
1

2

(︀
𝜎̂+𝐽− + 𝜎̂−𝐽+

)︀
,

𝜎̂± = 𝜎̂𝑥 ± 𝑖𝜎̂𝑦, 𝐽± = 𝐽𝑥 ± 𝑖𝐽𝑦,
(56)

є матрицею 8 × 8, ненульовi елементи якої зв’язу-
ють канали з 𝑠𝑧 +𝑚𝑗 = 𝑠′𝑧 +𝑚′

𝑗 , тобто зберiгають
проекцiю повного кутового моменту пари. Усi ма-
тричнi елементи (50) є числами, тому 𝐾exch отри-
мують iз (56) скiнченним 4×4 згортанням iнтегра-
лiв перекриття (54) iз числовою матрицею 8× 8.

5. Результати

Розрахунки виконано для НСКТЯО, зануреної в
нескiнченну матрицю. Змiщення ядра змiнювали
в усьому фiзично допустимому дiапазонi 0 ≤ 𝐷 ≤
≤ 𝑟1 − 𝑟0. Використано такi матерiальнi параме-
три [23,24]. Для ядра 𝛾𝑐1 = 3,265𝑚0, 𝛾𝑐2 = 1,162𝑚0,

𝛾𝑐3 = 1,443𝑚0 [23], що за формулою (7) дає сфе-
ричний параметр 𝛾𝑐 = 1,331𝑚0. Для оболонки
𝛾𝑠1 = 2,10𝑚0, 𝛾𝑠2 = 0,70𝑚0, 𝛾𝑠3 = 0,90𝑚0, звiдки
𝛾𝑠 = 0,82𝑚0. Для матрицi покладаємо 𝛾𝑚1 = 1
i 𝛾𝑚 = 0 iз причин, обговорених у розд. 2.3. За
початок вiдлiку обрано верх валентної зони CdSe,
𝑈𝑐 = 0. Розрив валентної зони на межi ядро–
оболонка становить 𝑈𝑠 = 450 меВ, що узгоджу-
ється з рiзницею ширин заборонених зон об’єм-
них матерiалiв Δ𝐸𝑔 ≈ 750 меВ i розривом зо-
ни провiдностi ≈ 0,3 еВ, отриманими для гете-
роструктур CdSe/CdS [25, 27], а бар’єр на межi
оболонка–матриця становить 𝑈𝑚 = 4000 меВ. Ста-
тичнi дiелектричнi сталi, що входять в ефектив-
не значення (38), дорiвнюють 𝜀𝑐 = 5,8 i 𝜀𝑠 = 5,5
[24–27]. Оскiльки такi КТ вирощують методом ко-
лоїдного синтезу, навколишньою матрицею є не-
полярний органiчний розчинник зi значно мен-
шою дiелектричною сталою (𝜀𝑚 ≈ 2,4 для толу-
ену [28]). Ця величина не входить у (38), оскiль-
ки екситон майже повнiстю утримується в межах
гетероструктури високим бар’єром 𝑈𝑚, тому усе-
реднення за об’ємом у (38) обмежене ядром i
оболонкою.

Спочатку розраховано залежнiсть енергiї дiрки
вiд положення ядра для рiзних розмiрiв ядра ко-
ли радiус оболонки фiксований (рис. 2). Оскiль-
ки в сферичному наближеннi (7) оператор кiне-
тичної енергiї комутує з повним кутовим момен-
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том, дiрковi стани зручно класифiкувати за опе-
ратором повного кутового моменту F̂ = L̂ + Ĵ, де
L̂ – кутовий момент, пов’язаний з обвiдною, а Ĵ –
оператор спiну 3/2. Для концентричної структу-
ри (𝐷 = 0) потенцiал конфайнменту (6) є сфери-
чно симетричним, 𝐹 i його проекцiя 𝐹𝑧 – вiдповiд-
ають iнтегралам руху, i кожен рiвень iз заданим
𝐹 є (2𝐹 + 1)-кратно виродженим. Змiщення ядра
вздовж осi 𝑧 знижує симетрiю вiд сферичної до
аксiальної. 𝐹 перестає зберiгатись, тодi як прое-
кцiя 𝐹𝑧 = 𝑚𝑗 + 𝑚 (де 𝑚 – азимутальне число
компоненти обвiдної з блохiвським iндексом 𝑚𝑗)
залишається iнтегралом руху для довiльного 𝐷.
Оскiльки 𝐹𝑧 є напiвцiлим, iнварiантнiсть вiдносно
обернення часу гарантує крамерсове виродження
𝐸(𝐹𝑧) = 𝐸(−𝐹𝑧), тому стани можна позначати че-
рез |𝐹𝑧|, i кожен рiвень залишається принаймнi
двократно виродженим для будь-якого змiщення
ядра. Для 𝐷 = 0 потенцiал конфайнменту є сфе-
рично симетричним, тому кривi 1 i 2 на рис. 2 по-
чинаються зi спiльної енергiї, i кривi 3 та 4 так са-
мо збiгаються. Точний збiг гiлок у концентричнiй
границi є прямим наслiдком сферичної симетрiї i
водночас слугує внутрiшньою перевiркою узгодже-
ностi чисельного методу.

Змiщення ядра знижує симетрiю до аксiальної.
Проекцiя 𝐹𝑧 залишається iнтегралом руху, про-
те виродження за її модулем знiмається, i кожен
чотирикратний мультиплет розщеплюється на два
крамерсовi дублети, |𝐹𝑧| = 3/2 та |𝐹𝑧| = 1/2.
Крамерсове виродження зберiгається для довiль-
ного 𝐷.

Розщеплення сильно нелiнiйно залежить вiд 𝐷.
До 𝐷 ≈ 1,5 нм для 𝑟0 = 2 нм (i 𝐷 ≈ 1,0 нм для
𝑟0 = 3 нм) гiлки залишаються практично невiд-
мiнними, i лише коли ядро наближається до межi
оболонки, розщеплення починає швидко зростати,
досягаючи ≈1,2 меВ для основного мультиплету й
≈1,5 меВ для збудженого, коли змiщення макси-
мальне 𝐷 = 𝑟1 − 𝑟0 = 3 нм (рис. 2, a). Така пове-
дiнка вiдображає той факт, що дiрка, локалiзована
переважно в ядрi, лише слабко чутлива до положе-
ння вiддаленої межi. Збурення стає помiтним, коли
товщина оболонки з боку змiщення стає порiвнян-
ною з глибиною проникнення дiркової хвильової
функцiї в бар’єр. Збуджений мультиплет розще-
плюється сильнiше, нiж основний, оскiльки його
обвiдна поширюється далi до межi оболонки i тому
ранiше стає чутливою до iндукованої анiзотропiї.

Водночас усi гiлки зсуваються вгору зi збiльше-
нням 𝐷, вiдображаючи посилення конфайнменту.
Порiвняння двох панелей виявляє очiкувану зале-
жнiсть вiд розмiру. Збiльшення радiуса ядра з 2
до 3 нм знижує абсолютнi енергiї майже вдвiчi i
зменшує розщеплення за максимально допустимо-
го змiщення з ≈1,2 до ≈0,5 меВ, оскiльки бiльше
ядро залишає тоншу оболонку й, вiдповiдно, мен-
ший дiапазон доступних змiщень.

Аналогiчнi розрахунки можна виконати для еле-
ктронних станiв. У межах однозонного наближен-
ня ефективної маси (34) зона провiдностi є неви-
родженою та iзотропною поблизу точки Γ, тому
електронна обвiдна є скалярним, а не чотириком-
понентним об’єктом. Отже, електроннi рiвнi не ма-
ють аналога розщеплення за 𝐹𝑧, обговореного ви-
ще. Кожен рiвень залишається двократно виро-
дженим за спiновою проекцiєю 𝑠𝑧 = ±1/2 для
довiльного змiщення ядра, проте iснує розщеплен-
ня за азимутальним квантовим числом 𝑚𝑙 [11, 12],
а вплив неконцентричностi зводиться до монотон-
ного зсуву рiвнiв. Докладний розрахунок i аналiз
електронного енергетичного спектра в НСКТЯО,
включно з його залежнiстю вiд змiщення ядра та
геометричних параметрiв гетероструктури, вико-
нано в [11, 12], тому ми не вiдтворюємо його тут
i використовуємо отриманi там електроннi рiвнi й
хвильовi функцiї.

Маючи обидва одночастинковi спектри, можна
перейти до екситонної задачi. Отриманi вище еле-
ктроннi й дiрковi стани входять до конфiгурацiй-
ного базису (42) повного екситонного гамiльтонiа-
на (36). Слiд пiдкреслити, що описане вище роз-
щеплення дiркових мультиплетiв не переноситься
безпосередньо на екситонний спектр. Кулонiвська
взаємодiя змiшує конфiгурацiї електронiв i дiрок,
тодi як обмiнний оператор (39) додатково зв’язує
чотири дiрковi компоненти з двома спiновими ста-
нами електрона, тож отриманi екситоннi рiвнi кла-
сифiкують за проекцiєю повного кутового моменту
електронно-дiркової пари.

Для екситонного розрахунку геометрiю фiксу-
вали коли радiус ядра 𝑟0 = 1,3 нм i зовнiшнiй
радiус оболонки 𝑟1 = 2,6 нм. Цi розмiри обрано
для вiдтворення зразка S5 CdSe/CdS з експери-
ментального дослiдження [9], щоб отриманi спе-
ктри можна було безпосередньо зiставити з вимi-
ряними даними. У концентричнiй границi це вiдпо-
вiдає товщинi оболонки 𝑟1−𝑟0 = 1,3 нм, тож фiзи-
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a b

Рис. 3. Енергiя екситона й
розщеплення темний–свiтлий
стан у НСКТЯО як функцiї
змiщення ядра 𝐷: енергiя 𝐸

i довжина хвилi 𝜆 темного й
свiтлого (яскравого) екситон-
них станiв (a); розщеплен-
ня темний–свiтлий (синглет–
триплет) Δ𝑆𝑇 i вiдповiдна рi-
зниця довжин хвиль Δ𝜆 (b)

чно допустимий дiапазон змiщення ядра дорiвнює
0 ≤ 𝐷 ≤ 1,3 нм. Хвильову функцiю екситона роз-
кладали в конфiгурацiйному базисi (42), побудова-
ному з 𝑁𝑒 = 3 найнижчих електронних рiвнiв (без
спiну) та 𝑁ℎ = 8 найнижчих дiркових рiвнiв, що
дає екситонну матрицю з розмiрнiстю 2𝑁𝑒𝑁ℎ = 48
(з урахуванням спiнiв електрона й дiрки). Цей ба-
зис виявився достатньо збiжним для основного й
першого збудженого екситонних мультиплетiв, на-
ведених тут.

Рисунок 3 показує залежнiсть двох найниж-
чих екситонних станiв вiд змiщення ядра 𝐷. Це
оптично пасивний (темний) та оптично активний
(яскравий, “свiтлий”) стани. Обидвi гiлки монотон-
но зсуваються до вищої енергiї зi збiльшенням 𝐷:
вiд ≈2123 меВ (584 нм) у концентричнiй структу-
рi до ≈2173 меВ (≈571 нм) у разi максимально-
го змiщення 𝐷 = 1,3 нм, тобто загальний синiй
зсув приблизно на 50 меВ (≈13 нм). Ця тенденцiя
безпосередньо випливає з посиленого квантового
конфайнменту, вже виявленого для одночастин-
кового дiркового спектра. З наближенням ядра
до межi оболонки товщина оболонки з боку змi-
щення стає порiвнянною з глибиною проникнен-
ня обвiдних носiїв, електронна й дiркова хвильовi
функцiї стискаються, i одночастинковi енергiї кон-
файнменту зростають. Оскiльки цей одночастин-
ковий синiй зсув перевищує супутнє, менше зро-
стання кулонiвського зв’язування, сумарна енергiя
екситонного переходу зростає з 𝐷.

Абсолютне положення переходу дає змогу без-
посередньо зiставити результати з експериментом.
У нашiй попереднiй роботi [12] оптичний вiдгук
тiєї самої НСКТЯО отримано з одночастинко-
вих електронно-дiркових переходiв, тобто без ура-
хування кулонiвського притягання й електронно-

дiркової обмiнної взаємодiї. У межах такого на-
ближення енергiя переходу є, по сутi, щiлиною
𝐸𝑒 + 𝐸ℎ, яка для дослiджуваної геометрiї лежить
приблизно на 100 меВ вище екситонного значен-
ня i вiдповiдає помiтно коротшiй довжинi хвилi
(≈560 нм), що гiрше узгоджується з вимiряним по-
глинанням зразка S5. Прямий кулонiвський дода-
нок, який для основного екситонного стану стано-
вить ≈–97 меВ, коли 𝐷 = 0, зсуває перехiд у чер-
вону область, унаслiдок чого розрахований край
поглинання становить 584 нм, що кiлькiсно узго-
джується зi значенням, наведеним у [9]. Це свiд-
чить про те, що врахування екситонних ефектiв є
не просто уточненням, а необхiдною умовою реалi-
стичного опису оптичного вiдгуку, а також суттєво
полiпшує узгодження з експериментом порiвняно з
одночастинковим пiдходом роботи [12].

Нижня гiлка на рис. 3 – темний екситон, а верх-
ня – свiтлий; їхнє роздiлення – це розщеплення
темний–свiтлий (синглет–триплет) ΔST, зумовле-
не короткодiйною електронно-дiрковою обмiнною
взаємодiєю (39). Навiть у концентричнiй КТ (𝐷 =
= 0) обмiнна взаємодiя вже знiмає виродження
крайового мультиплету [22], даючи невелике роз-
щеплення ΔST ≈ 0,45 меВ. Зi змiщенням ядра
ΔST спочатку проходить через неглибокий мiнi-
мум поблизу 𝐷 ≈ 0,3 нм, а потiм рiзко зростає,
досягаючи ≈ 4,5 меВ коли змiщення максимальне
𝐷 = 1,3 нм, що вiдповiдає рiзницi довжин хвиль
Δ𝜆 порядку 1 нм (рис. 3, b). Зростання ΔST вiд-
ображає поведiнку матричних елементiв обмiнної
взаємодiї (54)–(55). Змiщення ядра до межi обо-
лонки стискає обидва носiї до тонкого боку оболон-
ки й збiльшує електронно-дiркове перекриття, що
входить у контактний обмiнний оператор (39), тож
розщеплення вiдповiдно зростає. Той самий меха-
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нiзм посилює пряме кулонiвське зв’язування, яке
зростає вiд ≈–97 меВ, коли 𝐷 = 0 до ≈–101 меВ
коли 𝐷 = 1,3 нм. Отже, зв’язок екситону дещо мi-
цнiшає зi збiльшенням неконцентричностi.

Фiзично неконцентричнiсть дiє на екситон двома
рiзними шляхами. Вона знижує симетрiю потенцi-
алу конфайнменту вiд сферичної до аксiальної, що
(у поєднаннi з обмiнною взаємодiєю) вiдповiдає за
розщеплення темний–свiтлий i його виражене по-
силення для великих 𝐷, водночас посилюючи за-
гальний конфайнмент i зсуваючи весь спектр до
вищих енергiй. Оскiльки отриманi екситоннi рiв-
нi класифiкують за проекцiєю повного кутового
моменту електронно-дiркової пари, а не лише за
дiрковим квантовим числом 𝐹𝑧, обговорене вище
розщеплення дiркового мультиплету не переноси-
ться без змiн. Кулонiвський та обмiнний зв’язки
перерозподiляють його серед екситонних конфi-
гурацiй, i спостережуване розщеплення темний–
свiтлий ΔST є фiзично значущою величиною тон-
кої структури.

6. Висновки

Ми розробили узгоджений теоретичний пiдхiд
до опису електронних та екситонних станiв не-
концентричних квантових точок ядро–оболонка
CdSe/CdS, в якому валентну зону описано в ме-
жах чотиризонної моделi Латинджера–Кона, а по-
тенцiал зi змiщеним ядром точно враховано в усьо-
му дiапазонi 0 ≤ 𝐷 ≤ 𝑟1 − 𝑟0. Неконцентричнiсть
дiє як ефективне поле, що порушує симетрiю, знi-
має виродження дiркового мультиплету й поро-
джує тонку структуру розщеплення дiркових рiв-
нiв, яка монотонно зростає зi змiщенням.

Екситоннi стани, отриманi методом конфiгура-
цiйної взаємодiї з урахуванням прямої кулонiв-
ської та короткодiйної обмiнної взаємодiй, сильно
керованi змiщенням ядра: енергiя основного пере-
ходу зазнає синього зсуву приблизно на ≈50 меВ
зi збiльшенням 𝐷, тодi як розщеплення темний–
свiтлий ΔST зростає вiд ≈0,45 меВ у концентри-
чнiй точцi до ≈4,5 меВ, коли 𝐷 = 1,3 нм. Для
геометрiї зразка S5 з [9] розрахований край погли-
нання припадає на 584 нм, що кiлькiсно узгоджу-
ється з експериментом – узгодження, яке досяга-
ється лише за умови врахування екситонних ефе-
ктiв, оскiльки одночастинковий пiдхiд роботи [12]
завищує енергiю переходу приблизно на ≈100 меВ.
Таким чином, змiщення ядра є ефективним засо-

бом керування як енергiєю випромiнювання, так i
тонкою структурою екситона нанокристалiв ядро–
оболонка без змiни їхнього складу чи розмiру.
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R.Ya. Leshko, O.V. Leshko,
I.V. Bilynskyi, D.S.Karpyn

EXCITON STATES IN SPHERICAL
NON-CONCENTRIC CORE–SHELL QUANTUM DOTS

The electronic and excitonic structure of non-concentric

CdSe/CdS core-shell spherical quantum dots is investigated

theoretically, with the core rigidly displaced from the shell

center. Hole states are computed within the four-band Lut-

tinger–Kohn model expanded in a plane-wave basis, with the

displaced-core confining potential treated exactly, and exciton

states are obtained by configuration interaction including the

direct electron-hole Coulomb attraction and the short-range

exchange interaction. The displacement reduces the confining

symmetry from spherical to axial and lifts the degeneracy of

the band-edge hole multiplet, yielding a fine-structure splitting

that increases monotonically with the core offset. The same

mechanism reshapes the exciton spectrum: the ground-state

transition undergoes a blueshift as the core approaches the

shell boundary, while the exchange-induced dark–bright split-

ting grows steadily with displacement. The calculated absorp-

tion edge is in quantitative agreement with the experimentally

measured value. This agreement is obtained only when exci-

tonic effects are included, with the electron-hole Coulomb at-

traction supplying the redshift required to reconcile theory and

experiment. The results identify the core displacement as an

effective structural degree of freedom for tuning both the emis-

sion energy and the exciton fine structure of colloidal core-shell

nanocrystals.

Ke yw o r d s: core–shell quantum dot, non-concentric na-
nostructure, CdSe/CdS, exciton fine structure, dark-bright
splitting, electron-hole exchange interaction, Luttinger–Kohn
Hamiltonian, plane-wave expansion method.
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