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ПОТЕНЦIАЛ МОДИФIКОВАНОГО
МЕТОДУ ТОМАСА–ФЕРМI ТА ЙОГО
АНАЛIТИЧНЕ ПРЕДСТАВЛЕННЯ НА ПРИКЛАДI
ВЗАЄМОДIЇ 16O ТА IЗОТОПIВ 56,58,60,62,64NiУДК 539.1, 539.17

Густини розподiлу нуклонiв i потенцiали ядро-ядерної взаємодiї для ядра 16O та iзо-
топiв 56,58,60,62,64Ni було розраховано в рамках модифiкованого методу Томаса–Фермi, з
урахуванням усiх доданкiв до членiв другого порядку по ~ у квазикласичному розкладi
кiнетичної енергiї. В ролi нуклон-нуклонної взаємодiї використовувалися сили Скiрма,
залежнi вiд густини нуклонiв. Для одержаного потенцiалу знайдено вдалу параметри-
зацiю, що дозволяє представити його в аналiтичнiй формi.
К люч о в i с л о в а: потенцiал ядро-ядерної взаємодiї, модифiкований метод Томаса–
Фермi, розподiл густини нуклонiв, кор вiдштовхування, аналiтичне представлення.

1. Вступ
Протягом усього часу iснування теоретичної ядер-
ної фiзики одним з основних її завдань було вивче-
ння особливостей взаємодiї атомних ядер. Для роз-
рахунку таких фундаментальних характеристик
ядерних реакцiй, як перерiзи рiзних процесiв, спо-
чатку необхiдно знати потенцiальну енергiю ядер-
ної взаємодiї [1–4]. З цiєї точки зору особливий iн-
терес становить iнформацiя про величину та ра-
дiальну залежнiсть потенцiалу взаємодiї на малих
вiдстанях мiж ядрами.

На жаль, потенцiал нуклон-нуклонної взаємодiї,
особливо її ядерної частини, нинi не досить чi-
тко визначено. Загалом можна сказати, що якiсно
його можна роздiлити на ядерну, кулонiвську та
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вiдцентрову частини, де властивостi двох останнiх
вже досить добре вивченi. Але ситуацiя з ядер-
ною частиною набагато складнiша. В даний час
для її апроксимацiї використовується велика кiль-
кiсть рiзних моделей [1–25], а висоти бар’єра в по-
тенцiалi ядро-ядерної взаємодiї, що впливають на
механiзм ядерних реакцiй, у межах цих моделей
можуть iстотно вiдрiзнятися. З цiєї причини iн-
формацiя про потенцiал ядро-ядерної взаємодiї та
висоти бар’єрiв є принципово важливою для опису
процесу реакцiї.

З усiх методiв, якi використовуються для побу-
дови потенцiалу ядро-ядерної взаємодiї, для нашої
роботи ми вибрали квазикласичний пiдхiд. У цьо-
му пiдходi розподiл нуклонної та енергетичної гу-
стини розраховується за модифiкованим методом
Томаса–Фермi iз залежними вiд густини силами
Скiрма [4,7,8,10,11,13–25]. На даний момент iснує
велика кiлькiсть успiшних параметризацiй взаємо-
дiї Скiрма. У своїй роботi ми використовуємо па-
раметризацiю SkP [32], при цьому квазикласичний
розклад кiнетичної енергiї за ступенями ~ враховує
всi можливi доданки до ~2. Попереднi розрахунки
для конкретних ядерних задач, проведенi як нами,
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так i iншими авторами, свiдчать, що це досить то-
чне наближення, яке ми i будемо використовувати
в подальшiй роботi. За таких умов модифiкований
пiдхiд Томаса–Фермi iз силами Скiрма добре опи-
сує розподiл густини нуклонiв, енергiї зв’язку, се-
редньоквадратичнi радiуси та багато iнших хара-
ктеристик основного та збудженого станiв атомних
ядер [26–32].

У модифiкованому наближеннi Томаса–Фермi iз
силами Скiрма потенцiал взаємодiї мiж ядрами на
малих вiдстанях мiж поверхнями ядер, що зiштов-
хуються, демонструє потенцiальний бар’єр, який
пов’язано з кулонiвським вiдштовхуванням ядер
та ядерним притяганням. При подальшому змен-
шеннi вiдстанi мiж ядрами вiд радiуса бар’єра по-
тенцiальна енергiя плавно збiльшується. Однак,
у модифiкованому наближеннi Томаса–Фермi iз
силами Скiрма ядро-ядерний потенцiал на до-
сить малих вiдстанях мiж ядрами, коли густини
ядер суттєво прикриваються, має вiдштовхуваль-
ний кор [7, 10, 13, 14, 17–22]. Цей вiдштовхуваль-
ний кор пов’язаний зi значною величиною нести-
сливостi ядерної матерiї [13, 14, 19, 22]. Вiдмiтимо,
що вiдштовхування потенцiалу на малих вiдстанях
мiж ядрами iснує в потенцiалi проксимiтi [5] та у
мiкроскопiчному пiдходi [11, 16, 21]. Пружне розсi-
яння з урахуванням кору потенцiалу розглядалося
у роботах [13,14,19,22–25,35,36]. Також вплив вiд-
штовхувального доданка потенцiалу дозволив опи-
сати глибоко-пiдбар’єрне пригнiчення злиття важ-
ких ядер [37–39].

У роздiлi 2 та 3 наведено математичний апарат,
що необхiдний для реалiзацiї вибраного пiдходу.
Роздiл 4 мiстить обговорення отриманих резуль-
татiв та наших висновкiв вiдповiдно.

2. Розрахунок потенцiалу в рамках
модифiкованого методу Томаса–Фермi

Як вже зазначалося, потенцiал ядро-ядерної взає-
модiї 𝑉 (𝑅) складається з ядерної 𝑉𝑁 (𝑅), кулонiв-
ської 𝑉COUL(𝑅) та вiдцентрової 𝑉𝑙(𝑅) компонент,
що залежнi вiд вiдстанi 𝑅 мiж центрами мас ядер:

𝑉 (𝑅) = 𝑉𝑁 (𝑅) + 𝑉COUL(𝑅) + 𝑉𝑙(𝑅). (1)

Для кулонiвської та вiдцентрової частин нами
було використано загально вiдомi вирази, якi мо-
жуть бути знайденi, зокрема, у роботах [20,23,24].

Розрахуємо ядерну частину 𝑉𝑁 (𝑅) потенцiа-
лу взаємодiї в рамках модифiкованого методу
Томаса–Фермi з урахуванням усiх членiв другого
порядку за ~ у напiвкласичному розкладi кiнети-
чної енергiї [4, 7, 8, 10, 11, 13–25]. В ролi нуклон-
нуклонної взаємодiї будемо використовувати зале-
жнi вiд густини сили Скiрма, а саме параметри-
зацiю SkP [32]. У наших розрахунках ми маємо
справу з наближенням “заморожених” густин, яке
цiлком застосовне для енергiй, що лежать в околi
бар’єра.

Потенцiал ядро-ядерної взаємодiї визначається
як рiзниця мiж енергiями системи двох ядер, коли
вони розташованi на кiнцевiй 𝐸12(𝑅) та нескiнчен-
нiй 𝐸1(2) вiдстанi одне вiд одного [8, 10]:

𝑉 (𝑅) = 𝐸12(𝑅)− (𝐸1 + 𝐸2). (2)

Зауважимо, що енергiя системи на нескiнченнiй
вiдстанi є сумою енергiй зв’язку для окремих ядер:

𝐸12 =

∫︁
𝜖[𝜌1𝑝(r) + 𝜌2𝑝(r, 𝑅), 𝜌1𝑛(r)+

+ 𝜌2𝑛(r, 𝑅)]𝑑r, (3)

𝐸1(2) =

∫︁
𝜖
[︀
𝜌1(2)𝑝(r), 𝜌1(2)𝑛(r)

]︀
𝑑r. (4)

Тут через 𝜌1(2)𝑛 та 𝜌1(2)𝑝 ми позначили нейтрон-
ну або протонну густину ядра 1(2) вiдповiдно,
𝜖[𝜌1(2)𝑝(r), 𝜌1(2)𝑛(r)] являє собою густину енергiї,
через 𝑅 позначено вiдстань мiж центрами мас
ядер.

Густину енергiї ми можемо розглядати як суму
кiнетичної, потенцiальної та кулонiвської частин,
за використання сил Скiрма її вигляд добре вiдо-
мий [24–28, 30, 32]:

𝜖 = 𝜖kin + 𝜖pot + 𝜖coul =

=
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− 1

16

[︂
3𝑡1

(︂
𝑥1+

1

2

)︂
+ 𝑡2

(︂
𝑥2+

1

2

)︂]︂
((∇𝜌𝑝)

2+(∇𝜌𝑛)
2)+

+
1

2
𝑊0[𝐽∇𝜌+ 𝐽𝑛∇𝜌𝑛 + 𝐽𝑝∇𝜌𝑝] + 𝜖coul. (5)

Через 𝜖kin ми позначили густину кiнетичної
енергiї, яка є першим доданком у виразi, 𝜖pot –
потенцiйної, а 𝜖coul є густиною кулонiвської енергiї,
𝜌 є повною густиною нуклонiв 𝜌𝑛 + 𝜌𝑝. Величини
𝑡0, 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝛼, 𝑊0 являють собою
параметри взаємодiї Скiрма. Доданки, пропорцiй-
нi 𝑡0 та 𝑡3, вiдповiдають силам нульового радiуса
дiї. Доданок, пропорцiйний 𝑡0, пов’язаний з при-
тяганням, на той час як доданок з 𝑡3 задає вiд-
штовхування i зростає по мiрi збiльшення густи-
ни ядерної речовини. Це запобiгає колапсу ядер-
них систем. Доданки, пропорцiйнi 𝑡1 та 𝑡2, вносять
поправку на скiнченнiсть радiуса дiї ядерних сил.
При збiльшеннi величини нуклонної густини вне-
сок цих членiв до загальної енергiї зростає. Кон-
станти 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2 та 𝑥3 описують обмiннi ефекти i
пов’язанi зi спiновою та iзоспiновою асиметрiями,
𝑊0 є константою спiн-орбiтальної взаємодiї.

Густина кiнетичної енергiї з точнiстю до членiв
другого порядку по ~ має вигляд 𝜏 = 𝜏TF + 𝜏2
[7, 8, 10, 11, 24, 27, 28], де, в свою чергу, 𝜏 =
= 𝜏𝑛 + 𝜏𝑝 – сума густин кiнетичних енергiй про-
тонiв i нейтронiв. Тут [27, 28]

𝜏TF,𝑛(𝑝) = 𝑘 𝜌
5/3
𝑛(𝑝) (6)

є густиною кiнетичної енергiї нейтронiв (протонiв)
у наближеннi Томаса–Фермi, 𝑘 = 3

5 (3𝜋
2)2/3, а 𝜏2 –

повний вираз для градiєнтної поправки другого
порядку по ~ [27, 28]:

𝜏2𝑛(𝑝) = 𝑏1
(∇𝜌𝑛(𝑝))

2

𝜌𝑛(𝑝)
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+ 𝑏3
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𝑓𝑛(𝑝)
+

+ 𝑏5𝜌𝑛(𝑝)
(∇𝑓𝑛(𝑝))

2

𝑓2
𝑛(𝑝)

+
𝑏6
ℎ2
𝑚

𝜌𝑛(𝑝)

(︂
W𝑛(𝑝)

𝑓𝑛(𝑝)

)︂2
, (7)

у якiй 𝑏1 = 1/36, 𝑏2 = 1/3, 𝑏3 = 1/6, 𝑏4 = 1/6,
𝑏5 = −1/12 та 𝑏6 = 1/2 – числовi коефiцiєнти, ℎ𝑚 =
= ~2/2𝑚, останнiй доданок у формулi (9) пов’яза-
ний з урахуванням спiн-орбiтальної взаємодiї. Та-
кож введенi позначення:

W𝑛(𝑝) =
𝛿𝜀(𝑟)

𝛿J𝑛(𝑝)(𝑟)
=

𝑊0

2
∇(𝜌+ 𝜌𝑛(𝑝)), (8)

а величина 𝑓𝑛(𝑝) виражається через параметри сил
Скiрма:

𝑓𝑛(𝑝) = 1 +
2𝑚

~2

[︃
1

4

[︁
𝑡1

(︁
1 +

𝑥1

2

)︁
+ 𝑡2

(︁
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𝑥2

2

)︁]︁
𝜌+

+
1

4
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(︂
𝑥2 +

1

2
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− 𝑡1

(︂
𝑥1 +

1

2

)︂]︂
𝜌𝑛(𝑝)

]︃
, (9)

де 𝑥1, 𝑥2, 𝑡1, 𝑡2, 𝑊0 є константами сил Скiрма i за-
лежать вiд вибору параметризацiї. Внесок додан-
ка Томаса–Фермi є домiнантним, особливо в об’ємi
ядра, але на поверхнi ядра градiєнтнi поправки по-
чинають вiдiгравати суттєву роль.

Енергiю кулонiвської взаємодiї 𝐸coul ми можемо
побудувати у наближеннi взаємодiї двох рiвномiр-
но заряджених сфер, яке докладно розглядалося у
роботi [40]. Нехай 𝑄1 та 𝑄2 – заряди сфер (𝑄1(2) =
= 𝑒𝑍1(2)), 𝑅1 та 𝑅2 – їх радiуси, а 𝑅 – вiдстань мiж
центрами. Тодi для кулонiвського доданку 𝐸coul

розглядаємо три випадки:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1.
3

2

𝑄1𝑄2

𝑅3
1

(︂
𝑅2

1 −
1

3
𝑅2 − 1

5
𝑅2

2

)︂
,

2.
𝑄1𝑄2

𝑅

[︂
1− 𝑦4

160𝑅3
1𝑅

3
2

(𝑦2 − 6𝑦(𝑅1 +𝑅2)+

+30𝑅1𝑅2)

]︂
, 𝑦 = 𝑅1 +𝑅2 −𝑅,

3.
𝑄1𝑄2

𝑅
,

(10)

що вiдповiдають вiдстаням 0 ≤ 𝑅 ≤ 𝑅1 −𝑅2, 𝑅1 −
−𝑅2 ≤ 𝑅 ≤ 𝑅1 +𝑅2 та 𝑅1 +𝑅2 ≤ 𝑅 вiдповiдно.

В данiй роботi будемо розглядати взаємодiю
ядра 16O та iзотопiв 56,58,60,62,64Ni, розрахувавши
для цих систем потенцiал ядро-ядерної взаємодiї
в рамках модифiкованого пiдходу Томаса–Фермi.
Для цього перш за все необхiдно знати густини
розподiлу нуклонiв у взаємодiючих ядрах. Ми бу-
демо використовувати нуклоннi густини, одержанi
в рамках цього ж модифiкованого пiдходу Томаса–
Фермi з силами Скiрма, для яких будемо застосо-
вувати параметризацiю SkP [32]. Густини розподi-
лу нуклонiв для ядер 16O та iзотопiв 56,58,60,62,64Ni,
одержанi у такий спосiб, показано на рис. 1.

Знаючи нуклоннi густини, отримуємо вираз для
густини енергiї та розраховуємо потенцiал ядро-
ядерної взаємодiї в рамках модифiкованого пiд-
ходу Томаса–Фермi iз силами Скiрма (1)–(9). На
рис. 2 наведено отриманi нами повнi потенцiали
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Рис. 1. Густини розподiлу нуклонiв для ядер 16O та iзотопiв 56,58,60,62,64Ni, одержанi в рамках модифiкованого методу
Томаса–Фермi

взаємодiї для ядра 16O та iзотопiв 56,58,60,62,64Ni, а
на рис. 3 можна побачити їх ядерну частину. Одер-
жанi потенцiали мають цiлком реалiстичну форму,

демонструючи на малих вiдстанях наявнiсть сут-
тєвого кору вiдштовхування, також можемо вiд-
значити їх закономiрну iзотопiчну поведiнку.
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3. Аналiтичне представлення
потенцiалу взаємодiї

Заради зручностi проведення розрахункiв було би
дуже корисним представити отриманий нами по-
тенцiал таким чином, аби мати змогу працювати
з ним в аналiтичнiй формi. При цьому для аде-
кватного опису параметрiв ядерних реакцiй дуже
важливим є врахування кору вiдштовхування, що
накладає певнi вимоги на форму параметризацiї
потенцiалу. З огляду на це, традицiйна форма па-
раметризацiї Вудса–Саксона нас не може влашто-
вувати. Для того, аби надати нашому аналiтично-
му потенцiалу бiльш реалiстичного вигляду, вра-
хуємо у ньому ще один доданок, за формою ана-
логiчний виразу для кiнетичної енергiї у методi
Томаса–Фермi, який повинен забезпечити необхi-
дне вiдштовхування на малих вiдстанях. Це ми
робимо за певною аналогiєю з тим, що робили в
[20], де працювали з потенцiалами подвiйної згор-
тки, значним чином покращивши в такий спосiб
отриманi результати. Тобто, загальний вираз для
потенцiалу набуває вигляду

𝑉FIT(𝑅) = 𝑉WS(𝑅) + 𝑉kin(𝑅). (11)

Тут 𝑉WS(𝑅) є загально вiдомою формою потенцi-
алу Вудса–Саксона

𝑉WS(𝑅) =
−𝑉0

1 + 𝑒
(𝑅−𝑅0)

𝑑0

, (12)

а 𝑉kin(𝑅) являє собою кiнетичний доданок у фор-
мi методу Томаса–Фермi. У методi Томаса–Фермi
кiнетична енергiя пропорцiйна 𝜌5/3 (6), тому кiне-
тичний доданок у потенцiал апроксимуємо, вико-
ристовуючи для густини загальновiдомий розподiл
Фермi:

𝑉kin(𝑅) =

(︂
−𝑉𝑐

1 + 𝑒
(𝑅−𝐶)

𝑎

)︂5/3
. (13)

В результатi наш аналiтичний потенцiал набуває
остаточного вигляду:

𝑉FIT(𝑅) =
−𝑉0

1 + 𝑒
(𝑅−𝑅0)

𝑑0

+

(︂
−𝑉𝑐

1 + 𝑒
(𝑅−𝐶)

𝑎

)︂5/3
. (14)

В формулi (14) мiстяться шiсть параметрiв пiд-
гонки 𝑉0, 𝑅0, 𝑑0, 𝑉𝑐, 𝐶, 𝑎. Значення цих параметрiв

Рис. 2. Повнi потенцiали ядро-ядерної взаємодiї для ядра
16O та iзотопiв 56,58,60,62,64Ni, одержанi в рамках модифiко-
ваного методу Томаса–Фермi, з урахуванням кулонiвської
енергiї у формi (10)

Рис. 3. Ядерна частина потенцiалiв ядро-ядерної взаємо-
дiї для ядра 16O та iзотопiв 56,58,60,62,64Ni, одержаних в
рамках модифiкованого методу Томаса–Фермi

Параметри аналiтичного представлення
потенцiалу для розглядуваних реакцiй

Реакцiя 𝑉0, 𝑟0, 𝑑0, 𝑉𝑐, 𝐶 𝑎
МеВ фм фм МеВ фм фм

16O+ 56Ni 50,8174 7,1761 0,6786 19,4348 3,7577 1,0130
16O+ 58Ni 51,8171 7,2093 0,6872 19,7405 3,7967 1,0347
16O+ 60Ni 52,2549 7,2590 0,6895 19,7649 3,8381 1,0387
16O+ 62Ni 52,7468 7,3199 0,6912 19,6698 3,8702 1,0339
16O+ 64Ni 53,1439 7,3585 0,6943 19,6309 3,9116 1,0394

знаходимо шляхом мiнiмiзацiї для максимально
точного опису реалiстичного потенцiалу, знайде-
ного в рамках модифiкованого пiдходу Томаса–
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Рис. 4. Потенцiали ядерно-ядерної взаємодiї для 16O та iзотопiв 56,58,60,62,64Ni, одержанi в рамках модифiкованого методу
Томаса–Фермi, а також представлення вiдповiдного потенцiалу в аналiтичнiй формi (𝑉FIT) (14)

Фермi iз силами Скiрма. Отриманi параметри по-
тенцiалу для розглядуваних у роботi реакцiй на-
ведено у таблицi.

На рис. 4 можна побачити апроксимацiю ви-
разом (14) ядерної частини потенцiалiв взаємодiї,
яка розрахована в рамках модифiкованого пiдхо-
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ду Томаса–Фермi iз силами Скiрма, для взаємодiї
ядра 16O та iзотопiв 56,58,60,62,64Ni. Апроксимацiю
вдалося провести настiльки точно, що в масшта-
бах графiка вiдхилення практично непомiтнi. Та-
ким чином, запропонована форма потенцiалу пiд-
гонки дуже добре описує реалiстичний потенцiал
взаємодiї мiж ядрами, який отримано у числових
розрахунках.

4. Висновки

В роботi було розраховано потенцiали взаємодiї
мiж ядрами в рамках модифiкованого пiдходу
Томаса–Фермi з залежними вiд густини силами
Скiрма для ядра 16O та iзотопiв 56,58,60,62,64Ni, при
цьому густини нуклонiв було отримано в тому са-
мому пiдходi. Для сил Скiрма було використано
параметризацiю SkP [32]. У знайдених потенцiа-
лах наявний кор вiдштовхування, що є важливим,
зокрема, при розрахунках поперечного перерiзу
пружного розсiяння. Знайдено вдалу параметри-
зацiю потенцiалу ядро-ядерной взаемодiї, яка до-
бре описує величину та форму потенцiалу модифi-
кованого пiдходу Томаса–Фермi з залежними вiд
густини силами Скiрма, що може бути використа-
на для обчислення конкретних параметрiв ядер-
них реакцiй [36].
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V.A.Nesterov

POTENTIAL OF THE MODIFIED THOMAS–FERMI
METHOD AND ITS ANALYTICAL REPRESENTATION
BY THE EXAMPLE OF 16O NUCLEUS
INTERACTION WITH 56,58,60,62,64Ni ISOTOPES

Nucleon density distributions and nucleus-nucleus interaction

potentials of the 16O nucleus with the 56,58,60,62,64Ni iso-

topes have been calculated in the framework of the modified

Thomas–Fermi method, i.e., considering all terms up to the

second order in ~ in the quasi-classical series expansion of

the kinetic energy. Skyrme forces dependent on the nucleon

density are used as the nucleus-nucleus interaction. A success-

ful parametrization of the obtained potential has been found,

which allowed the latter to be presented in an analytical form.

Ke yw o r d s: nucleus-nucleus interaction potential, modified
Thomas–Fermi method, nucleon density distribution, repulsi-
ve core, analytical representation.
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