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У цiй роботi показано зв’язок мiж параметрами другого вiрiального коефiцiєнта для си-
стеми неабелевих енiонiв та двопараметричними модифiкацiями дробових статистик
Голдейна–Ву та Полiхронакоса. Розраховано параметри, для яких неабелевi енiони мо-
жуть описуватись даними типами статистик. Розглянуто границю, в якiй параметр
неадитивностi/неповноти 𝑞 прямує до одиницi.

К люч о в i с л о в а: вiрiальний коефiцiєнт, неабелевi енiони, неадитивна/неповна двопа-
раметрична статистика, дробова статистика Голдейна–Ву, дробова статистика Полiхро-
накоса.

1. Вступ
У 1977 роцi Лайнос та Мiргайм довели, що тради-
цiйний подiл частинок на бозони та фермiноми не є
застосовний для двовимiрного простору [1]. Френк
Вiльчек запропонував для таких частинок назву
енiони через те, що пiд час перестановки двох ча-
стинок фаза хвильової функцiї може змiнюватись
на довiльний множник, а не лише 0 чи 𝜋 [2]. Ма-
тематично така статистика вiдповiдає групi кiс, а
не групi перестановок.

Енiони використовуються в описi дробового
квантового ефекту Холла, який спостерiгається в
двовимiрних системах електронiв за низьких тем-
ператур у сильному магнiтному полi [3–6]. На
основi енiонiв було запропоновано побудувати то-
пологiчний квантовий комп’ютер, який через свою
топологiчну природу повинен бути набагато бiльш
толерантним до перешкод та помилок, нiж “зви-
чайний” квантовий комп’ютер [7, 8]. Зауважимо,
що є деякi експериментальнi пiдтвердження iсну-
вання збуджень, що вiдповiдають енiонам [9–11].
Особливу увагу варто придiлити такому прикла-
ду: iще у 2016 роцi було запропоновано теорети-
чний опис енiонного колайдера колаборацiєю фi-
зикiв [24]. Уже у квiтнi 2020 року група фран-
цузьких вчених експериментально довела iснува-
ння таких частинок [25]. В дослiдженнi було про-
демонстровано абелеву дробову статистику у ре-
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жимi квантового ефекту Холла при факторовi за-
повнення 𝜈 = 1/3, шляхом вимiрювання кореля-
цiйних характеристик струму, що виникають вна-
слiдок зiткнення мiж енiонами при розщепленнi
пучка.

Але енiони є ще не найекзотичнiшим видом ча-
стинок. У 1991 роцi Ґреґорi Мур та Нiколас Рiд
запропонували новий тип частинок, якi назвали
неабелiонами [12]. Неабелева статистика означає,
що якщо у нас є кiлька тотожних частинок, то
перестановки в рiзних парах не обов’язково кому-
тують одна з одною. Таке може бути тодi, коли
перестановка двох частинок призводить не просто
до фазового множника, а взагалi змiнює хвильову
функцiю стану. В принципi, в групi кiс такi ситу-
ацiї цiлком реалiзуються [13]; з точки зору фiзики
треба тiльки щоб основний стан системи квазiча-
стинок був не єдиним, а виродженим.

Iснують докази, що саме така екзотична ситу-
ацiя реалiзується в цiлком конкретнiй системi –
електроннiй рiдинi в режимi дробового квантового
ефекту Холла з фактором заповнення 5/2. У 2005
роцi було показано експериментально, що елемен-
тарнi збудження при цьому значеннi фактора за-
повнення мають дробовий заряд 𝑒/4 [14], а в роботi
[15] – ще й заряд 𝑒/2.

Iнтерес до подiбних експериментiв iнтерфероме-
трiї [16] зрiс в останнi роки, що зумовлено мо-
жливiстю побудови квантового комп’ютера, який
би виконував операцiї, манiпулюючи неабелевими
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квазiчастинками. Дiю квантового комп’ютера мо-
жна описати унiтарним перетворенням, а в тополо-
гiчному квантовому комп’ютерi воно складається
з матриць, що описують “плетiння” квазiчастинок.

У цiй роботi ми знайдемо зв’язок мiж параме-
трами другого вiрiального коефiцiєнта системи не-
абелевих енiонiв з рiзними видами дробових стати-
стик. Отриманi результати можна використовува-
ти для ефективної побудови термодинамiки неабе-
левих енiонiв, узгодженої з iншими – математично
простiшими – статистиками.

2. Неабелевi енiони

Неабелевi енiони, що вивчаються в цiй роботi, –
неабелевi безспiновi частинки Черна–Саймонса
(NACS). Це точковi частинки, якi взаємодiють
за допомогою топологiчного неабелевого ефекту
Ааронова–Бома, несуть неабелевi заряди та неа-
белевi магнiтнi потоки, завдяки чому вони набува-
ють дробових спiнiв i пiдкоряються статистицi кiс,
як i абелевi енiони [17].

Для неабелевих енiонiв було проведено дослi-
дження термодинамiчних властивостей найнижчо-
го рiвня Ландау в сильному магнiтному полi i по-
казано, що вiрiальнi коефiцiєнти не залежать вiд
параметрiв статистики [18]. У порiвняннi з абеле-
вим випадком, термодинамiку системи вiльних не-
абелевих енiонiв виявляється набагато важче ви-
вчити, адже усi наявнi результати є для грани-
чних умов з моделлю жорсткої серцевини [19], а у
випадку неабелевих енiонiв з м’якою серцевиною
немає точних результатiв навiть для другого вiрi-
ального коефiцiєнта. Вiдповiдно, через те ми мо-
жемо порахувати лише наближено термодинамiку
системи неабелевих енiонiв. У роботi [17] показано
зв’язок другого вiрiального коефiцiєнта для неабе-
левих енiонiв з рiзними параметрами жорсткостi
(твердостi) серцевини. У данiй роботi буде розгля-
нуто випадок жорсткої серцевини.

Гамiльтонiан вiльних NACS-частинок має такий
вигляд [17]:
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де iндекс 𝛼 = 1, ..., 𝑁 нумерує частинки, а 𝑧𝛼 =
= 𝑥𝛼 + 𝑖𝑦𝛼, 𝑧𝛼 = 𝑥𝛼 − 𝑖𝑦𝛼 – їхнi просторовi коор-
динати. Тут 𝜅 — параметр теорiї, причому 4𝜋𝜅 –
цiле число. Оператори �̂�𝑎 – так званi iзовектори
в представленнi iзоспiну 𝑙, що за своєю природою
є операторами моменту кiлькостi руху. Значення
𝑙 квантованi i змiнюються у множинi всiх цiлих i
напiвцiлих чисел, при цьому 𝑙 = 1/2 є мiнiмальним
можливим нетривiальним значенням (𝑙 = 0 вiдпо-
вiдає системi вiльних бозонiв) [17]. Тодi вiрiальнi
коефiцiєнти залежать в цiлому вiд величини кван-
тового числа iзоспiну 𝑙 i вiд параметра 𝜅.

Статистичну механiку NACS-частинок можна
вивчити, ввiвши функцiю великої статистичної су-
ми Ξ, визначеної в термiнах гамiльтонiана 𝐻𝑁 для
𝑁 -частинкових статистичних сум 𝑍𝑁 та активно-
стi (фугативностi) 𝑧:

Ξ =

∞∑︁
𝑁=0

𝑧𝑁𝑍𝑁 =

∞∑︁
𝑁=0

𝑧𝑁Tr𝑒−𝛽𝐻𝑁 . (2.2)

Зауважимо, що буде справедливе таке кластерне
розвинення:

Ξ = exp

{︃
𝐴

∞∑︁
𝑛=0

ℬ𝑛𝑧
𝑛

}︃
, (2.3)

де 𝐴 – площа газу (звiсно, це еквiвалент об’єму 𝑉
у двовимiрнiй задачi), а ℬ𝑛 – 𝑛-тi кластернi iнте-
грали. Причому,
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1

𝐴
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1
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Вiрiальне розвинення для рiвняння стану за сте-
пенями густини 𝜌 = 𝑁/𝐴 дає:

𝑝 = 𝜌𝑇
[︀
1 + 𝑏2(𝜌𝜆

2
𝑇 ) + 𝑏3(𝜌𝜆

2
𝑇 )

2 + ...
]︀
, (2.5)

де довжина теплової хвилi де Бройля частинки з
масою 𝑚

𝜆𝑇 =

√︂
2𝜋~2
𝑚𝑇

, (2.6)

а 𝑏𝑛– безрозмiрнi 𝑛-тi вiрiальнi коефiцiєнти. Дру-
гий вiрiальний коефiцiєнт має такий вигляд:

𝑏2 = −ℬ2

ℬ2
1

= 𝐴

{︂
1

2
− 𝑍2

𝑍2
1

}︂
. (2.7)
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Вiзьмемо вираз для другого вiрiального коефi-
цiєнта з працi [17], у якiй детально показано роз-
рахунок 𝑏2:

𝑏2(𝜅, 𝑙) = − 1

4(2𝑙 + 1)

[︃
1 +

1

(2𝑙 + 1)

2𝑙∑︁
𝑗=0

(2𝑗 + 1)×

×
{︁(︀
1 + (−1)𝑗+2𝑙

)︀
(𝛾2

𝑗 − 2𝛾𝑗)+

+
(︀
1− (−1)𝑗+2𝑙

)︀
[(𝛾𝑗 + 1) mod 2− 1]2

}︁]︃
, (2.8)

де 𝑙 – iзоспiн, а параметри 𝛾𝑗 та 𝜔𝑗 пов’язанi таки-
ми спiввiдношеннями:

𝛾𝑗 = 𝜔𝑗 mod 2,

𝜔𝑗 =
1

4𝜋𝜅
[𝑗(𝑗 + 1)− 2𝑙(𝑙 + 1)].

(2.9)

На рисунку проiлюстровано залежнiсть друго-
го вiрiального коефiцiєнта неабелевих енiонiв вiд
параметрiв 𝑘 та 𝑙. Варто зазначити, що, хоча па-
раметри 𝑘 та 𝑙 змiнюються вiдповiдно у множинi
цiлих та напiвцiлих значень, для покращення вi-
зуальної сприйнятностi на графiку було з’єднано
точки, що належать до конкретних значень пара-
метрiв 𝑘 та 𝑙.

3. Двопараматеричнi дробовi статистики

Iз виразу для чисел заповнення можна знайти кла-
стернi iнтеграли, через якi виражаються вiрiальнi
коефiцiєнти. Функцiя розподiлу пов’язана iз кла-
стерними iнтегралами таким чином:

𝑁

𝐴
=

1

𝐴

∑︁
𝑗

𝐺𝑗𝑛𝑗 =

∞∑︁
ℓ=1

ℓℬℓ𝑧
ℓ, (3.1)

де 𝐺𝑗 – виродження 𝑗-го енергетичного рiвня 𝜀𝑗 ,
𝑧 – активнiсть (фугативнiсть).

Розглядатимемо вiльнi частинки у двовимiрно-
му просторi i у виразi (3.1) перейдемо вiд суми по
𝑗 до iнтеграла за енергiями з густиною станiв [26]

𝑔(𝜀) =
𝐴𝑚

2𝜋~2
(3.2)

i далi розкладатимемо отриманий результат за сте-
пенями 𝑧.

Розглянемо кiлька двопараметричних статисти-
чних моделей для енiонiв [20].

3.1. Статистика Полiхронакоса

Для статистики Полiхронакоса середнi числа за-
повнення матимуть вигляд:

𝑛P
𝑗 =

1

𝑧−1𝑋(𝜀𝑗) + 𝛾
, (3.3)

де 𝑋(𝜀𝑗) = 𝑒𝜀𝑗/𝑇 , а 𝛾 = −𝛾′ – параметр статистики.

3.1.1. Неповна статистика Полiхронакоса

Модифiкуючи звичну статистику Полiхронакоса
таким чином, що 𝑋(𝜀𝑗) = 𝑒𝑞𝜀𝑗/𝑇 , де 𝑞 – параметр
деформацiї, можна отримати двопараметричну за-
лежнiсть. Така модифiкацiя носить назву неповної
статистики Полiхронакоса. Другий вiрiальний ко-
ефiцiєнт тодi набуде вигляду:

𝑏IPS
2 = −𝛾

4
𝑞. (3.4)

3.1.2. Неадитивна статистика Полiхронакоса

Модифiкуємо звичайну статистику Полiхронакоса
𝑞-експонентою Цаллiса [21]:

𝑒𝑥𝑞 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

exp(𝑥), якщо 𝑞 = 1,

[1 + (1− 𝑞)𝑥]1/(1−𝑞), якщо 𝑞 ̸= 1 i
1 + (1− 𝑞)𝑥 > 0,

01/(1−𝑞), якщо 𝑞 ̸= 1 i
1 + (1− 𝑞)𝑥 ≤ 0.

Остання рiвнiсть залежно вiд параметра неади-
тивностi 𝑞 може бути переписана таким чином:

01/(1−𝑞) =

⎧⎨⎩0, якщо 𝑞 < 1,

∞, якщо 𝑞 > 1.
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(Кольоровий онлайн). Залежнiсть другого вiрiального кое-
фiцiєнта неабелевих енiонiв вiд параметрiв 𝑙 та 𝑘
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Таблиця 1. Результати розрахованих значень параметрiв 𝑞

дробових статистик залежно вiд енiонних 𝑘 та 𝑙. Для кожного значення
параметра 𝑙 лiвий стовпець вiдповiдає 𝑞IPS = 𝑞IHWS, а правий – 𝑞NAPS = 𝑞NAHWS

𝑘 𝑙 = 1/2 𝑙 = 1 𝑙 = 3/2 𝑙 = 2

1 1,0000 1,0000 89,000 45,478 136,000 68,986 1753,0 877,50
2 0,2500 0,4215 13,000 7,3807 31,000 16,443 397,00 199,50
3 0,3333 0,5000 9,8889 5,7973 12,667 7,2116 158,33 80,154
4 0,4375 0,5897 5,0000 3,2656 6,6250 4,1171 101,00 51,481
5 0,5200 0,6562 3,8800 2,6673 4,0000 2,7322 89,000 45,478

10 0,7300 0,8136 2,1200 1,6880 1,0000 1,0000 19,400 10,614
20 0,8575 0,9034 1,4800 1,3064 0,6250 0,7367 3,4000 2,4064
50 0,9412 0,9605 1,1728 1,1132 0,7600 0,8351 1,6720 1,4234

100 0,9703 0,9801 1,0832 1,0550 0,8650 0,9085 1,2880 1,1867
1000 0,9970 0,9980 1,0080 1,0054 0,9852 0,9901 1,0245 1,0163

Таблиця 2. Параметри 𝛾 та 𝑔, пов’язанi з iзоспiном 𝑙

𝑙 𝛾IPS = 𝛾NAPS 𝑔IHWS = 𝑔NAHWS

1/2 1/2 3/8
1 1/3 5/12

3/2 1/4 7/16
2 1/5 9/20

Детальний опис 𝑞-експоненти також викладено
у працях [22, 23]. Означення для 𝑞 ̸= 1 ча-
сто об’єднують за допомогою позначення [𝑢]+ ≡
≡ max(0, 𝑢) [22].

У цьому випадку, при 𝑋(𝜀𝑗) = 𝑒
𝜀𝑗/𝑇
𝑞 , отримаємо

неадитивну статистику Полiхронакоса. Тодi дру-
гий вiрiальний коефiцiєнт можна отримати у та-
кому виглядi:

𝑏NAPS
2 = −𝛾

4

2𝑞2

1 + 𝑞
. (3.5)

3.2. Статистика Голдейна–Ву

Середнi числа заповнення у цiй статистицi вира-
жаються таким чином:

𝑛HW
𝑗 =

1

𝑤 (𝑧−1𝑋(𝜀𝑗)) + 𝑔
, (3.6)

де 𝑋(𝜀𝑗) = 𝑒𝜀𝑗/𝑇 , 𝑔 – параметр статистичної взає-
модiї, а функцiя 𝑤(𝑥) задовольняє трансцендентне

рiвняння:

𝑤𝑔(𝑥) [1 + 𝑤(𝑥)]
1−𝑔

= 𝑥. (3.7)

Для випадку 𝑔 = 0 розв’язком цього рiвняння бу-
де 𝑤(𝑥) = 𝑥 − 1 – розподiл Бозе, а при 𝑔 = 1 ми
отримуємо 𝑤(𝑥) = 𝑥 – розподiл Фермi. У грани-
цi великих значень аргументу функцiї 𝑤(𝑥) вираз
для чисел заповнення може бути переписаний у
такому виглядi:

𝑛HW
𝑗 =

1

𝑤(𝑥) + 𝑔
=

1

𝑒(𝜀𝑗−𝜇)/𝑇 + (2𝑔 − 1)
. (3.8)

3.2.1. Неповна статистика Голдейна–Ву

Для неповної статистики Голдейна–Ву, прийняв-
ши що 𝑋(𝜀𝑗) = 𝑒𝑞𝜀𝑗/𝑇 , другий вiрiальний коефiцi-
єнт матиме вигляд:

𝑏IHWS
2 =

2𝑔 − 1

4
𝑞. (3.9)

3.2.2. Неадитивна статистика Голдейна–Ву

У неадитивнiй статистицi Голдейна–Ву при
𝑋(𝜀𝑗) = = 𝑒

𝜀𝑗/𝑇
𝑞 другий вiрiальний коефiцiєнт

залежить вiд параметра неадитивностi таким
чином:

𝑏NAHWS
2 =

2𝑔 − 1

4

2𝑞2

(1 + 𝑞)
. (3.10)
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Зв’язок параметрiв другого вiрiального коефiцiєнта неабелевих енiонiв

4. Результати

Прирiвнюючи вiдповiднi множники у виразах для
другого вiрiального коефiцiєнта неабелевих енiонiв
(2.8) та модельних систем (3.4), (3.5), (3.9), (3.10),
можна отримати зв’язок для параметрiв дробових
статистик у випадку, коли через конкретну стати-
стику можливий опис неабелевих енiонiв.

Множники 𝛾/4 або (2𝑔 − 1)/4 зручно прирiвня-
ти до 1

4(2𝑙+1) , адже цей вираз є головним членом у
розкладi, тобто параметри 𝛾 та 𝑔 пов’язанi з iзоспi-
ном 𝑙. Вiдповiдно, параметри 𝑞 будуть виражатися
через 𝑙 i 𝜅.

Отриманi результати можна узагальнити у
табл. 1. Для уникнення громiздкостi деякi сталi
параметри наведено в табл. 2.

Зазначимо, що розрахунок 𝛾𝑗 = 𝜔𝑗 mod 2 не ду-
же добре означений для дробових та вiд’ємних чи-
сел. Тому у данiй роботi було використано такий
спосiб обчислення: 𝛾𝑗 = 𝜔𝑗 mod 2 = (⌊𝜔𝑗⌋ mod 2)+
(𝜔𝑗 − ⌊𝜔𝑗⌋), де ⌊𝑥⌋ позначає найбiльше цiле число,
що не перевищує 𝑥.

Зауважимо, що при великих значеннях параме-
тра 𝑘 другий множник у виразi для другого вiрi-
ального коефiцiєнта (2.8) має прямувати до одини-
цi, так само, як i параметр неповноти (неадитив-
ностi) статистик 𝑞, що й видно з табл. 1.

Наприклад, розглянемо неадитивну статистику
Голдейна–Ву. Для великих 𝑘 значення 𝜔𝑗 є малим,
так само як i 𝛾𝑗 . Тому можна подати 𝑞 як 1 + Δ𝑞.

2𝑞2

1 + 𝑞
=

2(1 + Δ𝑞)2

1 + (1 + Δ𝑞)
≃ 2(1 + 2Δ𝑞)

2 + Δ𝑞
=

=
2(1 + 2Δ𝑞)

2(1 + Δ𝑞
2 )

≃ 2(1 + 2Δ𝑞)
1

2

(︂
1− Δ𝑞

2

)︂
≃

≃ 1 + 2Δ𝑞 − Δ𝑞

2
→ 1.

Врахуємо, що в границi великих 𝜅 значення 𝜔𝑗 ,
як i 𝛾𝑗 є малим. Тому в цiй границi вираз для Δ𝑞
через параметри 𝜅 та 𝑙 можна спрощено подати у
такому виглядi:

3

2
Δ𝑞 =

1

4𝜋𝜅(2𝑙 + 1)

2𝑙∑︁
𝑗=0

(2𝑗 + 1)×

× [2𝑙(𝑙 + 1)− 𝑗(𝑗 + 1)]
(︀
1 + (−1)𝑗+2𝑙

)︀
. (4.1)

5. Висновки

У цiй роботi продемонстровано зв’язок параметрiв
другого вiрiального коефiцiєнта неабелевих енiо-
нiв та двопараметричних неповних i неадитивних
модифiкацiй статистик Голдейна–Ву та Полiхро-
накоса. Отримано вирази, що пов’язують параме-
три цих дробових статистик iз параметрами неа-
белевих енiонiв на пiдставi другого вiрiального ко-
ефiцiєнта. Розраховано чисельнi значення параме-
трiв, за яких неабелевi енiони можуть наближено
описуватись такими типами дробових статистик.

Зауважимо, що двопараметричнi статистики мо-
жуть бути застосованi для моделювання неабеле-
вих енiонiв iз м’якою серцевиною. Вiдповiднi ана-
лiтичнi вирази будуть дуже громiздкими, а зв’язки
мiж параметрами знаходяться лише чисельно.

Цю роботу частково профiнансовано в ме-
жах проєкту ФФ-83Ф (номер держреєстрацiї
0119U002203) МОН України.
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RELATIONSHIP BETWEEN
THE PARAMETERS OF THE SECOND VIRIAL
COEFFICIENT OF NON-ABELIAN ANYONS
AND THE TWO-PARAMETRIC
FRACTIONAL STATISTICS

A relationship between the parameters of the second virial

coefficient for the system of non-Abelian anyons and two-

parametric modifications of the Haldane–Wu and Polychro-

nakos fractional statistics has been demonstrated. Parameters

that can approximately describe non-Abelian anyons using the

indicated statistics types are calculated. The limit at which

the nonadditivity/incompleteness parameter 𝑞 tends to unity

is considered.

Ke yw o r d s: virial coefficient, non-Abelian anyons, non-addi-
tive/incomplete two-parametric statistics, Haldane–Wu fracti-
onal statistics, Polychronakos fractional statistics.
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