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НАПIВДИСКРЕТНА IНТЕҐРОВНА
НЕЛIНIЙНА ШРЬОДIНҐЕРОВА СИСТЕМА
З ФОНОВО-КЕРОВАНОЮ МIЖВУЗЛОВОЮ
РЕЗОНАНСНОЮ ВЗАЄМОДIЄЮУДК 539

Ми пiдсумовуємо найхарактернiшi властивостi напiвдискретної нелiнiйної Шрьодiнґе-
рової (Schrödinger) системи з параметрами мiжвузлового резонансного зв’язку керова-
ними фоновими значеннями допомiжних полiв. Показано, що система є iнтеґровною
в сенсi Лакса (Lax) i, як наслiдок, уможливлює побудову своїх солiтонних розв’язкiв в
рамках належно параметризованої процедури одягання на основi перетворення Дарбу
(Darboux). З iншого боку, iнтеґровнiсть системи породжує нескiнченну iєрархiю ло-
кальних законiв збереження, декотрi з яких знайдено явно iз застосуванням узагальне-
ного рекурсивного пiдходу. Система складається з двох основних динамiчних пiдсистем
та однiєї супутньої (допомiжної) пiдсистеми i допускає Гамiльтонове (Hamilton) фор-
мулювання, супроводжуване доволi нестандартною Пуассоновою (Poisson) структу-
рою. Ненульовий фоновий рiвень супутнiх полiв опосередковує появу додаткового ти-
пу мiжвузлового резонансного зв’язку, внаслiдок чого просторове впорядкування вузлiв
розмiщеня основних польових збуджень уособлює найпростiшу драбинчасту стьожку
трикутної ґратки. Пiдлаштовуючи керiвного фонового параметра, ми маємо змогу пе-
реключати динамiку системи мiж двома суттєво вiдмiнними режимами, роздiлени-
ми критичною точкою. Критичнiсть динамiки системи вiдносно фонового параметра
проявляється як опосередковано в рамках допомiжної лiнiйної спектральної задачi, так
i безпосередньо в поведiнцi самих нелiнiйних динамiчних рiвнянь. Фiзичний пiдтекст
критичности динамiки системи стає ясним пiсля досить витонченої процедури канонi-
зацiї основних польових змiнних. Наразi iснує два рiвноправнi варiанти стандартизацiї
польових змiнних дослiджуваної нелiнiйної динамiчної системи. Кожен з варiантiв є
реалiзовним у формi двох нееквiвалентних канонiчних пiдсистем. Порушена симетрiя
мiж канонiчними пiдсистемами є запорукою ефекту змiни природи збуджених станiв
при переходi через критичну точку. Отже, в докритичнiй областi система обумовлює
свiтлi збудження в обох пiдсистемах, тодi як в надкритичнiй областi одна iз пiдси-
стем перетворюється на пiдсистему з темними збудженнями.
Ключ о в i с л о в а: нелiнiйна ґратка; iнтеґровна система; солiтон; закони збереження;
порушення симетрiї; канонiчнi польовi змiннi.

1. Вступ та рiвняння нелiнiйної
Шрьодiнґерової системи на стьожцi
трикутної ґратки з двома типами
мiжвузлової резонансної взаємодiї

Напiвдискретнi iнтеґровнi нелiнiйнi Шрьодiнґеро-
вi (Schrödinger) системи на одновимiрних або ква-
зiодновимiрних ґратках [1–5, 24, 53, 57, 58, 74] вiдi-
грають значну роль в моделюваннi широкого ко-
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ла явищ з рiзних галузей фiзики, позаяк вони мо-
жуть стати ключем до зрозумiння, на який тип
нелiнiйних збуджень слiд сподiватися, розглядаю-
чи конкретнi фiзичнi ситуацiї. Достатньо зауважи-
ти, що концепцiя нелiнiйних збуджень, пов’язаних
з тiєю чи iншою моделлю нелiнiйного шрьодiнґе-
рiвського типу, є досить плiдною для дослiджен-
ня нелiнiйних ефектiв в дискретних електричних
передавальних мережах [37], моделювання проце-
сiв перенесення енергiї i заряду в макромолеку-
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Рис. 1. Фрагмент двонiжкової драбинчастої ґратки-носiя
для напiвдискретної iнтеґровної нелiнiйної Шрьодiнґерової
системи з фоново-реґульовними мiжвузловими резонансни-
ми зв’язками (1.1)–(1.6). Кружечки маркують мiсцезнахо-
дження вузлiв драбинчастої ґратки. Похилi стрiлки вказу-
ють на первиннi резонанснi зв’язки (формалiзованi параме-
трами 𝛼 чи 𝛽) мiж основними польовими збудженнями на
сусiднiх вузлах, належних до протилежних ланцюжкiв дра-
бинчастої ґратки. Горизонтальнi стрiлки вказують на скла-
довi резонанснi зв’язки (формалiзованi параметрами −𝛼𝜈

чи −𝛽𝜇) мiж основними польовими збудженнями на сусi-
днiх вузлах, належних до певного ланцюжка драбинчастої
ґратки. Тут 𝜈 = lim|𝑛|→∞ 𝜈(𝑛) та 𝜇 = lim|𝑛|→∞ 𝜇(𝑛)

лах солiтоноподiбними збудженнями [9,18,19,48], а
також для теоретичного трактування експеримен-
тально спостережуваних розподiлах свiтла в пере-
рiзах зв’язаних оптичних волокнин [14, 23].

Виходячи з цього, напiвдискретна iнтеґровна
нелiнiйна Шрьодiнґерова (Schrödinger) система з
фоново-реґульовними мiжвузловими резонансни-
ми зв’язками [63, 67, 68] може мати значнi фiзичнi
застосування в якостi багатокомпонентної систе-
ми з двома типами вiльних параметрiв зв’язку, що
зумовлюють досить незвичнi властивостi [69, 70], i
системи, чия ґраткова структура-носiй є близько
спорiдненою зi структурою нанотрубки типу (1,1)
на основi бору [36], що належить до нового кла-
су низьковимiрних синтетичних матерiалiв, вiдо-
мих як наностьожки [26,31,42]. У цьому оглядi ми
розглядаємо найрепрезентативнiшi результати до-

слiджень такої напiвдискретної нелiнiйної Шрьо-
дiнґерової системи.

Напiвдискретна нелiнiйна Шрьодiнґерова систе-
ма з фоново-реґульовними мiжвузловими резонан-
сними зв’язками (яку можна розглядати також як
iнтеґровну нелiнiйну Шрьодiнґерову систему на
стьожцi трикутної ґратки), записана в термiнах
двох пар основних польових змiнних 𝑞+(𝑛), 𝑟+(𝑛)
та 𝑞−(𝑛), 𝑟−(𝑛) i однiєї пари допомiжних польових
змiнних 𝜇(𝑛), 𝜈(𝑛), має вигляд [63, 67, 68]

+ i𝑞+(𝑛) + 𝛽𝑞−(𝑛− 1)[1 + 𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛)] +

+ 𝛼𝑞+(𝑛+ 1)[𝑞+(𝑛)𝑟−(𝑛)− 𝜈(𝑛)] +

+ 𝛼 [𝑞−(𝑛) + 𝑞+(𝑛)𝜇(𝑛)] = 0, (1.1)

− i�̇�+(𝑛) + 𝛼𝑟−(𝑛− 1)[1 + 𝑟+(𝑛)𝑞+(𝑛)] +

+ 𝛽𝑟+(𝑛+ 1)[𝑟+(𝑛)𝑞−(𝑛)− 𝜇(𝑛)] +

+ 𝛽 [𝑟−(𝑛) + 𝑟+(𝑛)𝜈(𝑛)] = 0, (1.2)

+ i𝑞−(𝑛) + 𝛼𝑞+(𝑛+ 1)[1 + 𝑞−(𝑛)𝑟−(𝑛)] +

+ 𝛽𝑞−(𝑛− 1)[𝑞−(𝑛)𝑟+(𝑛)− 𝜇(𝑛)] +

+ 𝛽 [𝑞+(𝑛) + 𝑞−(𝑛)𝜈(𝑛)] = 0, (1.3)

− i�̇�−(𝑛) + 𝛽𝑟+(𝑛+ 1)[1 + 𝑟−(𝑛)𝑞−(𝑛)] +

+ 𝛼𝑟−(𝑛− 1)[𝑟−(𝑛)𝑞+(𝑛)− 𝜈(𝑛)] +

+ 𝛼 [𝑟+(𝑛) + 𝑟−(𝑛)𝜇(𝑛)] = 0, (1.4)

+ i�̇�(𝑛) + 𝛼𝑞+(𝑛+ 1)[𝑟+(𝑛) + 𝑟−(𝑛)𝜇(𝑛)] +

+ 𝛽 [𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛)− 𝑞−(𝑛)𝑟−(𝑛)]−
− 𝛼𝑟−(𝑛− 1)[𝑞−(𝑛) + 𝑞+(𝑛)𝜇(𝑛)] = 0, (1.5)

− i�̇�(𝑛) + 𝛽𝑟+(𝑛+ 1)[𝑞+(𝑛) + 𝑞−(𝑛)𝜈(𝑛)] +

+ 𝛼 [𝑟+(𝑛)𝑞+(𝑛)− 𝑟−(𝑛)𝑞−(𝑛)]−
− 𝛽𝑞−(𝑛− 1)[𝑟−(𝑛) + 𝑟+(𝑛)𝜈(𝑛)] = 0. (1.6)

Тут крапка над польовими функцiями вiдповiд-
ає за диференцiювання за часом 𝜏 , тодi як ча-
созалежнi параметри 𝛼 i 𝛽 описують первинний
резонансний зв’язок мiж польовими змiнними на
сусiднiх вузлах, належних до протилежних лан-
цюжкiв драбинчастої ґратки. Довiльнiсть часових
залежностей цих параметрiв обмежено лише за-
гальною вимогою їхнього комплексного спряжен-
ня 𝛽* = 𝛼. Польовi змiннi 𝑞+(𝑛) i 𝑟+(𝑛) (з 𝑟*+(𝑛) =
= 𝑞+(𝑛)) наближено характеризують амплiту-
ди ймовiрности знайти 𝑛-тий вузол на верхньо-
му (плюсовому) ланцюжку драбинчастої ґратки в
станi збудження. Аналогiчно, польовi змiннi 𝑞−(𝑛)
i 𝑟−(𝑛) (з 𝑟*−(𝑛) = 𝑞−(𝑛)) наближено характери-
зують амплiтуди ймовiрности знайти 𝑛-тий вузол
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на нижньому (мiнусовому) ланцюжку драбинча-
стої ґратки в станi збудження. Цi двi пари змiн-
них 𝑞+(𝑛), 𝑟+(𝑛) i 𝑞−(𝑛), 𝑟−(𝑛) складають основ-
ний набiр динамiчних полiв на нескiнченно дов-
гiй (−∞ < 𝑛 < +∞) драбинчастiй ґратцi iз зи-
ґзаґоподiбним упорядкованням щаблiв. При цьо-
му дискретна просторова координата 𝑛 позначає
порядковий номер елементарної комiрки ґратки,
тодi як iндекси + та − слугують аби розрiзняти
два рiзновиди вузлiв в тiй самiй елементарнiй ко-
мiрцi. Iншими словами, позначки + та − слiд вiд-
нести до двох вiдмiнних ланцюжкiв (нiжок ) дра-
бинчастої ґратки. Навпаки, змiннi 𝜇(𝑛) i 𝜈(𝑛) (з
𝜈*(𝑛) = 𝜇(𝑛)) постають як супутнiй набiр полiв,
оскiльки їх можна виключити iз розгляду, вико-
ристовуючи так званi природнi в’язi

𝜇(𝑛)− 𝑞−(𝑛)𝑟+(𝑛)

1 + 𝜇(𝑛)𝜈(𝑛) + 𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛) + 𝑞−(𝑛)𝑟−(𝑛)
=

𝜇

1 + 𝜇𝜈
,

(1.7)

𝜈(𝑛)− 𝑞+(𝑛)𝑟−(𝑛)

1 + 𝜇(𝑛)𝜈(𝑛) + 𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛) + 𝑞−(𝑛)𝑟−(𝑛)
=

𝜈

1 + 𝜇𝜈
,

(1.8)

продиктованi самою структурою системи рiвнянь
(1.1)–(1.6) через сукупнiсть найнижчих локальних
законiв збереження (наведених в роздiлi 7). При-
наймнi варто пам’ятати, що величини 𝜇(𝑛) i 𝜈(𝑛)
належить розглядати як функцiї вiд основних по-
льових змiнних 𝑞+(𝑛), 𝑟+(𝑛) та 𝑞−(𝑛), 𝑟−(𝑛), i що
вони не вiдiграють незалежної ролi в динамiцi си-
стеми. Що ж стосується резонансного зв’язку мiж
сусiднiми вузлами, належними до того самого лан-
цюжка драбинчастої ґратки, то вiн виявляється
ненульовим за умови, що часонезалежнi граничнi
значення 𝜇 i 𝜈 супутнiх полiв 𝜇(𝑛) i 𝜈(𝑛) на обох
просторових нескiнченностях |𝑛| → ∞ є вiдмiнни-
ми вiд нуля. В результатi параметри зв’язку, вiд-
повiдальнi за повздовжню взаємодiю, виникають
як iстотно складовi параметри, що дорiвнюють
−𝛼𝜈 i −𝛽𝜇. Пiд термiном “мiжвузловий резонан-
сний зв’язок”, запозиченим з теорiї молекулярних
(малорадiусних) екситонiв [17], мається на увазi
недисипативний (когерентний) зв’язок, що уосо-
блює лiнiйну частину взаємодiї мiж збудженнями
основних полiв. Прийнятi симетрiї мiж польовими
змiнними, доповненi прийнятими симетрiями мiж
параметрами зв’язку, конкретизують розглядува-

ну систему (1.1)–(1.6) як систему з нелiнiйностями
притягувального рiзновиду.

Просторову структуру вузлiв ґратки i мiжвузло-
вих резонансних зв’язкiв, стосовну до нашої си-
стеми (1.1)–(1.6), вiзуалiзовано на рисунку 1 як
двостоякову драбинчасту ґратку, яку, вiдповiдно
до сучасної термiнологiї з наностьожок [22], мо-
жна розглядати як найпростiшу стьожку трику-
тної ґратки з лiнiйними краями. На загал квазiод-
новимiрнiсть того чи iншого ґратчастого утворен-
ня вважають обов’язковою передумовою, сприят-
ливою для її фiзичних застосувань, оскiльки вi-
домо, що вже квазiодновимiрнiсть (на вiдмiну вiд
цiлковитої одновимiрности) реальної макромоле-
кулярної ґратчастої структури (взагалi будь-якої
ґратчастої структури, розглядуваної в просторово
мiкроскопiчному масштабi) є неодмiнним чинни-
ком для термодинамiчної стiйкости структури [79].
На цю важливу обставину неодноразово наголо-
шував академiк Олександр Сергiйович Давидов. З
iншого боку, саме завдяки драбинчастiй геометрiї
своєї ґратчастої структури-носiя дослiджувана си-
стема (1.1)–(1.6) (коли йдеться про електрично за-
рядженi збудження) набуває здатности вiдчувати
дiю зовнiшнього магнетного поля в термiнах ма-
гнетних потокiв, що пронизують елементарнi (три-
кутнi) клаптики ґратчастої стьожки i моделюють-
ся фазами комплекснозначних параметрiв зв’язку,
потрактованих як фази Пайєрлса [45, 58, 64].

2. Iнтеґровнiсть системи
в Лаксовому сенсi [63, 67, 68]

Вважають, що нелiнiйна еволюцiйна система на
одновимiрнiй або квазiодновимiрнiй ґратцi є iнте-
ґровною в Лаксовому (Lax) сенсi [44], якщо вона
допускає напiвдискретне представлення нульової
кривини [50]

�̇�(𝑛|𝑧) = 𝐴(𝑛+ 1|𝑧)𝐿(𝑛|𝑧)− 𝐿(𝑛|𝑧)𝐴(𝑛|𝑧) (2.1)

в термiнах деяких допомiжних операторiв 𝐿(𝑛|𝑧) i
𝐴(𝑛|𝑧) з часонезалежним компекснозначним спе-
ктральним параметром 𝑧. Зазвичай оператори
𝐿(𝑛|𝑧) та 𝐴(𝑛|𝑧) називають спектральним опера-
тором та еволюцiйним оператором, вiдповiдно.

Iнтеґровнiсть напiвдискретної нелiнiйної Шрьо-
дiнґерової системи з фоново-реґульовними мiжву-
зловими резонансними зв’язками (1.1)–(1.6) знахо-
дить своє природнє пiдтвердження в будь-якому з
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двох вiдомих виборiв допомiжних операторiв. Спо-
чатку її було встановлено шляхом пошуку опера-

торiв 𝐿(𝑛|𝑧) i 𝐴(𝑛|𝑧) у виглядi наступних 4×4 ква-
дратових матриць [63]

𝐿(𝑛|𝑧) =

⎛⎜⎜⎝
𝑧2 𝑔11(𝑛) 𝑓12(𝑛)𝑧 𝑔12(𝑛)𝑧

−1

𝑔11(𝑛) 𝑧2 𝑔12(𝑛)𝑧
−1 𝑓12(𝑛)𝑧

𝑔21(𝑛)𝑧
−1 𝑓21(𝑛)𝑧 𝑧−2 𝑓22(𝑛)

𝑓21(𝑛)𝑧 𝑔21(𝑛)𝑧
−1 𝑓22(𝑛) 𝑧−2

⎞⎟⎟⎠ (2.2)

та

𝐴(𝑛|𝑧) =

⎛⎜⎜⎝
𝑏11(𝑛)𝑧

2 𝑐11(𝑛) 𝑏12(𝑛)𝑧 𝑐12(𝑛)𝑧
−1

𝑐11(𝑛) 𝑏11(𝑛)𝑧
2 𝑐12(𝑛)𝑧

−1 𝑏12(𝑛)𝑧
𝑐21(𝑛)𝑧

−1 𝑏21(𝑛)𝑧 𝑐22(𝑛)𝑧
−2 𝑏22(𝑛)

𝑏21(𝑛)𝑧 𝑐21(𝑛)𝑧
−1 𝑏22(𝑛) 𝑐22(𝑛)𝑧

−2

⎞⎟⎟⎠. (2.3)

Однак, пiзнiше iнтеґровнiсть системи було пiдтверджено, спираючись на простiшi 2 × 2 квадратовi
матрицi [67, 68],

𝐿(𝑛|𝑧) =
(︂
𝑧2 + 𝑔11(𝑛) 𝑓12(𝑛)𝑧 + 𝑔12(𝑛)𝑧

−1

𝑓21(𝑛)𝑧 + 𝑔21(𝑛)𝑧
−1 𝑓22(𝑛) + 𝑧−2

)︂
(2.4)

та

𝐴(𝑛|𝑧) =
(︂
𝑏11(𝑛)𝑧

2 + 𝑐11(𝑛) 𝑏12(𝑛)𝑧 + 𝑐12(𝑛)𝑧
−1

𝑏21(𝑛)𝑧 + 𝑐21(𝑛)𝑧
−1 𝑏22(𝑛) + 𝑐22(𝑛)𝑧

−2

)︂
. (2.5)

Мiж двома вищезазначеними пiдходами iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть, оскiльки, незалежно вiд
прийнятого вибору допомiжних матриць (2.2) та (2.3) або (2.4) та (2.5), iз спiввiдношення нульової кри-
вини (2.1) випливає один i той самий загальний набiр iнтеґровних нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь [68]

�̇�11(𝑛) = 𝑐11(𝑛+ 1)𝑔11(𝑛) + 𝑏12(𝑛+ 1)𝑔21(𝑛) + 𝑐12(𝑛+ 1)𝑓21(𝑛)−
− 𝑔11(𝑛)𝑐11(𝑛)− 𝑓12(𝑛)𝑐21(𝑛)− 𝑔12(𝑛)𝑏21(𝑛), (2.6)

𝑓12(𝑛) = 𝑏11(𝑛+ 1)𝑔12(𝑛) + 𝑐11(𝑛+ 1)𝑓12(𝑛) + 𝑏12(𝑛+ 1)𝑓22(𝑛)−
− 𝑐12(𝑛)− 𝑔11(𝑛)𝑏12(𝑛)− 𝑓12(𝑛)𝑏22(𝑛), (2.7)

�̇�12(𝑛) = 𝑐11(𝑛+ 1)𝑔12(𝑛) + 𝑏12(𝑛+ 1) + 𝑐12(𝑛+ 1)𝑓22(𝑛)−
− 𝑔11(𝑛)𝑐12(𝑛)− 𝑓12(𝑛)𝑐22(𝑛)− 𝑔12(𝑛)𝑏22(𝑛), (2.8)

𝑓22(𝑛) = 𝑏21(𝑛+ 1)𝑔12(𝑛) + 𝑐21(𝑛+ 1)𝑓12(𝑛) + 𝑏22(𝑛+ 1)𝑓22(𝑛)−
− 𝑓21(𝑛)𝑐12(𝑛)− 𝑔21(𝑛)𝑏12(𝑛)− 𝑓22(𝑛)𝑏22(𝑛), (2.9)

�̇�21(𝑛) = 𝑐21(𝑛+ 1)𝑔11(𝑛) + 𝑏22(𝑛+ 1)𝑔21(𝑛) + 𝑐22(𝑛+ 1)𝑓21(𝑛)−
− 𝑔21(𝑛)𝑐11(𝑛)− 𝑓22(𝑛)𝑐21(𝑛)− 𝑏21(𝑛), (2.10)

𝑓21(𝑛) = 𝑏21(𝑛+ 1)𝑔11(𝑛) + 𝑐21(𝑛+ 1) + 𝑏22(𝑛+ 1)𝑓21(𝑛)−
− 𝑓21(𝑛)𝑐11(𝑛)− 𝑔21(𝑛)𝑏11(𝑛)− 𝑓22(𝑛)𝑏21(𝑛) (2.11)

з функцiями 𝑏11(𝑛), 𝑐11(𝑛), 𝑏12(𝑛), 𝑐12(𝑛) та 𝑐22(𝑛),
𝑏22(𝑛), 𝑐21(𝑛), 𝑏21(𝑛), заданими формулами

𝑏11(𝑛) = 𝑏11, (2.12)

𝑐11(𝑛) = 𝑐11 − 𝑏11𝑓12(𝑛)𝑓21(𝑛− 1), (2.13)

𝑏12(𝑛) = 𝑏11𝑓12(𝑛), (2.14)

𝑐12(𝑛) = 𝑔12(𝑛− 1)𝑐22, (2.15)

𝑐22(𝑛) = 𝑐22, (2.16)

𝑏22(𝑛) = 𝑏22 − 𝑐22𝑔21(𝑛)𝑔12(𝑛− 1), (2.17)
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𝑐21(𝑛) = 𝑐22𝑔21(𝑛), (2.18)

𝑏21(𝑛) = 𝑓21(𝑛− 1)𝑏11. (2.19)

Тут функцiї 𝑔11(𝑛), 𝑓12(𝑛), 𝑔12(𝑛) i 𝑓22(𝑛), 𝑔21(𝑛),
𝑓21(𝑛) слiд розумiти як прототипи польових змiн-
них, а координатно-незалежнi параметри 𝑏11, 𝑐11
i 𝑐22, 𝑏22 можна вважати довiльними функцiями
часу 𝜏 .

Загальна iнтеґровна система (2.6)–(2.19) допу-
скає щонайменше два типи комплекснозначних ре-
дукцiй [68] i два типи дiйснозначних редукцiй [68].
Зокрема, редукцiя [67, 68]

𝑔11(𝑛) = 𝜇(𝑛) = 𝜈*(𝑛), (2.20)

𝑓12(𝑛) = +𝑞+(𝑛) = +𝑟*+(𝑛), (2.21)

𝑔12(𝑛) = −𝑞−(𝑛) = −𝑟*−(𝑛), (2.22)

𝑓22(𝑛) = 𝜈(𝑛) = 𝜇*(𝑛), (2.23)

𝑔21(𝑛) = −𝑟+(𝑛) = −𝑞*+(𝑛), (2.24)

𝑓21(𝑛) = +𝑟−(𝑛) = +𝑞*−(𝑛), (2.25)

𝑏11 = −i𝛼 = −i𝛽*, (2.26)

𝑐11 = 0, (2.27)

𝑐22 = +i𝛽 = +i𝛼*, (2.28)

𝑏22 = 0 (2.29)

вiдтворює багатокомпонентну напiвдискретну iн-
теґровну Шрьодiнґерову систему (1.1)–(1.6), яка i
є головним предметом нашого дослiдження.

Добре вiдомо, що особливостi фактичного iн-
теґрування будь-якої окремої iнтеґровної нелiнiй-
ної системи в рамках оберненої задачi розсiян-
ня обумовленi порядком її допомiжної спектраль-
ної задачi [11, 12, 73]. Так, за Кодрi (Caudrey)
[11, 12] порядок допомiжної спектральної задачi
визначається кiлькiстю вiдмiнних власних зна-
чень 𝜂𝑗(𝑧) граничної спектральної матрицi 𝐿(𝑧)
(означеної як 𝐿(𝑧) = lim𝑛→−∞ 𝐿(𝑛|𝑧) або як
𝐿(𝑧) = lim𝑛→+∞ 𝐿(𝑛|𝑧)), тобто кiлькiстю вiдмiн-
них розв’язкiв алгебраїчного рiвняння

det[𝐿(𝑧)− 𝜂𝐼 ] = 0, (2.30)

де 𝐼 – одинична матриця того самого рангу, що й
гранична (на загал невироджена) спектральна ма-
триця 𝐿(𝑧). Отже, порядок допомiжної спектраль-
ної задачi не може перевищувати рангу граничної

спектральної матрицi i залежить вiд самої стру-
ктури такої матрицi, яка iстотно чутлива до ви-
бору граничних умов для польових змiнних. На-
приклад, будь-яку допомiжну спектральну зада-
чу, пов’язану з тiєю чи iншою найбiльш затребу-
ваною багатокомпонентною напiвдискретною iнте-
ґровною нелiнiйною Шрьодiнґеровою системою за
нульових граничних умов [3, 24, 53, 57, 58], можна
трактувати як задачу другого порядку, незважа-
ючи на певне матричне узагальнення засадничої
спектральної задачi Абловiца–Ладiка (Ablowitz–
Ladik) [1, 2]. На противагу, порядок допомiжної
спектральної задачi, пов’язаної з деякою багато-
компонентною напiвдискретною iнтеґровною нелi-
нiйною Шрьодiнґеровою системою за ненульових
граничних умов [7, 8], зазвичай є вищий порiвня-
но з її двiйником, взятим за нульових граничних
умов.

Загалом, коли порядок алгебраїчного рiвнян-
ня (2.30) зростає, вiдповiднi аналiтичнi розв’язки
𝜂𝑖(𝑧) стають громiздкими (для рiвняння третьо-
го степеня), неосяжними (для рiвняння четвертого
порядку) i навiть неможливими (для рiвнянь ви-
щого порядку). Отже, за винятком деяких окре-
мих випадкiв, теорiя солiтонiв змушена насправдi
мати справу з допомiжними спектральними зада-
чами низького порядку. З цього погляду важливо
наголосити, що напiвдискретна iнтеґровна нелiнiй-
на Шрьодiнґерова система з фоново-реґульовними
мiжвузловими резонансними зв’язками (1.1)–(1.6)
може бути асоцiйована не лише з допомiжною спе-
ктральною задачею четвертого порядку [63], що
характеризується чотирма вiдмiнними (втiм явно
заданими) власними значеннями,

𝜂1(𝑧) = 𝑧2 + 𝜇, (2.31)

𝜂2(𝑧) = 𝑧−2 + 𝜈, (2.32)

𝜂3(𝑧) = 𝑧2 − 𝜇, (2.33)

𝜂4(𝑧) = 𝑧−2 − 𝜈, (2.34)

але й з допомiжною спектральною задачею дру-
гого порядку [67, 68], що характеризується лише
двома вiдмiнними власними значеннями

𝜂1(𝑧) = 𝑧2 + 𝜇, (2.35)

𝜂2(𝑧) = 𝑧−2 + 𝜈. (2.36)
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3. Перетворення Дарбу i Беклунда
як основа iнтеґрування напiвдискретної
еволюцiйної нелiнйної системи методом
одягання [67, 68]

Серед загальних методiв пошуку солiтонних
розв’язкiв iнтеґровної нелiнiйної системи, пiдхiд,
що ґрунтується на перетвореннi Дарбу (Darboux),
видається найбiльш виграшним завдяки його унi-
версальностi i порiвнянiй простотi. Перетворення
Дарбу (Darboux) у застосуваннi до напiвдискре-
тних iнтеґровних систем ввели в теорiю солiто-
нiв Матвєєв i Салль [39, 40]. Їхню версiю мето-
ду перетворення Дарбу було успiшно використано
при розв’язаннi дискретизованих рiвнянь Сiлiна–
Тихончука [34, 35], що описують взаємодiю Ле-
нґмюрових (Langmuir) плазмових хвиль у випад-
ку сильного згасання йоно-акустичної хвилi [49].
Iншу версiю пiдходу перетворення Дарбу запропо-
нували Нойґебауер (Neugebauer) i Майнель (Mei-
nel) [43]. Згодом цю версiю було впроваджено для
дослiдження дискретизованої системи Максвелла–
Блоха (Maxwell–Bloch) [10, 46].

Критичний розгляд наявної лiтератури з мето-
ду перетворення Дарбу [6, 10, 13, 20, 25, 34, 35, 39–
41, 43, 46, 76, 77] надав нам змогу зiбрати основ-
нi iдеї, достатнi аби побудувати явнi розв’язки
будь-якої редукованої iнтеґровної системи, зако-
дованої в запропонованiй загальнiй системi (2.6)–
(2.19). Заради унiверсальности ми викладемо го-
ловнi пункти доречної процедури одягання Дарбу
в термiнах прототипових польових змiнних 𝑔11(𝑛),
𝑓12(𝑛), 𝑔12(𝑛) та 𝑓22(𝑛), 𝑔21(𝑛), 𝑓21(𝑛) [67, 68].

На початку нагадаємо, що рiвняння нульової
кривини (2.1) випливає з умови сумiсности мiж
двома допомiжними матричними рiвняннями

𝑋(𝑛+ 1|𝑧) = 𝐿(𝑛|𝑧)𝑋(𝑛|𝑧) (3.1)

i

�̇�(𝑛|𝑧) = 𝐴(𝑛|𝑧)𝑋(𝑛|𝑧), (3.2)

що мають назву допомiжної лiнiйної задачi. Тут
через 𝑋(𝑛|𝑧) позначено матричну функцiю, де-
термiнант якої det𝑋(𝑛|𝑧) дорiвнює нулевi лише
в обмеженiй кiлькостi точок на площинi компле-
ксного спектрального параметра 𝑧. Надалi ми мо-
жемо беззастережно вважати матрицi 𝐿(𝑛|𝑧) i
𝐴(𝑛|𝑧) квадратовими 2 × 2 матрицями, посилаю-
чись за необхiдности на їхнi явнi представлення

(2.4) i (2.5). Отже i матрицю 𝑋(𝑛|𝑧) також слiд
прийняти за квадратову 2× 2 матрицю.

Враховуючи, що прототиповi польовi змiннi
𝑔11(𝑛), 𝑓12(𝑛), 𝑔12(𝑛), 𝑓22(𝑛), 𝑔21(𝑛), 𝑓21(𝑛) повнi-
стю визначають спектральний 𝐿(𝑛|𝑧) i еволюцiй-
ний 𝐴(𝑛|𝑧) оператори, iснує можливiсть розрiзня-
ти два вiдмiннi розв’язки 𝑔−11(𝑛), 𝑓

−
12(𝑛), 𝑔

−
12(𝑛),

𝑓−22(𝑛), 𝑔
−
21(𝑛), 𝑓

−
21(𝑛) i 𝑔+11(𝑛), 𝑓

+
12(𝑛), 𝑔

+
12(𝑛), 𝑓

+
22(𝑛),

𝑔+21(𝑛), 𝑓
+
21(𝑛) загальної iнтеґровної нелiнiйної си-

стеми (2.6)–(2.19) за допомоги двох наборiв ма-
триць 𝐿−(𝑛|𝑧), 𝐴−(𝑛|𝑧) i 𝐿+(𝑛|𝑧), 𝐴+(𝑛|𝑧), вiдпо-
вiдно. Отже формально ми в змозi взяти до роз-
гляду два окремi уособлення базового рiвняння ну-
льової кривини (2.1), а саме мiнус-позначене рiвня-
ння нульової кривини

�̇�−(𝑛|𝑧) = 𝐴−(𝑛+ 1|𝑧)𝐿−(𝑛|𝑧)− 𝐿−(𝑛|𝑧)𝐴−(𝑛|𝑧)
(3.3)

та плюс-позначене рiвняння нульової кривини

�̇�+(𝑛|𝑧) = 𝐴+(𝑛+ 1|𝑧)𝐿+(𝑛|𝑧)− 𝐿+(𝑛|𝑧)𝐴+(𝑛|𝑧).
(3.4)

З огляду на цю домовленiсть немає жодних прин-
ципових перепон аби залучити мiнус-позначену до-
помiжну лiнiйну задачу

𝑋−(𝑛+ 1|𝑧) = 𝐿−(𝑛|𝑧)𝑋−(𝑛|𝑧), (3.5)
�̇�−(𝑛|𝑧) = 𝐴−(𝑛|𝑧)𝑋−(𝑛|𝑧), (3.6)

пов’язану з матрицями 𝐿−(𝑛|𝑧), 𝐴−(𝑛|𝑧), 𝑋−(𝑛|𝑧),
та плюс-позначену допомiжну лiнiйну задачу

𝑋+(𝑛+ 1|𝑧) = 𝐿+(𝑛|𝑧)𝑋+(𝑛|𝑧), (3.7)
�̇�+(𝑛|𝑧) = 𝐴+(𝑛|𝑧)𝑋+(𝑛|𝑧), (3.8)

пов’язану з матрицями 𝐿+(𝑛|𝑧), 𝐴+(𝑛|𝑧), 𝑋+(𝑛|𝑧),
до складу консолiдованої схеми перетворення
Дарбу.

За означенням [13] перетворення Дарбу

𝑋+(𝑛|𝑧) = 𝑆(𝑛|𝑧)𝑋−(𝑛|𝑧) (3.9)

пов’язує розв’язки 𝑋−(𝑛|𝑧) i 𝑋+(𝑛|𝑧) мiнус-
позначеної (3.5), (3.6) та плюс-позначеної (3.7),
(3.8) допомiжних лiнiйних задач за допомоги ма-
трицi Дарбу 𝑆(𝑛|𝑧). Матриця Дарбу 𝑆(𝑛|𝑧) мусить
пiдпорядковуватись системi матричних рiвнянь

𝑆(𝑛+ 1|𝑧)𝐿−(𝑛|𝑧) = 𝐿+(𝑛|𝑧)𝑆(𝑛|𝑧), (3.10)
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�̇�(𝑛|𝑧) = 𝐴+(𝑛|𝑧)𝑆(𝑛|𝑧)− 𝑆(𝑛|𝑧)𝐴−(𝑛|𝑧), (3.11)

що слугують за просторову (3.10) та часову (3.11)
умови сумiсности мiж мiнус-позначеною (3.5),
(3.6) та плюс-позначеною (3.7), (3.8) допомiжни-
ми лiнiйними задачами. Варто зауважити, що цi
умови (3.10), (3.11) разом з мiнус-позначеним рiв-
нянням нульової кривини (3.3) приводять до плюс-
позначеного рiвняння нульової кривини (3.4). Нав-
паки, часову умову сумiсности (3.11) слушно роз-
глядати як прямий наслiдок просторової умови су-
мiсности (3.10), якщо як мiнус-позначене (3.3), так
i плюс-позначене (3.4) рiвняння нульової кривини
вважати задовiльненими.

Вiдповiдно до мнемонiчного правила, згадувано-
го Кузнєцовим i Склянiним [33], анзаца для ма-
трицi Дарбу 𝑆(𝑛|𝑧) варто вибрати у формi, анало-
гiчнiй до форми спектральної матрицi 𝐿(𝑛|𝑧). Iн-
шими словами, ми маємо припустити, що матриця
Дарбу задається виразом

𝑆(𝑛|𝑧) =

=

(︂
𝑧2 + 𝑢11(𝑛) 𝑡12(𝑛)𝑧 + 𝑢12(𝑛)𝑧

−1

𝑡21(𝑛)𝑧 + 𝑢21(𝑛)𝑧
−1 𝑡22(𝑛) + 𝑧−2

)︂
.

(3.12)

Цей анзац (3.12) приписує правдоподiбно найпро-
стiший варiант матрицi Дарбу, доцiльний для на-
шого завдання. Його покликанням, як очiкується,
є утворити один додатковий солiтон в наступно-
му (плюс-позначеному) розв’язку нелiнiйної си-
стеми порiвняно з попереднiм (мiнус-позначеним)
розв’язком. Намiр же утворити заразом кiлька со-
лiтонiв вимагає вибору матрицi Дарбу, узагальне-
ної до виду, що мiстить спектральний параметр з
такими самими показниками степеня, як i добуток
вiдповiдної кiлькости спектральних матриць.

Використовуючи прийнятий анзац (3.12) для ма-
трицi Дарбу, просторову умову сумiсности (3.10)
можна переписати у виглядi дванадцяти спiввiд-
ношень мiж функцiями, що конкретизують матри-
цю Дарбу 𝑆(𝑛|𝑧), i функцiями, залученими до ма-
триць 𝐿−(𝑛|𝑧) та 𝐿+(𝑛|𝑧). Вiдповiднi вирази ма-
ють вигляд

𝑡12(𝑛) = 𝑓−12(𝑛), (3.13)

𝑢21(𝑛) = 𝑔−21(𝑛), (3.14)

𝑡21(𝑛+ 1) = 𝑓+21(𝑛), (3.15)

𝑢12(𝑛+ 1) = 𝑔+12(𝑛) (3.16)

та

𝑔−11(𝑛) + 𝑡12(𝑛+ 1)𝑓−21(𝑛) + 𝑢11(𝑛+ 1) = 𝑔+11(𝑛) + 𝑓+12(𝑛)𝑡21(𝑛) + 𝑢11(𝑛), (3.17)

𝑢11(𝑛+ 1)𝑔−11(𝑛) + 𝑢12(𝑛+ 1)𝑓−21(𝑛) + 𝑡12(𝑛+ 1)𝑔−21(𝑛) = 𝑔+11(𝑛)𝑢11(𝑛) + 𝑓+12(𝑛)𝑢21(𝑛) + 𝑔+12(𝑛)𝑡21(𝑛), (3.18)

𝑢11(𝑛+ 1)𝑓−12(𝑛) + 𝑡12(𝑛+ 1)𝑓−22(𝑛) + 𝑔−12(𝑛) = 𝑔+11(𝑛)𝑡12(𝑛) + 𝑓+12(𝑛)𝑡22(𝑛) + 𝑢12(𝑛), (3.19)

𝑢11(𝑛+ 1)𝑔−12(𝑛) + 𝑡12(𝑛+ 1) + 𝑢12(𝑛+ 1)𝑓−22(𝑛) = 𝑔+11(𝑛)𝑢12(𝑛) + 𝑓+12(𝑛) + 𝑔+12(𝑛)𝑡22(𝑛), (3.20)

𝑓−22(𝑛) + 𝑢21(𝑛+ 1)𝑔−12(𝑛) + 𝑡22(𝑛+ 1) = 𝑓+22(𝑛) + 𝑔+21(𝑛)𝑢12(𝑛) + 𝑡22(𝑛), (3.21)

𝑡22(𝑛+ 1)𝑓−22(𝑛) + 𝑡21(𝑛+ 1)𝑔−12(𝑛) + 𝑢21(𝑛+ 1)𝑓−12(𝑛) = 𝑓+22(𝑛)𝑡22(𝑛) + 𝑔+21(𝑛)𝑡12(𝑛) + 𝑓+21(𝑛)𝑢12(𝑛), (3.22)

𝑡22(𝑛+ 1)𝑔−21(𝑛) + 𝑢21(𝑛+ 1)𝑔−11(𝑛) + 𝑓−21(𝑛) = 𝑓+22(𝑛)𝑢21(𝑛) + 𝑔+21(𝑛)𝑢11(𝑛) + 𝑡21(𝑛), (3.23)

𝑡22(𝑛+ 1)𝑓−21(𝑛) + 𝑢21(𝑛+ 1) + 𝑡21(𝑛+ 1)𝑔−11(𝑛) = 𝑓+22(𝑛)𝑡21(𝑛) + 𝑔+21(𝑛) + 𝑓+21(𝑛)𝑢11(𝑛). (3.24)

Виникає питання, яким чином застосувати рiв-
няння (3.13)–(3.24) аби одержати новий розв’я-
зок загальної нелiнiйної системи, спираючись на
попереднiй. Цiлком очевидний i разом з тим не-
практичний спосiб – це вилучити всi посередни-
цькi функцiї Дарбу 𝑢11(𝑛), 𝑡12(𝑛), 𝑢12(𝑛), 𝑡22(𝑛),

𝑢21(𝑛), 𝑡21(𝑛) i одержати шiсть рiвнянь, що пов’я-
зують шiсть функцiй 𝑔+11(𝑛), 𝑓

+
12(𝑛), 𝑔

+
12(𝑛), 𝑓

+
22(𝑛),

𝑔+21(𝑛), 𝑓
+
21(𝑛) нового розв’язку iз шiстьома фун-

кцiями 𝑔−11(𝑛), 𝑓
−
12(𝑛), 𝑔

−
12(𝑛), 𝑓

−
22(𝑛), 𝑔

−
21(𝑛), 𝑓

−
21(𝑛)

припустимо вiдомого попереднього розв’язку. За
означенням цi шiсть рiвнянь встановлюють пере-
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творення Беклунда (Bäcklund) мiж попереднiм i
новим розв’язками. Позаяк вислiднi формули для
перетворення Беклунда (Bäcklund) по сутi є занад-
то громiздкi, то ми їх тут не подаємо. Однак, сам
факт їхнього iснування надає упевнености в тому,
що вихiднi рiвняння (3.13)–(3.24) слiд розглядати
як внутрiшньо несуперечливий засiб у розбудовi
методу одягання Дарбу.

Засади методу одягання Дарбу полягають у вiд-
новлюваннi функцiй Дарбу, спираючись на певнi
загальнi спектральнi властивостi ухваленого анза-
ца Дарбу, за посилки, що засiвний розв’язок (пред-
ставлений мiнус-позначеними польовими функцi-
ями) нелiнiйної системи вже вiдомо заздалегiдь.
Пiсля завершення цiєї програми ґенерацiя ново-
го (ужинкового) розв’язку (представленого мiнус-
позначеними польовими функцiями) зводиться до
розв’язку суто лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, ви-
браних належним чином з розгорненого запису
(3.13)–(3.24) просторової умови сумiсности (3.10).
При найпростiшому виборi матрицi Дарбу (3.12)
першi два рiвняння (3.13) i (3.14) з розгорненого
запису (3.13)–(3.24) явно показують, що лише чо-
тири (а саме 𝑢11(𝑛), 𝑢12(𝑛), 𝑡22(𝑛), 𝑡21(𝑛)) iз шести
функцiй Дарбу здатнi претендувати на дiйсно на-
перед невiдомi.

Аби досягти успiху в застосуваннi методу одя-
гання Дабру до нашої загальної нелiнiйної систе-
ми (2.6)–(2.19), необхiдно проаналiзувати згорнуте
еволюцiйне рiвняння

𝑑

𝑑𝜏
ln[det𝑆(𝑛|𝑧)] = Sp𝐴+(𝑛|𝑧)− Sp𝐴−(𝑛|𝑧), (3.25)

виведене з належно пiдготованої часової умови су-
мiсности (3.11) внаслiдок дiї операцiї слiду. За-
уваживши зокрема, що комбiнацiя Sp𝐴+(𝑛|𝑧)−
−Sp𝐴−(𝑛|𝑧) не залежить вiд спектрального пара-
метра 𝑧, ми здатнi швидко з’ясувати, що величини

𝑊+(𝑛) = 𝑡22(𝑛)− 𝑡21(𝑛)𝑡12(𝑛), (3.26)

𝑊0(𝑛)=1+𝑡22(𝑛)𝑢11(𝑛)−𝑡21(𝑛)𝑢12(𝑛)−𝑡12(𝑛)𝑢21(𝑛),
(3.27)

𝑊−(𝑛) = 𝑢11(𝑛)− 𝑢12(𝑛)𝑢21(𝑛), (3.28)

якi входять до виразу

det𝑆(𝑛|𝑧) =𝑊+(𝑛)𝑧
2 +𝑊0(𝑛) +𝑊−(𝑛)𝑧

−2, (3.29)

мають еволюцiонувати у спосiб, що приводить до
ланцюжка рiвнянь

𝑑

𝑑𝜏
ln𝑊+(𝑛) =

𝑑

𝑑𝜏
ln𝑊0(𝑛) =

𝑑

𝑑𝜏
ln𝑊−(𝑛). (3.30)

Як наслiдок, функцiї 𝑊+(𝑛), 𝑊0(𝑛), 𝑊−(𝑛) мусять
вiдрiзнятися лише незалежними вiд часу коефiцi-
єнтами. До того ж, за умови однорiдности просто-
ру цi часонезалежнi коефiцiєнти мають бути не-
залежними i вiд просторової координати. Вiдтак,
формула (3.29) для детермiнанта матрицi Дарбу
набуває форми

det𝑆(𝑛|𝑧) =
(︀
𝑧2 + 𝑢11

)︀(︀
𝑧−2 + 𝑡22

)︀ 𝑊0(𝑛)

1 + 𝑢11𝑡22
, (3.31)

де параметри 𝑢11 i 𝑡22 постають незалежними як
вiд часу, так i вiд кординати, тодi як функцiї
𝑡12(𝑛), 𝑢12(𝑛) i 𝑢21(𝑛), 𝑡21(𝑛) прийнято такими, що
швидко спадають до нуля на обох просторових не-
скiнченностях. Одержаний вираз (3.31) показує,
що всi чотири (𝑟 = 1, 2, 3, 4) коренi 𝑧𝑟 рiвняння
det𝑆(𝑛|𝑧) = 0 є незалежними як вiд часу, так i вiд
координати.

З огляду на очевидну тотожнiсть det𝑆(𝑛|𝑧𝑟) =
= 0, з означення перетворення Дарбу (3.9) безпосе-
редньо випливає рiвняння det𝑋+(𝑛|𝑧𝑟) = 0. Оста-
ння рiвнiсть означає, що

2∑︁
𝑘=1

𝑋+
𝑗𝑘(𝑛|𝑧𝑟)𝜀𝑘(𝑧𝑟) = 0 (3.32)

або ж детальнiше

2∑︁
𝑖=1

2∑︁
𝑘=1

𝑆𝑗𝑖(𝑛|𝑧𝑟)𝑋−
𝑖𝑘(𝑛|𝑧𝑟)𝜀𝑘(𝑧𝑟) = 0, (3.33)

де 𝑋+
𝑗𝑘(𝑛|𝑧) i 𝑆𝑗𝑘(𝑛|𝑧) – матричнi елементи ма-

триць 𝑋+(𝑛|𝑧) i 𝑆(𝑛|𝑧), вiдповiдно. Тут всi вi-
сiм спектральних параметрiв 𝜀𝑘(𝑧𝑟) (𝑘 = 1, 2;
𝑟 = 1, 2, 3, 4) змушенi бути незалежними як вiд ча-
су 𝜏 , так i вiд координати 𝑛. Це твердження має
статус строго доведеної теореми.

Одержана формула (3.33) мiстить неоднорiдну
систему восьми лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
(𝑗 = 1, 2; 𝑟 = 1, 2, 3, 4), що уможливлює вирази-
ти невiдомi функцiї Дарбу 𝑢11(𝑛), 𝑢12(𝑛), 𝑡22(𝑛),
𝑡21(𝑛) через апрiорi вiдомi складовi частини ма-
трицi Дарбу i розв’язок 𝑋−(𝑛|𝑧) мiнус-позначеної
допомiжної лiнiйної задачi (3.5) i (3.6), заразом
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беручи до уваги спектральнi параметри 𝜀𝑘(𝑧𝑟) i
коренi 𝑧𝑟. Своєю чергою, розв’язок 𝑋−(𝑛|𝑧) пов-
нiстю визначається мiнус-позначеним (засiвним)
розв’язком 𝑔−11(𝑛), 𝑓−12(𝑛), 𝑔−12(𝑛), 𝑓−22(𝑛), 𝑔−21(𝑛),
𝑓−21(𝑛) цiкавої нам загальної нелiнiйної iнтеґров-
ної системи (2.6)–(2.19). Отже, у поєднаннi з по-
передньо одержаними розгорненими формулами
(3.13)–(3.24) для просторової умови сумiсности
(3.10) ми приходимо до замкненої процедури одя-
гання Дарбу, що уможливлює зґенерувати но-
вий розв’язок 𝑔+11(𝑛), 𝑓

+
12(𝑛), 𝑔

+
12(𝑛), 𝑓

+
22(𝑛), 𝑔

+
21(𝑛),

𝑓+21(𝑛) загальної нелiнiйної системи (2.6)–(2.19), ви-
ходячи з уже вiдомого розв’язку 𝑔−11(𝑛), 𝑓

−
12(𝑛),

𝑔−12(𝑛), 𝑓
−
22(𝑛), 𝑔

−
21(𝑛), 𝑓

−
21(𝑛).

Принагiдно, варто зауважити, що спектральнi
коефiцiєнти 𝜀𝑘(𝑧𝑟) i коренi 𝑧𝑟, якi виникають в про-
цедурi одягання Дарбу, вiдiграють таку саму роль,
що й дискретнi спектральнi данi в методi оберненої
задачi розсiяння [2, 12, 50, 52, 53, 61, 62, 65].

4. Симетрiї дискретних спектральних
даних 𝜀𝑘(𝑧𝑟) i 𝑧𝑟, дотичнi до нелiнiйної
Шрьодiнґерової системи з нелiнiйностями
притягувального типу [67, 68]

Розглядаючи багатокомпонентну нелiнiйну Шрьо-
дiнґерову систему з нелiнiйностями притягуваль-
ного типу (1.1)–(1.6) i враховуючи попарне ком-
плексне спряження її польових змiнних (2.20)–
(2.25) та її параметрiв зв’язку (2.26)–(2.29), лег-
ко показати, що спектральна 𝐿(𝑛|𝑧) i еволюцiйна
𝐴(𝑛|𝑧) матрицi (2.4) i (2.5) (з матрицею 𝐴(𝑛|𝑧)
(2.5), заданою формулами (2.12)–(2.19)), демон-
струють наступнi спiввiдношення симетрiї

𝜎2[𝐿(𝑛|1/𝑧*)]*𝜎2 = 𝐿(𝑛|𝑧), (4.1)

𝜎3[𝐿(𝑛| − 𝑧)]𝜎3 = 𝐿(𝑛|𝑧) (4.2)

i

𝜎2[𝐴(𝑛|1/𝑧*)]*𝜎2 = 𝐴(𝑛|𝑧), (4.3)

𝜎3[𝐴(𝑛| − 𝑧)]𝜎3 = 𝐴(𝑛|𝑧), (4.4)

де символи 𝜎2 i 𝜎3 позначають другу

𝜎2 =

(︂
0 −i
+i 0

)︂
(4.5)

i третю

𝜎3 =

(︂
+1 0
0 −1

)︂
(4.6)

матрицi Паулi (Pauli). Як наслiдок, аналогiчнi
спiввiдношення симетрiї

𝜎2[𝑋(𝑛|1/𝑧*)]*𝜎2 = 𝑋(𝑛|𝑧), (4.7)

𝜎3[𝑋(𝑛| − 𝑧)]𝜎3 = 𝑋(𝑛|𝑧) (4.8)

є чиннi також i для матричної функцiї 𝑋(𝑛|𝑧).
Схожi властивостi мусять справджуватись i для
мiнус-позначених та плюс-позначених варiантiв
усих трьох вищеiнспектованих матриць, а також
i для матрицi Дарбу 𝑆(𝑛|𝑧):

𝜎2[𝑆(𝑛|1/𝑧*)]*𝜎2 = 𝑆(𝑛|𝑧), (4.9)

𝜎3[𝑆(𝑛| − 𝑧)]𝜎3 = 𝑆(𝑛|𝑧). (4.10)

Нижче ми перелiчимо кiлька найрепрезантативнi-
ших висновкiв з вищевстановлених спiввiдношень
симетрiї.

Зокрема ми маємо

𝑡*21(𝑛) = −𝑢12(𝑛), (4.11)

𝑡*22(𝑛) = +𝑢11(𝑛), (4.12)

𝑡*12(𝑛) = −𝑢21(𝑛). (4.13)

Можна показати, що цi формули обґрунтовують
рiвнiсть 𝑡*22 = 𝑢11, що спонукає до наступних па-
раметризацiй

𝑢11 = − exp(+2𝛾 + 2iκ), (4.14)

𝑡22 = − exp(+2𝛾 − 2iκ), (4.15)

де 𝛾 i κ – дiйснi параметри, незалежнi вiд ча-
су i координати. Тодi для коренiв 𝑧𝑟 рiвняння
det𝑆(𝑛|𝑧) = 0 (з det𝑆(𝑛|𝑧), заданим формулою
(3.31)) ми матимемо

𝑧1 = exp(+𝛾 + iκ) = −𝑧3, (4.16)

𝑧2 = exp(−𝛾 + iκ) = −𝑧4. (4.17)

Iншi важливi властивостi

𝜀1(−𝑧𝑟)/𝜀2(−𝑧𝑟) = −𝜀1(+𝑧𝑟)/𝜀2(+𝑧𝑟), (4.18)

𝜀*2(𝑧2)/𝜀
*
1(𝑧2) = −𝜀1(𝑧1)/𝜀2(𝑧1), (4.19)

𝜀*2(𝑧4)/𝜀
*
1(𝑧4) = −𝜀1(𝑧3)/𝜀2(𝑧3) (4.20)

вказують на наступнi параметризацiї

𝜀2(𝑧2)/𝜀1(𝑧2) = +exp(+𝑑+ i𝑒) = −𝜀2(𝑧4)/𝜀1(𝑧4),
(4.21)
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𝜀2(𝑧1)/𝜀1(𝑧1) = − exp(−𝑑+ i𝑒) = −𝜀2(𝑧3)/𝜀1(𝑧3)
(4.22)

з дiйсними параметрами 𝑑 i 𝑒, незалежними як вiд
часу, так i вiд координати.

Аналiз усих наявних властивостей симетрiї пiд-
штовхує до низки спрощень. Найважливiшою з
них є здатнiсть скоротити наполовину кiлькiсть лi-
нiйних алгебраїчних рiвнянь, закодованих у фор-
мулi (3.33), яка мiстить як вiдомi 𝑡12(𝑛), 𝑢21(𝑛),
так i невiдомi 𝑢11(𝑛), 𝑢12(𝑛), 𝑡22(𝑛), 𝑡21(𝑛) функцiї
Дарбу. Пiсля цього число лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь вже збiгається з числом невiдомих фун-
кцiй функцiй Дарбу, i спрощена система рiвнянь
стає легкорозв’язною.

5. Багатокомпонентний солiтонний
розв’язок для нелiнiйної Шрьодiнґерової
системи з нелiнiйностями притягувального
типу [67, 68]

Покладаючись на результати попереднiх двох роз-
дiлiв, побудуємо односолiтонний розв’язок для не-
лiнiйної Шрьодiнґерової системи на стьожцi три-
кутної ґратки (1.1)–(1.6) за нелiнiйностей притя-
гувального типу.

Для цього в якостi засiвного (мiнус-позначеного)
ми виберемо вакуумний розв’язок

𝑓−12(𝑛) = +𝑞−+(𝑛) = 0, (5.1)
𝑔−12(𝑛) = −𝑞−−(𝑛) = 0, (5.2)
𝑔−11(𝑛) = 𝜇−(𝑛) = 𝜇, (5.3)
𝑔−21(𝑛) = −𝑟−+(𝑛) = 0, (5.4)
𝑓−21(𝑛) = +𝑟−−(𝑛) = 0, (5.5)
𝑓−22(𝑛) = 𝜈−(𝑛) = 𝜈. (5.6)

Пiсля цього мiнус-позначенi спектральна та ево-
люцiйна матрицi стають незалежними вiд коорди-
натної змiнної

𝐿−(𝑛|𝑧) = 𝐿−(𝑧), (5.7)
𝐴−(𝑛|𝑧) = 𝐴−(𝑧), (5.8)

тодi як спектральна матриця 𝐿−(𝑧) виявляється
незалежною ще й вiд часової змiнної.

Як наслiдок, мiнус-позначене рiвняння нульової
кривини (3.3) спрощується до строгого спiввiдно-
шення комутативности

𝐴−(𝑧)𝐿−(𝑧) = 𝐿−(𝑧)𝐴−(𝑧), (5.9)

яке вказує, що матрицi

𝐿−(𝑧) =

(︂
𝑧2 + 𝜇 0

0 𝜈 + 𝑧−2

)︂
(5.10)

i

𝐴−(𝑧) =

(︂
−i𝛼𝑧2 0

0 +i𝛽𝑧−2

)︂
(5.11)

подiляють один i той же набiр власних функцiй

|x−
𝑘 (𝑧)⟩ =

(︂
⟨1|x−

𝑘 (𝑧)⟩
⟨2|x−

𝑘 (𝑧)⟩

)︂
=

(︂
𝛿1𝑘
𝛿2𝑘

)︂
(5.12)

з iндексом 𝑘, що пробiгає значення 1 i 2, та вели-
чиною 𝛿𝑗𝑘, встановленою для дельта-символу Кро-
некера (Kronecker). Власнi значення 𝜂𝑘(𝑧) та �̇�𝑘(𝑧)
матриць 𝐿−(𝑧) i 𝐴−(𝑧), вiдповiдно, є такi

𝜂1(𝑧) = 𝑧2 + 𝜇, (5.13)
𝜂2(𝑧) = 𝜈 + 𝑧−2 (5.14)

i

�̇�1(𝑧) = −i𝛼𝑧2, (5.15)
�̇�2(𝑧) = +i𝛽𝑧−2. (5.16)

Виявляється, що першi власнi значення 𝜂1(𝑧) i
𝜂2(𝑧) збiгаються з власними значеннями (2.35) i
(2.36) граничного спектрального оператора 𝐿(𝑧),
введеного в роздiлi 2. Цей факт пiдкреслює при-
роджену властивiсть власних значень 𝜂𝑗(𝑧) бути
нечутливими до вибору уподобаної схеми iнтеґру-
вання.

Тепер можна легко пересвiдчитись, що компо-
ненти 𝑋−

𝑗𝑘(𝑛|𝑧) розв’язку 𝑋−(𝑛|𝑧) мiнус-позначе-
ної допомiжної задачi (3.5) i (3.6) треба взяти у
формi

𝑋−
𝑗𝑘(𝑛|𝑧) = ⟨𝑗|x𝑘(𝑧)⟩[𝜂𝑘(𝑧)]𝑛 exp[𝜙𝑘(𝑧)] ≡

≡ 𝛿𝑗𝑘[𝜂𝑘(𝑧)]
𝑛 exp[𝜙𝑘(𝑧)] (5.17)

з функцiями 𝜙𝑘(𝑧), визначеними виразами

𝜙1(𝑧) = −i𝐴𝑧2 + i𝜓, (5.18)
𝜙2(𝑧) = +i𝐵𝑧−2 − i𝜓. (5.19)

Тут 𝜓 – дiйсний сталий параметр, тодi як функцiї
𝐴 i 𝐵 є розв’язки звичайних диференцiйних рiв-
нянь першого порядку

�̇� = 𝛼 (5.20)
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i

�̇� = 𝛽, (5.21)

обмеженi умовою комплексного спряження
𝐵*= 𝐴.

Знаючи компоненти 𝑋−
𝑗𝑘(𝑛|𝑧) матричної функцiї

𝑋−(𝑛|𝑧), ми маємо знайти чотири шуканi функцiї
Дарбу 𝑢11(𝑛), 𝑢12(𝑛) i 𝑡22(𝑛), 𝑡21(𝑛). Це завдання
є здiйсниме за допомоги розв’язування двох вко-
рочених неоднорiдних систем рiвнянь, залучених
до застереження (3.33), яке обумовлює тотожностi

det𝑆(𝑛|𝑧𝑟) = 0 (𝑟 = 1, 2, 3, 4). Результати розра-
хункiв є такi

𝑢11(𝑛) = 𝑈11(𝑛)/𝑈00(𝑛), (5.22)

𝑢12(𝑛) = 𝑈12(𝑛)/𝑈00(𝑛) (5.23)

i

𝑡22(𝑛) = 𝑇22(𝑛)/𝑇00(𝑛), (5.24)

𝑡21(𝑛) = 𝑇21(𝑛)/𝑇00(𝑛), (5.25)

де

𝑈11(𝑛) = 𝑋−
11(𝑛|𝑧2)𝑋

−
22(𝑛|𝑧1)𝜀2(𝑧1)𝜀1(𝑧2)𝑧22/𝑧1 −𝑋−

11(𝑛|𝑧1)𝑋
−
22(𝑛|𝑧2)𝜀2(𝑧2)𝜀1(𝑧1)𝑧21/𝑧2, (5.26)

𝑈12(𝑛) = 𝑋−
11(𝑛|𝑧1)𝑋

−
11(𝑛|𝑧2)𝜀1(𝑧2)𝜀1(𝑧1)[𝑧21 − 𝑧22 ], (5.27)

𝑈00(𝑛) = 𝑋−
11(𝑛|𝑧1)𝑋

−
22(𝑛|𝑧2)𝜀2(𝑧2)𝜀1(𝑧1)/𝑧2 −𝑋−

11(𝑛|𝑧2)𝑋
−
22(𝑛|𝑧1)𝜀2(𝑧1)𝜀1(𝑧2)/𝑧1 (5.28)

i

𝑇22(𝑛) = 𝑋−
22(𝑛|𝑧1)𝑋

−
11(𝑛|𝑧2)𝜀1(𝑧2)𝜀2(𝑧1)𝑧2/𝑧21 −𝑋−

22(𝑛|𝑧2)𝑋
−
11(𝑛|𝑧1)𝜀1(𝑧1)𝜀2(𝑧2)𝑧1/𝑧22 , (5.29)

𝑇21(𝑛) = 𝑋−
22(𝑛|𝑧2)𝑋

−
22(𝑛|𝑧1)𝜀2(𝑧1)𝜀2(𝑧2)[1/𝑧22 − 1/𝑧21 ], (5.30)

𝑇00(𝑛) = 𝑋−
22(𝑛|𝑧2)𝑋

−
11(𝑛|𝑧1)𝜀1(𝑧1)𝜀2(𝑧2)𝑧1 −𝑋−

22(𝑛|𝑧1)𝑋
−
11(𝑛|𝑧2)𝜀1(𝑧2)𝜀2(𝑧1)𝑧2. (5.31)

Позаяк функцiї Дарбу 𝑢11(𝑛), 𝑢12(𝑛) i 𝑡22(𝑛), 𝑡21(𝑛) вже знайдено, ми маємо пiдставити їх до остан-
нiх десяти рiвнянь (3.15)–(3.24), виведених з просторової умови сумiсности (3.10), i вiдродити всi шiсть
функцiй 𝑞++(𝑛), 𝑞

+
−(𝑛), 𝜇+(𝑛) i 𝑟++(𝑛), 𝑟

+
−(𝑛), 𝜈+(𝑛), долучених до односолiтонного розв’язку. При про-

веденнi вказаних розрахункiв ми оперували лише з шiстьома належним чином вибраними рiвняннями,
тодi як решта рiвнянь знадобилася суто для перевiрки одержаних результатiв. Кiнцевi формули для
багатокомпонентного односолiтонного розв’язку гласять

𝑞++(𝑛) = + sinh(2𝛾)
exp[+2i(κ+ + κ−)(𝑛− 𝜉 − 𝑦) + i𝜒]

cosh[2(𝛾+ + 𝛾−)(𝑛− 𝑠− 𝑥)]
, (5.32)

𝑞+−(𝑛) = − sinh(2𝛾)
exp[+2i(κ+ + κ−)(𝑛+ 𝜉 − 𝑦) + i𝜒]

cosh[2(𝛾+ + 𝛾−)(𝑛+ 𝑠− 𝑥)]
, (5.33)

𝜇+(𝑛) = 𝜇− exp(+2iκ) sinh(2𝛾) sinh[2(𝛾+ + 𝛾− − 𝛾)]

cosh[2(𝛾+ + 𝛾−)(𝑛− 𝑠− 𝑥)] cosh[2(𝛾+ + 𝛾−)(𝑛+ 𝑠− 𝑥)]
(5.34)

i
𝑟++(𝑛) = + sinh(2𝛾)

exp[−2i(κ+ + κ−)(𝑛− 𝜉 − 𝑦)− i𝜒]

cosh[2(𝛾+ + 𝛾−)(𝑛− 𝑠− 𝑥)]
, (5.35)

𝑟+−(𝑛) = − sinh(2𝛾)
exp[−2i(κ+ + κ−)(𝑛+ 𝜉 − 𝑦)− i𝜒]

cosh[2(𝛾+ + 𝛾−)(𝑛+ 𝑠− 𝑥)]
, (5.36)
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𝜈+(𝑛) = 𝜈 − exp(−2iκ) sinh(2𝛾) sinh[2(𝛾+ + 𝛾− − 𝛾)]

cosh[2(𝛾+ + 𝛾−)(𝑛− 𝑠− 𝑥)] cosh[2(𝛾+ + 𝛾−)(𝑛+ 𝑠− 𝑥)]
. (5.37)

Тут двi пари дiйсних сталих параметрiв 𝛾+, κ+ i
𝛾−, κ− означено двома системами рiвнянь

exp(+2𝛾+ + 2iκ+) = exp(+2𝛾 + 2iκ) + 𝜇, (5.38)

exp(+2𝛾+ − 2iκ+) = exp(+2𝛾 − 2iκ) + 𝜈 (5.39)

i

exp(−2𝛾− + 2iκ−) = exp(−2𝛾 + 2iκ) + 𝜇, (5.40)

exp(−2𝛾− − 2iκ−) = exp(−2𝛾 − 2iκ) + 𝜈, (5.41)

вiдповiдно. Iншi три дiйснi сталi параметри 𝑠, 𝜉, 𝜒
задано формулами

2𝑠 = 1− 𝛾

𝛾+ + 𝛾−
, (5.42)

2𝜉 = 1− κ
κ+ + κ−

, (5.43)

𝜒 = κ+ + κ− + 4κ + 2𝜓 − 𝑒. (5.44)

Аби зконкретизувати дiйснi величини 𝑥 та 𝑦, необ-
хiдно в ранiше означених функцiях 𝐴 i 𝐵 видiлити
їхнi дiйснi та уявнi частини:

𝐴 = Re(𝐴) + iIm(𝐴), (5.45)

𝐵 = Re(𝐴)− iIm(𝐴). (5.46)

Тодi розгорнутий запис для функцiй 𝑥 та 𝑦 подає-
ться виразами

𝑥 = −1

2
− 𝛾 + 𝑑/2

𝛾+ + 𝛾−
− sinh(2𝛾)

𝛾+ + 𝛾−
[Re(𝐴) sin(2κ) + Im(𝐴) cos(2κ)] (5.47)

i

𝑦 =
cosh(2𝛾)

κ+ + κ−
[Re(𝐴) cos(2κ)− Im(𝐴) sin(2κ)], (5.48)

вiдповiдно. Отже часовi залежностi властиво дiйсних функцiй Re(𝐴) та Im(𝐴) визначають всю динамiку
солiтона.

З одержаного односолiтонного розв’язку (5.32)–(5.37) видно, що величина sinh(2𝛾) характеризує ам-
плiтуду кожної основної солiтонної компоненти, тодi як параметр 4𝛾 виявляє себе як повне число збу-
джень в односолiтонному розв’язку. Останнє твердження випливає iз загальної формули для повного
числа збуджень

𝑁 =

∞∑︁
𝑚=−∞

ln

[︂
1 + 𝜇(𝑚)𝜈(𝑚) + 𝑞+(𝑚)𝑟+(𝑚) + 𝑞−(𝑚)𝑟−(𝑚)

1 + 𝜇𝜈

]︂
, (5.49)

застосованої до односолiтонного розв’язку (5.32)–(5.37).

Величина 𝑥 тiсно пов’язана iз середньою пов-
здовжньою координатою солiтонного хвильового
пакета. Припускаючи тлумачення величини 𝑥 ко-
ректним, величину

𝜐 = − sinh(2𝛾)

𝛾+ + 𝛾−
[Re(𝛼) sin(2κ) + Im(𝛼) cos(2κ)],

(5.50)

означену формулою 𝜐 = �̇�, слiд розумiти як пов-
здовжню швидкiсть солiтона.

Величина 1/2|𝛾+ + 𝛾−|, розглядувана за умови
|𝛾+ + 𝛾−| ≪ 1, оцiнює характерний розмiр кожної
основної солiтонної компоненти в повздовжньому
напрямку, проте при |𝛾++𝛾−| & 1 така оцiнка втра-
чає коректнiсть внаслiдок помiтного прояву дис-
кретности ґратки в так званому дихальному ко-
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ливаннi повздовжнього розмiру солiтона, спричи-
неному його повздовжнiм рухом [60, 65]. У свою
чергу, параметр 2(κ+ + κ−) є тiсно пов’язаний з
iмпульсом солiтона. Варто також зауважити, що
параметр 2𝑠 описує розщеплення мiж середнiми
координатами верхньоланцюжкової та нижньолан-
цюжкової основних солiтонних компонент, тодi як
параметр 4(κ+ + κ−)𝜉 визначає розщеплення мiж
фазами цих компонент.

У випадку нульового фону 𝜇 = 0 = 𝜈 для супу-
тнiх польових змiнних 𝜇(𝑛) i 𝜈(𝑛) означення (5.38)–
(5.41) параметрiв 𝛾+, κ+ i 𝛾−, κ− показують, що
𝛾+ = 𝛾 = 𝛾− i κ+ = κ = κ−. Iнакше кажучи,
ми можемо розумiти параметри 1/4𝛾 i 4κ як де-
якi первиннi характеристики, спорiдненi, вiдповiд-
но, до повздовжнього розмiру солiтона та iмпульсу
солiтона. Цi первиннi параметри збiгаються з фi-
зичними параметрами 1/2|𝛾+ + 𝛾−| i 2(κ+ + κ−)
лише за умови 𝜇 = 0 = 𝜈.

6. Рекурентна схема
послiдовних перетворень Дарбу [67]

Аби процедура одягання Дарбу стала зручною для
послiдовного застосування, доцiльно розглядати
верхнi iндекси мiнус та плюс, що вiдповiдають за-
сiвному та ужинковому розв’язкам, як поточнi.
При цьому ми ухвалимо наступнi замiни

𝐿−(𝑛|𝑧) → 𝐿(𝑠)(𝑛|𝑧), (6.1)

𝐿+(𝑛|𝑧) → 𝐿(𝑐)(𝑛|𝑧), (6.2)

𝑋−(𝑛|𝑧) → 𝑋(𝑠)(𝑛|𝑧), (6.3)

𝑋+(𝑛|𝑧) → 𝑋(𝑐)(𝑛|𝑧), (6.4)

𝑆(𝑛|𝑧) → 𝑆(𝑐)(𝑛|𝑧), (6.5)

𝑧𝑟 → 𝑧𝑟(𝑐), (6.6)

𝜀𝑘(𝑧𝑟) → 𝜀
(𝑐)
𝑘 (𝑧𝑟(𝑐)), (6.7)

вважаючи 𝑐 ≡ 𝑠+ 1 довiльним додатнiм цiлим чи-
слом. Тут першi два записи (6.1) i (6.2) передбача-
ють, що аналогiчнi змiни будуть введенi i до наяв-
них амплiтуд поля. Що ж стосується 𝑐-тої матрицi
Дарбу 𝑆(𝑐)(𝑛|𝑧), то вона має бути задана виразом

𝑆(𝑐)(𝑛|𝑧) =

=

(︃
𝑧2 + 𝑢

(𝑐)
11 (𝑛) 𝑓

(𝑠)
12 (𝑛)𝑧 + 𝑢

(𝑐)
12 (𝑛)𝑧

−1

𝑡
(𝑐)
21 (𝑛)𝑧 + 𝑔

(𝑠)
21 (𝑛)𝑧

−1 𝑡
(𝑐)
22 (𝑛) + 𝑧−2

)︃
(6.8)

у повнiй узгодженостi з властивостями 𝑡
(𝑐)
12 (𝑛) =

= 𝑓
(𝑠)
12 (𝑛) i 𝑢(𝑐)12 (𝑛) = 𝑔

(𝑠)
21 (𝑛), встановленими ранiше.

Якщо нульовий засiвний розв’язок 𝑔
(0)
11 (𝑛),

𝑓
(0)
12 (𝑛), 𝑔(0)12 (𝑛), 𝑓

(0)
22 (𝑛), 𝑔(0)21 (𝑛), 𝑓

(0)
21 (𝑛) та вiдповiд-

на нульова допомiжна матрична функцiя𝑋(0)(𝑛|𝑧)
вiдомi, тодi 𝑁 -тий ужинковий розв’язок 𝑔

(𝑁)
11 (𝑛),

𝑓
(𝑁)
12 (𝑛), 𝑔(𝑁)

12 (𝑛), 𝑓 (𝑁)
22 (𝑛), 𝑔(𝑁)

21 (𝑛), 𝑓 (𝑁)
21 (𝑛) визнача-

ють наступнi рекурентнi формули

𝑔
(𝑐)
11 (𝑛) = 𝐺

(𝑐)
11 (𝑛)/𝐷

(𝑐)
00 (𝑛), (6.9)

𝑓
(𝑐)
12 (𝑛) = 𝐹

(𝑐)
12 (𝑛)/𝐷

(𝑐)
00 (𝑛), (6.10)

𝑔
(𝑐)
12 (𝑛) = 𝑢

(𝑐)
12 (𝑛+ 1) (6.11)

i

𝑓
(𝑐)
22 (𝑛) = 𝐹

(𝑐)
22 (𝑛)/𝐷

(𝑐)
00 (𝑛), (6.12)

𝑔
(𝑐)
21 (𝑛) = 𝐺

(𝑐)
21 (𝑛)/𝐷

(𝑐)
00 (𝑛), (6.13)

𝑓
(𝑐)
21 (𝑛) = 𝑡

(𝑐)
21 (𝑛+ 1), (6.14)

де

𝐺
(𝑐)
11 (𝑛) =

[︁
𝑢
(𝑐)
11 (𝑛+ 1)𝑔

(𝑠)
11 (𝑛) + 𝑢

(𝑐)
12 (𝑛+ 1)𝑓

(𝑠)
21 (𝑛) + 𝑓

(𝑠)
12 (𝑛+ 1)𝑔

(𝑠)
21 (𝑛)− 𝑢

(𝑐)
12 (𝑛+ 1)𝑡

(𝑐)
21 (𝑛)

]︁
𝑡
(𝑐)
22 (𝑛) −

− 𝑔
(𝑠)
21 (𝑛)

[︁
𝑢
(𝑐)
11 (𝑛+ 1)𝑓

(𝑠)
12 (𝑛) + 𝑓

(𝑠)
12 (𝑛+ 1)𝑓

(𝑠)
22 (𝑛) + 𝑔

(𝑠)
12 (𝑛)− 𝑢

(𝑐)
12 (𝑛)

]︁
, (6.15)

𝐹
(𝑐)
12 (𝑛) =

[︁
𝑢
(𝑐)
11 (𝑛+ 1)𝑓

(𝑠)
12 (𝑛) + 𝑓

(𝑠)
12 (𝑛+ 1)𝑓

(𝑠)
22 (𝑛) + 𝑔

(𝑠)
12 (𝑛)− 𝑢

(𝑐)
12 (𝑛)

]︁
𝑢
(𝑐)
11 (𝑛) −

− 𝑓
(𝑠)
12 (𝑛)

[︁
𝑢
(𝑐)
11 (𝑛+ 1)𝑔

(𝑠)
11 (𝑛) + 𝑢

(𝑐)
12 (𝑛+ 1)𝑓

(𝑠)
21 (𝑛) + 𝑓

(𝑠)
12 (𝑛+ 1)𝑔

(𝑠)
21 (𝑛)− 𝑢

(𝑐)
12 (𝑛+ 1)𝑡

(𝑐)
21 (𝑛)

]︁
, (6.16)

𝐷
(𝑐)
00 (𝑛) = 𝑢

(𝑐)
11 (𝑛)𝑡

(𝑐)
22 (𝑛)− 𝑔

(𝑠)
21 (𝑛)𝑓

(𝑠)
12 (𝑛), (6.17)
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𝐹
(𝑐)
22 (𝑛) =

[︁
𝑡
(𝑐)
22 (𝑛+ 1)𝑓

(𝑠)
22 (𝑛) + 𝑡

(𝑐)
21 (𝑛+ 1)𝑔

(𝑠)
12 (𝑛) + 𝑔

(𝑠)
21 (𝑛+ 1)𝑓

(𝑠)
12 (𝑛)− 𝑡

(𝑐)
21 (𝑛+ 1)𝑢

(𝑐)
12 (𝑛)

]︁
𝑢
(𝑐)
11 (𝑛) −

− 𝑓
(𝑠)
12 (𝑛)

[︁
𝑡
(𝑐)
22 (𝑛+ 1)𝑔

(𝑠)
21 (𝑛) + 𝑔

(𝑠)
21 (𝑛+ 1)𝑔

(𝑠)
11 (𝑛) + 𝑓

(𝑠)
21 (𝑛)− 𝑡

(𝑐)
21 (𝑛)

]︁
, (6.18)

𝐺
(𝑐)
21 (𝑛) =

[︁
𝑡
(𝑐)
22 (𝑛+ 1)𝑔

(𝑠)
21 (𝑛) + 𝑔

(𝑠)
21 (𝑛+ 1)𝑔

(𝑠)
11 (𝑛) + 𝑓

(𝑠)
21 (𝑛)− 𝑡

(𝑐)
21 (𝑛)

]︁
𝑡
(𝑐)
22 (𝑛) −

− 𝑔
(𝑠)
21 (𝑛)

[︁
𝑡
(𝑐)
22 (𝑛+ 1)𝑓

(𝑠)
22 (𝑛) + 𝑡

(𝑐)
21 (𝑛+ 1)𝑔

(𝑠)
12 (𝑛) + 𝑔

(𝑠)
21 (𝑛+ 1)𝑓

(𝑠)
12 (𝑛)− 𝑡

(𝑐)
21 (𝑛+ 1)𝑢

(𝑐)
12 (𝑛)

]︁
, (6.19)

а верхнiй iндекс 𝑐 пробiгає цiлi додатнi числа вiд
1 до 𝑁 , тодi як 𝑠 = 𝑐 − 1. Тут 𝑐-тi функцiї Дарбу
𝑢
(𝑐)
11 (𝑛), 𝑢

(𝑐)
12 (𝑛) i 𝑡(𝑐)22 (𝑛), 𝑡

(𝑐)
21 (𝑛) задано формулами

𝑢
(𝑐)
11 (𝑛) = 𝑈

(𝑐)
11 (𝑛)/𝑈

(𝑐)
00 (𝑛), (6.20)

𝑢
(𝑐)
12 (𝑛) = 𝑈

(𝑐)
12 (𝑛)/𝑈

(𝑐)
00 (𝑛) (6.21)

i

𝑡
(𝑐)
22 (𝑛) = 𝑇

(𝑐)
22 (𝑛)/𝑇

(𝑐)
00 (𝑛), (6.22)

𝑡
(𝑐)
21 (𝑛) = 𝑇

(𝑐)
21 (𝑛)/𝑇

(𝑐)
00 (𝑛), (6.23)

де

𝑈
(𝑐)
11 (𝑛) = 𝑌

(𝑠)
1 (𝑛|𝑧2(𝑐))𝑌 (𝑠)

2 (𝑛|𝑧1(𝑐))𝑧22(𝑐)/𝑧1(𝑐)− 𝑌
(𝑠)
1 (𝑛|𝑧1(𝑐))𝑌 (𝑠)

2 (𝑛|𝑧2(𝑐))𝑧21(𝑐)/𝑧2(𝑐) +

+ 𝑓
(𝑠)
12 (𝑛)𝑌

(𝑠)
2 (𝑛|𝑧1(𝑐))𝑌 (𝑠)

2 (𝑛|𝑧2(𝑐)) [𝑧2(𝑐)/𝑧1(𝑐)− 𝑧1(𝑐)/𝑧2(𝑐)], (6.24)

𝑈
(𝑐)
12 (𝑛) = 𝑌

(𝑠)
1 (𝑛|𝑧1(𝑐))𝑌 (𝑠)

1 (𝑛|𝑧2(𝑐))
[︀
𝑧21(𝑐)− 𝑧22(𝑐)

]︀
+

+ 𝑓
(𝑠)
12 (𝑛)

[︁
𝑌

(𝑠)
2 (𝑛|𝑧1(𝑐))𝑌 (𝑠)

1 (𝑛|𝑧2(𝑐))𝑧1(𝑐)− 𝑌
(𝑠)
2 (𝑛|𝑧2(𝑐))𝑌 (𝑠)

1 (𝑛|𝑧1(𝑐))𝑧2(𝑐)
]︁
, (6.25)

𝑈
(𝑐)
00 (𝑛) = 𝑌

(𝑠)
1 (𝑛|𝑧1(𝑐))𝑌 (𝑠)

2 (𝑛|𝑧2(𝑐))/𝑧2(𝑐)− 𝑌
(𝑠)
1 (𝑛|𝑧2(𝑐))𝑌 (𝑠)

2 (𝑛|𝑧1(𝑐))/𝑧1(𝑐), (6.26)

i

𝑇
(𝑐)
22 (𝑛) = 𝑌

(𝑠)
2 (𝑛|𝑧1(𝑐))𝑌 (𝑠)

1 (𝑛|𝑧2(𝑐))𝑧2(𝑐)/𝑧21(𝑐)− 𝑌
(𝑠)
2 (𝑛|𝑧2(𝑐))𝑌 (𝑠)

1 (𝑛|𝑧1(𝑐))𝑧1(𝑐)/𝑧22(𝑐) +

+ 𝑔
(𝑠)
21 (𝑛)𝑌

(𝑠)
1 (𝑛|𝑧2(𝑐))𝑌 (𝑠)

1 (𝑛|𝑧1(𝑐)) [𝑧2(𝑐)/𝑧1(𝑐)− 𝑧1(𝑐)/𝑧2(𝑐)], (6.27)

𝑇
(𝑐)
21 (𝑛) = 𝑌

(𝑠)
2 (𝑛|𝑧2(𝑐))𝑌 (𝑠)

2 (𝑛|𝑧1(𝑐))
[︀
1/𝑧22(𝑐)− 1/𝑧21(𝑐)

]︀
+

+ 𝑔
(𝑠)
21 (𝑛)

[︁
𝑌

(𝑠)
1 (𝑛|𝑧2(𝑐))𝑌 (𝑠)

2 (𝑛|𝑧1(𝑐))/𝑧2(𝑐)− 𝑌
(𝑠)
1 (𝑛|𝑧1(𝑐))𝑌 (𝑠)

2 (𝑛|𝑧2(𝑐))/𝑧1(𝑐)
]︁
, (6.28)

𝑇
(𝑐)
00 (𝑛) = 𝑌

(𝑠)
2 (𝑛|𝑧2(𝑐))𝑌 (𝑠)

1 (𝑛|𝑧1(𝑐))𝑧1(𝑐)− 𝑌
(𝑠)
2 (𝑛|𝑧1(𝑐))𝑌 (𝑠)

1 (𝑛|𝑧2(𝑐))𝑧2(𝑐) (6.29)

iз введеним скороченим записом

𝑌
(𝑠)
𝑗 (𝑛|𝑧𝑟(𝑐)) =

2∑︁
𝑘=1

𝑋
(𝑠)
𝑗𝑘 (𝑛|𝑧𝑟(𝑐))𝜀(𝑐)𝑘 (𝑧𝑟(𝑐)). (6.30)

Всi цi формули (6.8)–(6.30) належить доповнити
спiввiдношенням перетворення Дарбу

𝑋(𝑐)(𝑛|𝑧) = 𝑆(𝑐)(𝑛|𝑧)𝑋(𝑠)(𝑛|𝑧) (6.31)

як неодмiнної частини всiєї рекурсивної про-
цедури.

У випадку вакуумного нульового засiвного роз-
в’язку (5.1)–(5.6), пов’язаного iз системою з при-
тягувальним типом нелiнiйностей (1.1)–(1.6), коли

𝑓
(0)
𝑗𝑘 (𝑛) = 𝜈 𝛿𝑗𝑘, (6.32)

𝑔
(0)
𝑗𝑘 (𝑛) = 𝜇 𝛿𝑗𝑘, (6.33)
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𝑋
(0)
𝑗𝑘 (𝑛|𝑧) = 𝛿𝑗𝑘[𝜂𝑘(𝑧)]

𝑛 exp[𝜙𝑘(𝑧)], (6.34)

iз загальних формул (6.8)–(6.30) випливає пер-
ший ужинковий розв’язок 𝑔

(1)
11 (𝑛), 𝑓

(1)
12 (𝑛), 𝑔(1)12 (𝑛),

𝑓
(1)
22 (𝑛), 𝑔

(1)
21 (𝑛), 𝑓

(1)
21 (𝑛) односолiтонного типу

(5.32)–(5.37). Постає питання, чи можна iдентифi-
кувати𝑁 -тий ужинковий розв’язок, заснований на
вакуумному нульовому засiвному розв’язку (6.32),
(6.33), як 𝑁 -солiтонний розв’язок. Нижче ми наве-
демо деякi переконливi арґументи на користь по-
зитивної вiдповiдi.

Перш за все ми параметризуємо коренi 𝑧1(𝑐) i
𝑧2(𝑐) рiвняння det𝑆(𝑐)(𝑛|𝑧) = 0 за допомогою фор-
мул

𝑧1(𝑐) = exp[+𝛾(𝑐) + iκ(𝑐)], (6.35)

𝑧2(𝑐) = exp[−𝛾(𝑐) + iκ(𝑐)], (6.36)

де iндекс 𝑐 пробiгає цiлi додатнi числа вiд 1 до 𝑁 .
Враховуючи, що величина sinh[2𝛾(1)] визначає ам-
плiтуду будь-якої з основних польових функцiй у
випадку суто односолiтонного розв’язку, ми зосе-
редимося на другому ужинковому розв’язку, що
характеризується параметрами 𝛾(1) i 𝛾(2) з па-
раметром 𝛾(1), успадкованим вiд односолiтонно-
го засiвного розв’язку. Аби осягнути двосолiтон-
нiсть структури другого засiвного розв’язку, до-
статньо показати, що в граничному випадку зни-
комого засiвного параметра 𝛾(1) розв’язок вижи-
ває як новоутворений солiтон з амплiтудою ко-
жної основної польової функцiї визначеною вели-
чиною sinh[2𝛾(2)]. Найпростiший спосiб перевiрити
таке твердження забезпечується взаємно однозна-
чною вiдповiднiстю мiж фундаментальною систе-
мою рiвнянь

2∑︁
𝑘=1

𝑆
(1)
𝑗𝑘 (𝑛|𝑧𝑟(1))𝑋(0)

𝑘𝑘 (𝑛|𝑧𝑟(1))𝜀
(1)
𝑘 (𝑧𝑟(1)) = 0, (6.37)

пов’язаною з суто односолiтонним розв’язком, та
її двiйником

2∑︁
𝑘=1

𝑆
(2)
𝑗𝑘 (𝑛|𝑧𝑟(2))𝑋(0)

𝑘𝑘 (𝑛|𝑧𝑟(2))𝜔
(2)
𝑘 (𝑧𝑟(2)) = 0, (6.38)

пов’язаним з другим ужинковим розв’язком, взя-
тим в границi зникомого 𝛾(1). Дiйсно, структури
матриць Дарбу в першiй (6.37) i останнiй (6.38)
системах є суттєво подiбнi, оскiльки 𝑓

(0)
12 (𝑛) = 0 =

= 𝑔
(0)
21 (𝑛) i 𝑓 (1)12 (𝑛) = 0 = 𝑔

(1)
21 (𝑛). До того ж, пе-

ренормованi параметри 𝜔(2)(𝑧𝑟(2)), що входять до
другої системи (6.38), задаються формулами

𝜔
(2)
1 (𝑧𝑟(2)) =

{︀
𝑧2𝑟 (2)− exp[+2iκ(1)]

}︀
𝜀
(2)
1 (𝑧𝑟(2)),

(6.39)
𝜔
(2)
2 (𝑧𝑟(2)) =

{︀
𝑧−2
𝑟 (2)− exp[−2iκ(1)]

}︀
𝜀
(2)
2 (𝑧𝑟(2)),

(6.40)

якi, вочевидь, гарантують симетрiю[︁
𝜔
(2)
2 (𝑧2(2))/𝜔

(2)
1 (𝑧2(2))

]︁*
= −𝜔(2)

1 (𝑧1(2))/𝜔
(2)
2 (𝑧1(2)),

(6.41)

що є iзоморфною до первинної симетрiї[︁
𝜀
(2)
2 (𝑧2(2))/𝜀

(2)
1 (𝑧2(2))

]︁*
= −𝜀(2)1 (𝑧1(2))/𝜀

(2)
2 (𝑧1(2)).

(6.42)

Таким чином, з огляду на симетрiю[︁
𝜀
(1)
2 (𝑧2(1))/𝜀

(1)
1 (𝑧2(1))

]︁*
= −𝜀(1)1 (𝑧1(1))/𝜀

(1)
2 (𝑧1(1)),

(6.43)

властивостi параметрiв 𝜀
(1)
𝑘 (𝑧𝑟(1)) i 𝜔(2)

𝑘 (𝑧𝑟(2)) є
подiбнi. Нарештi, вiдповiднiсть мiж функцiями
𝑋

(0)
𝑘𝑘 (𝑛|𝑧𝑟(1)) i 𝑋

(0)
𝑘𝑘 (𝑛|𝑧𝑟(2)) видається самооче-

видною.
За iндукцiєю ми можемо стверджувати, що 𝑁 -

тий ужинковий розв’язок, заснований на вакуум-
ному нульовому засiвному розв’язку, слiд тракту-
вати як 𝑁 -солiтонний розв’язок.

7. Нескiнченна множина локальних
густин як передумова для iнтеґровности
системи в сенсi Лiувiлля [66, 68]

Iнтеґровнiсть за Лiувiллем (Liouville) нелiнiйної
системи, заданої на нескiнченному просторовому
носiєвi, означає, що iснує нескiнченна множина
збережних величин, попарно iнволютивних (кому-
тативних) помiж собою [54]. Проте, вже щонаймен-
ше знання декiлькох локальних густин дає добру
нагоду дослiджувати динамiку системи. Тут пiд
термiном “локальна густина” ми маємо на увазi гу-
стину 𝜌(𝑛), яка входить до локального закону збе-
реження (аналога рiвняння неперервности в дис-
кретному просторi)

�̇�(𝑛) = 𝐽(𝑛| 𝑛− 1)− 𝐽(𝑛+ 1| 𝑛), (7.1)
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де величину 𝐽(𝑛+1/2| 𝑛−1/2) належить трактува-
ти як потiк. Що стосується величини

∑︀+∞
𝑛=−∞ 𝜌(𝑛),

то вона, вочевидь, зберiгається, якщо значення по-
току на обох просторових нескiнченностях спiв-
падають. Розглядаючи нашу загальну iнтеґровну
систему (2.6)–(2.19), ми вважатимемо, що остан-
ню вимогу виконано для всiєї нескiнченної множи-
ни потокiв шляхом правильного вибору граничних
умов для прототипових польових змiнних.

У цьому роздiлi ми представимо у явному вигля-
дi кiлька найнижчих локальних законiв збережен-
ня iз нескiнченної iєрархiї, пов’язаної з загальною
iнтеґровною системою (2.6)–(2.19). Три з них ви-
пливають з унiверсального локального закону збе-
реження [68]

𝑑

𝑑𝜏
ln [det𝐿(𝑛|𝑧)] = Sp𝐴(𝑛+ 1|𝑧)− Sp𝐴(𝑛|𝑧), (7.2)

який є безпосереднiм наслiдком рiвняння нульової
кривини (2.1) за умови, що det𝐿(𝑛|𝑧) ̸= 0, тодi як
решту рiвнянь породжує пряма рекурсивна проце-
дура [68], узагальнена версiя якої [66] є придатна
для будь-якої напiвдискретної iнтеґровної систе-
ми, пов’язаної з просторово одновимiрною допомi-
жною спектральною задачею довiльного порядку.

Варто зауважити, що iдея про застосування пря-
мої рекурсивної технiки для ґенерування законiв
збереження вперше постала в пiонерських працях
Конно (Konno), Санукi (Sanuki), Iчiкави (Ichikawa)
[29] та Вадатi (Wadati), Санукi (Sanuki), Конно
(Konno) [75], якi зосереджувалися виключно на
неперервних iнтеґровних нелiнiйних системах. У
випадку напiвдискретних iнтеґровних систем цей
пiдхiд було переформулювано Цучiдою (Tsuchida),
Уджiно (Ujino) i Вадатi (Wadati) [52, 53]. Однак,
на вiдмiну вiд узагальненої рекурсивної процеду-
ри [66], усi цi працi [29, 52, 53, 75] розглядали лише
найпростiшi версiї прямої рекурсивної процедури,
обмежившись допомiжними спектральними зада-
чами другого порядку в сенсi Кодрi (Caudrey).

Розпочнемо з локальних законiв збереження,
що походять з унiверсального закону збережен-
ня (7.2). При цьому ми скористаємося двомiрни-
ми матричними представленнями (2.4) i (2.5) для
спектрального 𝐿(𝑛|𝑧) та еволюцiйного 𝐴(𝑛|𝑧) опе-
раторiв з матричними елементами 𝐴𝑗𝑘(𝑛|𝑧), за-
даними в термiнах прототипних польових змiн-
них (2.12)–(2.19). Оскiльки величина det𝐿(𝑛|𝑧) є
полiномом Лорана (Laurent) за парними степеня-

ми спектрального параметра, а величина Sp𝐴(𝑛+
+1|𝑧) − Sp𝐴(𝑛|𝑧) не залежить вiд спектрального
параметра зовсiм, то локальнi закони збережен-
ня, породженi унiверсальним законом збереження
(7.2), постають у такому виглядi

�̇�+(𝑛) = 𝐽0(𝑛| 𝑛− 1)− 𝐽0(𝑛+ 1| 𝑛), (7.3)

�̇�0(𝑛) = 𝐽0(𝑛| 𝑛− 1)− 𝐽0(𝑛+ 1| 𝑛), (7.4)

�̇�−(𝑛) = 𝐽0(𝑛| 𝑛− 1)− 𝐽0(𝑛+ 1| 𝑛). (7.5)

Тут локальнi густини 𝜌+(𝑛), 𝜌0(𝑛), 𝜌−(𝑛) задано
виразами

𝜌+(𝑛) = ln [𝑓22(𝑛)− 𝑓21(𝑛)𝑓12(𝑛)], (7.6)

𝜌0(𝑛) =

= ln [1 + 𝑔11(𝑛)𝑓22(𝑛)− 𝑓12(𝑛)𝑔21(𝑛)− 𝑔12(𝑛)𝑓21(𝑛)],

(7.7)

𝜌−(𝑛) = ln [𝑔11(𝑛)− 𝑔12(𝑛)𝑔21(𝑛)], (7.8)

а потоки виявляються однаковими для усих трьох
локальних законiв збереження, позаяк кожен з них
пов’язаний зi спiльною величиною

𝐽0(𝑛| 𝑛−1) = 𝑏11𝑓12(𝑛)𝑓21(𝑛−1)+𝑐22𝑔21(𝑛)𝑔12(𝑛−1).

(7.9)

Структура найнижчих локальних законiв збе-
реження (7.3)–(7.5) забезпечує ланцюжок рiвнянь
�̇�+(𝑛) = �̇�0(𝑛) = �̇�−(𝑛). Як наслiдок, функцiї
exp[𝜌+(𝑛)], exp[𝜌0(𝑛)], exp[𝜌−(𝑛)] мають вiдрiзня-
тися мiж собою лише коефiцiєнтами, незалежними
вiд часової змiнної 𝜏 . Аби вберегти однорiднiсть
простору, цi коефiцiєнти треба розглядати як не-
залежнi також i вiд просторової змiнної 𝑛. Твер-
дження цього абзацу при застосуваннi до системи
з нелiнiйностями притягувального типу (1.1)–(1.6)
приводять до заявлених ранiше природнiх в’язей
(1.7) i (1.8) з часонезалежними фоновими параме-
трами 𝜇 i 𝜈.

Аби перейти до наступних локальних законiв
збереження ми коротко викладемо головнi особли-
востi прямої рекурсивної технiки в її загальнiй
формi [66], розглядаючи спектральний 𝐿(𝑛|𝑧) та
еволюцiйний 𝐴(𝑛|𝑧) оператори, заданi 𝑅 × 𝑅 ква-
дратовими матрицями (де det𝐿(𝑛|𝑧) ̸= 0), без жо-
дного посилання на данi розсiяння допомiжної спе-
ктральної задачi чи на Гамiльтонову (Hamilton)
структуру асоцiйованої iнтеґровної системи. Тут
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ми не накладаємо жодних спрощувальних обме-
жень на порядок спектрального оператора з тим,
аби вiн мiг навiть спiвпадати з рангом 𝑅 вiдповiд-
ної матрицi.

Перш за все ми змушенi оперувати iз системою
допомiжних функцiй Γ𝑗𝑘(𝑛|𝑧), якi пiдпорядкованi
правилу

Γ𝑗𝑖(𝑛|𝑧)Γ𝑖𝑘(𝑛|𝑧) = Γ𝑗𝑘(𝑛|𝑧) (7.10)

i мусять задовольняти наступну систему просторо-
вих рiвнянь Рiккатi (Riccati)

Γ𝑗𝑘(𝑛+ 1|𝑧)
𝑅∑︁
𝑖=1

𝐿𝑘𝑖(𝑛|𝑧)Γ𝑖𝑘(𝑛|𝑧) =

=

𝑅∑︁
𝑖=1

𝐿𝑗𝑖(𝑛|𝑧)Γ𝑖𝑘(𝑛|𝑧), (7.11)

де величини 𝐿𝑗𝑘(𝑛|𝑧) означають матричнi елемен-
ти спектрального оператора 𝐿(𝑛|𝑧). Загальна вла-
стивiсть (7.10) накладає обмеження на допомiжнi
функцiї Γ𝑗𝑘(𝑛|𝑧) так, що лише 𝑅 − 1 з них мо-
жна розглядати як справдi незалежнi. Наприклад,
маючи справу зi спектральним оператором друго-
го порядку (𝑅 = 2), достатньо використовувати
лише одну допомiжну функцiю, тодi як спираю-
чись на спектральний оператор третього порядку
(𝑅 = 3), ми маємо заручитись вже двома допомi-
жними функцiями.

Iншою ключовою складовою частиною загаль-
ного пiдходу є сукупнiсть твiрних рiвнянь
𝑑

𝑑𝜏
ln𝑀𝑗𝑗(𝑛|𝑧) = 𝐵𝑗𝑗(𝑛+ 1|𝑧)−𝐵𝑗𝑗(𝑛|𝑧) (7.12)

з функцiями 𝑀𝑗𝑗(𝑛|𝑧) та 𝐵𝑗𝑗(𝑛|𝑧), заданими вира-
зами

𝑀𝑗𝑗(𝑛|𝑧) =
𝑅∑︁
𝑖=1

𝐿𝑗𝑖(𝑛|𝑧)Γ𝑖𝑗(𝑛|𝑧) (7.13)

i

𝐵𝑗𝑗(𝑛|𝑧) =
𝑅∑︁
𝑖=1

𝐴𝑗𝑖(𝑛|𝑧)Γ𝑖𝑗(𝑛|𝑧), (7.14)

де 𝐴𝑗𝑘(𝑛|𝑧) – матричнi елементи еволюцiйного опе-
ратора 𝐴(𝑛|𝑧).

Аби зґенерувати iєрархiю локальних законiв збе-
реження ми мусимо шукати розв’язки рiвнянь Рiк-
катi (Riccati) (7.11) у формi деякого прийнятно-
го степеневого ряду вiдносно спектрального пара-
метра 𝑧 або оберненого спектрального параметра
1/𝑧. Потiм, ввiвши результат обчислення до твiр-
них рiвнянь (7.12) i звiвши члени з однаковими
степенями 𝑧 або 1/𝑧, ми здатнi прийти до нескiн-
ченної iєрархiї локальних законiв збереження. Ло-
кальна густина кожного локального закону збере-
ження диктується винятково спектральним опера-
тором, тодi як локальнi потоки – поєднанням спе-
ктрального та еволюцiйного операторiв, оскiльки
величини ln𝑀𝑗𝑗(𝑛|𝑧) слiд розумiти як твiрнi функ-
цiї локальних густин, а 𝐵𝑗𝑗(𝑛|𝑧) – як твiрнi функцiї
локальних потокiв.

У нашому випадку спектральної 𝐿(𝑛|𝑧) (2.4)
та еволюцiйної 𝐴(𝑛|𝑧) (2.5) квадратових матриць
другого порядку система просторових рiвнянь Рiк-
катi (Riccati) зводиться до двох взаємно еквiва-
лентних рiвнянь

Γ12(𝑛+ 1|𝑧)
[︀
𝑓21(𝑛)𝑧 + 𝑔21(𝑛)𝑧

−1
]︀
Γ12(𝑛|𝑧) + Γ12(𝑛+ 1|𝑧)

[︀
𝑓22(𝑛) + 𝑧−2

]︀
=

=
[︀
𝑧2 + 𝑔11(𝑛)

]︀
Γ12(𝑛|𝑧) + 𝑓12(𝑛)𝑧 + 𝑔12(𝑛)𝑧

−1, (7.15)

i

Γ21(𝑛+ 1|𝑧)
[︀
𝑓12(𝑛)𝑧 + 𝑔12(𝑛)𝑧

−1
]︀
Γ21(𝑛|𝑧) + Γ21(𝑛+ 1|𝑧)

[︀
𝑧2 + 𝑔11(𝑛)

]︀
=

=
[︀
𝑓22(𝑛) + 𝑧−2

]︀
Γ21(𝑛|𝑧) + 𝑓21(𝑛)𝑧 + 𝑔21(𝑛)𝑧

−1. (7.16)

Отже, розвиваючи рекурсивну процедуру при
|𝑧| → 0, варто розглянути перше (7.15) з двох рiв-
нянь i шукати функцiю Γ12(𝑛|𝑧) у виглядi

Γ12(𝑛|𝑧) = 𝑧

∞∑︁
𝑘=0

𝛾12(𝑛|0|𝑘)𝑧2𝑘. (7.17)

Навпаки, розвиваючи рекурсивну процедуру при
|𝑧| → ∞, розумно використати друге (7.16) iз
двох альтернативних рiвнянь i шукати функцiю
Γ21(𝑛|𝑧) у виглядi

Γ21(𝑛|𝑧) = 𝑧−1
∞∑︁
𝑘=0

𝛾21(𝑛|∞|𝑘)𝑧−2𝑘. (7.18)
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Належнi обчислення в межах кожної зi щойно за-
явлених рекурентних схем продукують для двох
найпростiших (але дуже важливих) локальних за-
конiв збереження наступнi вирази

�̇�12+(𝑛) = 𝐽12+(𝑛| 𝑛− 1)− 𝐽12+(𝑛+ 1| 𝑛), (7.19)

�̇�21−(𝑛) = 𝐽21−(𝑛| 𝑛− 1)− 𝐽21−(𝑛+ 1| 𝑛), (7.20)

де

𝜌12+(𝑛) = 𝑓22(𝑛) + 𝑔21(𝑛)𝑔12(𝑛− 1), (7.21)

𝜌21−(𝑛) = 𝑔11(𝑛) + 𝑓12(𝑛)𝑓21(𝑛− 1) (7.22)

i

𝐽12+(𝑛+ 1| 𝑛) = 𝑐22𝑔21(𝑛+ 1)𝑔12(𝑛)𝑓22(𝑛) −
− 𝑐22𝑔21(𝑛+ 1)𝑓12(𝑛)− 𝑓21(𝑛)𝑏11𝑔12(𝑛) −
− 𝑐22𝑔21(𝑛+ 1) [𝑔11(𝑛)− 𝑔12(𝑛)𝑔21(𝑛)] 𝑔12(𝑛− 1),

(7.23)
𝐽21−(𝑛+ 1| 𝑛) = 𝑏11𝑓12(𝑛+ 1)𝑓21(𝑛)𝑔11(𝑛) −
− 𝑏11𝑓12(𝑛+ 1)𝑔21(𝑛)− 𝑔12(𝑛)𝑐22𝑓21(𝑛) −
− 𝑏11𝑓12(𝑛+ 1) [𝑓22(𝑛)− 𝑓21(𝑛)𝑓12(𝑛)] 𝑓21(𝑛− 1).

(7.24)

Iншi двi допустимi, але бiльш громiздкi рекур-
сивнi процедури обчислення ґрунтуються на роз-
кладаннi в ряд

Γ21(𝑛|𝑧) = 𝑧

∞∑︁
𝑘=0

𝛾21(𝑛|0|𝑘)𝑧2𝑘 (7.25)

за умови |𝑧| → 0 i розкладаннi в ряд

Γ12(𝑛|𝑧) = 𝑧−1
∞∑︁
𝑘=0

𝛾12(𝑛|∞|𝑘)𝑧−2𝑘 (7.26)

за умови |𝑧| → ∞. Цi розклади було використано,
вiдповiдно, в другому (7.16) та першому (7.15) з
двох еквiвалентних рiвнянь Рiккатi (Riccati). Ре-
зультати обчислень вiдтворюють два локальнi за-
кони збереження (7.3) i (7.5), вже виведенi ранi-
ше з унiверсального локального закону збереже-
ння (7.2), та продукують додатково серiю нових.
Найпростiшими i разом з тим важливими серед
них є локальнi закони збереження

�̇�21+(𝑛) = 𝐽21+(𝑛| 𝑛− 1)− 𝐽21+(𝑛+ 1| 𝑛), (7.27)

�̇�12−(𝑛) = 𝐽12−(𝑛| 𝑛− 1)− 𝐽12−(𝑛+ 1| 𝑛), (7.28)

де

𝜌21+(𝑛) = 𝑓22(𝑛) + 𝑔21(𝑛+ 1)𝑔12(𝑛), (7.29)

𝜌12−(𝑛) = 𝑔11(𝑛) + 𝑓12(𝑛+ 1)𝑓21(𝑛) (7.30)

i

𝐽21+(𝑛| 𝑛− 1) = 𝑐22𝑓22(𝑛)𝑔21(𝑛)𝑔12(𝑛− 1) −
− 𝑐22𝑓21(𝑛)𝑔12(𝑛− 1)− 𝑔21(𝑛)𝑏11𝑓12(𝑛) −
− 𝑐22𝑔21(𝑛+ 1) [𝑔11(𝑛)− 𝑔12(𝑛)𝑔21(𝑛)] 𝑔12(𝑛− 1),

(7.31)

𝐽12−(𝑛| 𝑛− 1) = 𝑏11𝑔11(𝑛)𝑓12(𝑛)𝑓21(𝑛− 1) −
− 𝑏11𝑔12(𝑛)𝑓21(𝑛− 1)− 𝑓12(𝑛)𝑐22𝑔21(𝑛) −
− 𝑏11𝑓12(𝑛+ 1) [𝑓22(𝑛)− 𝑓21(𝑛)𝑓12(𝑛)] 𝑓21(𝑛− 1).

(7.32)

Оскiльки будь-яку функцiю у формi 𝐹 (𝑛+1|𝑛)−
−𝐹 (𝑛|𝑛− 1) можна завжди взяти за густину в де-
якому тривiальному локальному законi збережен-
ня, то локальнi густини 𝜌12+(𝑛) i 𝜌21+(𝑛) належить
розглядати як фiзично еквiвалентнi. Очевидно, та-
ке саме твердження стосується також i локальних
густин 𝜌21−(𝑛) та 𝜌12−(𝑛).

8. Гамiльтонове представлення
первинної нелiнiйної Шрьодiнґерової
системи з притягувальними
нелiнiйностями [67, 68]

Тепер, коли найнижчi локальнi густини загаль-
ної напiвдискретної iнтеґровної нелiнiйної систе-
ми вже вiдомi, ми можемо пiдлаштувати їх до по-
треб окремої редукованої системи з метою вiднай-
ти її Гамiльтонове (Hamilton) представлення в тер-
мiнах правильно означених Гамiльтонової (Hamil-
ton) функцiї i Пуассонової (Poisson) дужки (Пуас-
сонової структури). У цiй статтi ми обмежимось
випадком нелiнiйної Шрьодiнґерової системи на
стьожцi трикутної ґратки (1.1)–(1.6) за притягу-
вального типу нелiнiйностей.

Аби бути послiдовними, ми маємо пам’ятати, що
властивiсть �̇�+(𝑛) = �̇�0(𝑛) = �̇�−(𝑛) iнспiрує двi
природнi в’язi (1.7) i (1.8), якi вказують, що по-
льовi змiннi 𝜇(𝑛) i 𝜈(𝑛) (називанi супутнiми змiн-
ними) насправдi залежать вiд основних польових
змiнних 𝑞+(𝑛), 𝑞−(𝑛) i 𝑟+(𝑛), 𝑟−(𝑛).
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Внаслiдок цього, аби застосувати загальнi прин-
ципи Гамiльтонового пiдходу [21,38,78], ми для по-
чатку мусимо працювати лише з основними рiвня-
ннями (тобто рiвняннями (1.1)– (1.4)) аби спро-
бувати переписати їх в унiфiкованiй формi

ẏ𝜆(𝑛) =

4∑︁
κ=1

∞∑︁
𝑚=−∞

J𝜆κ(𝑛|𝑚)
𝜕𝐻

𝜕yκ(𝑚)
(8.1)

з величиною 𝐻, задiяною в якостi Гамiльтоно-
вої функцiї, i метричними елементами (елемен-
тами структурної або симплектичної матрицi)
J𝜆κ(𝑛|𝑚), пiдпорядкованими умовi антисиметри-
чности Jκ𝜆(𝑚|𝑛) = −J𝜆κ(𝑛|𝑚). Тут y1(𝑛), y2(𝑛),
y3(𝑛), y4(𝑛) – деякий повний набiр незалежних по-
льових змiнних, записаних в унiфiкованiй формi.
Вищенаведений вираз (8.1) є досить унiверсаль-
ний, позаяк вiн допускає велику низку конкретних
функцiональних спiввiдношеннь мiж унiфiковани-
ми i основними польовими змiнними. У цьому роз-
дiлi ми приймемо найпростiшу лiнiйну вiдповiд-
нiсть мiж цими двома множинами польових змiн-
них, задану спiввiдношеннями

𝑝y1(𝑛) = 𝑞−(𝑛), (8.2)

𝑝y2(𝑛) = 𝑞+(𝑛), (8.3)

𝑝y3(𝑛) = 𝑟−(𝑛), (8.4)

𝑝y4(𝑛) = 𝑟+(𝑛). (8.5)

Тут iндекс 𝑝 спереду величини 𝑝y𝜆 вказує, що на-
справдi ми маємо справу з первинними основними
польовими змiнними, замаскованими пiд унiфiко-
ванi, (тобто з такими основними польовими змiн-
ними, якими вони є в первиннiй версiї (1.1)–(1.6)
напiвдискретної iнтеґровної нелiнiйної Шрьодiнґе-
рової системи з фоново-реґульовними мiжвузлови-
ми резонансними зв’язками). Ми зберiгатимемо та-
кий самий iндекс спереду усих величин, притаман-
них первиннiй системi (1.1)–(1.6) в рамках Гамiль-
тонового викладу.

Досвiд, надбаний при розглядi iнших напiвдис-
кретних iнтеґровних нелiнiйних систем Шрьодi-
нґерового типу [27, 32, 47, 59], пiдказує нам шу-
кати густину Гамiльтонової функцiї вихiдної си-
стеми (1.1)–(1.6) як деяку суперпозицiю других
локальних густин, що входять до локальних за-
конiв збереження (див. формули (7.21), (7.22) та

(7.29), (7.30) з роздiлу 7, супроводжуванi форму-
лами (2.20)–(2.25) з роздiлу 2). Таке спостережен-
ня приводить до наступного претендента [67, 68]

𝑝𝐻 = −
∞∑︁

𝑚=−∞
𝛼[𝑞+(𝑚)𝑟−(𝑚− 1) + 𝜇(𝑚)− 𝜇]−

−
∞∑︁

𝑚=−∞
𝛽[𝑟+(𝑚)𝑞−(𝑚− 1) + 𝜈(𝑚)− 𝜈] (8.6)

на Гамiльтонову функцiю. Тодi, порiвнюючи ви-
хiднi основнi рiвняння (1.1)–(1.4) з їхньою шу-
каною унiфiкованою формою (8.1), ми одержує-
мо сукупнiсть претендентiв на метричнi елементи
𝑝J𝜆κ(𝑛|𝑚) в термiнах основних i супутнiх польових
змiнних. Вирази для їхнiх ненульових представни-
кiв подано нижче [68]:

𝑝J13(𝑛|𝑚) = −i[1 + 𝑞−(𝑛)𝑟−(𝑛)]𝛿𝑛𝑚, (8.7)

𝑝J14(𝑛|𝑚) = −i[𝑞−(𝑛)𝑟+(𝑛)− 𝜇(𝑛)]𝛿𝑛𝑚, (8.8)

𝑝J23(𝑛|𝑚) = −i[𝑞+(𝑛)𝑟−(𝑛)− 𝜈(𝑛)]𝛿𝑛𝑚, (8.9)

𝑝J24(𝑛|𝑚) = −i[1 + 𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛)]𝛿𝑛𝑚, (8.10)

𝑝J31(𝑛|𝑚) = +i[1 + 𝑟−(𝑛)𝑞−(𝑛)]𝛿𝑛𝑚, (8.11)

𝑝J32(𝑛|𝑚) = +i[𝑟−(𝑛)𝑞+(𝑛)− 𝜈(𝑛)]𝛿𝑛𝑚, (8.12)

𝑝J41(𝑛|𝑚) = +i[𝑟+(𝑛)𝑞−(𝑛)− 𝜇(𝑛)]𝛿𝑛𝑚, (8.13)

𝑝J42(𝑛|𝑚) = +i[1 + 𝑟+(𝑛)𝑞+(𝑛)]𝛿𝑛𝑚. (8.14)

Решта метричних елементiв є нульовi. Як тiль-
ки претендентiв на метричнi елементи знайдено,
ми маємо перевiрити, чи величина {𝐹,𝐺}, задана
формулою

{𝐹,𝐺} =

= −
4∑︁

𝜆=1

4∑︁
κ=1

∞∑︁
𝑛=−∞

∞∑︁
𝑚=−∞

𝜕𝐹

𝜕y𝜆(𝑛)
J𝜆κ(𝑛|𝑚)

𝜕𝐺

𝜕yκ(𝑚)
,

(8.15)

задовольняє усi вимоги, що пiдкрiплюють означен-
ня дужки Пуассона (Poisson) [21, 38, 78]. Найкри-
тичнiшою з них є вимога

{𝐸, {𝐹,𝐺}}+ {𝐹, {𝐺,𝐸}}+ {𝐺, {𝐸,𝐹}} = 0, (8.16)

зголошена на тотожнiсть Якобi. Вiдповiдно до за-
гального правила [21, 38, 78] ця вимога (8.16) рiв-
носильна системi рiвнянь
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4∑︁
κ=1

∞∑︁
𝑘=−∞

[︂
Jκ𝜆(𝑘|𝑙)

𝜕J𝜇𝜈(𝑚|𝑛)
𝜕yκ(𝑘)

+Jκ𝜇(𝑘|𝑚)
𝜕J𝜈𝜆(𝑛|𝑙)
𝜕yκ(𝑘)

+Jκ𝜈(𝑘|𝑛)
𝜕J𝜆𝜇(𝑙|𝑚)

𝜕yκ(𝑘)

]︂
= 0. (8.17)

NB. Тут iндекси, позначенi лiтерами 𝜇 i 𝜈, не
мають нiчого спiльного з фоновими параметра-
ми, визначеними як 𝜇 = lim|𝑛|→∞ 𝜇(𝑛) i 𝜈 =
= lim|𝑛|→∞ 𝜈(𝑛).

Безпосереднє пiдставлення ранiше одержаних
виразiв (8.7)–(8.14) для величин 𝑝J𝜆κ(𝑛|𝑚) з вико-
ристанням виразiв для похiдних 𝜕𝜇(𝑛)/𝜕𝑝yκ(𝑛) i
𝜕𝜈(𝑛)/𝜕𝑝yκ(𝑛), що випливають з природнiх в’язей
(1.7) i (1.8), зводить набiр вимог (8.17) до набору
тотожностей. У результатi тотожнiсть Якобi (8.16)
виявляється справедливою, виправдовуючи таким
чином як означення дужки Пуассона (8.15), так i
вибiр функцiї Гамiльтона (8.6).

Використовуючи загальне означення дужки Пу-
ассона (8.15), конкретизоване формулами для ме-
тричних елементiв (8.7)–(8.14), i враховуючи спiв-
вiдношення мiж унiфiкованими i основними по-
льовими змiнними (8.2)–(8.5), можна смiливо об-
числити усi можливi дужки Пуассона, пов’язанi з
основними 𝑞+(𝑛), 𝑟+(𝑛), 𝑞−(𝑛), 𝑟−(𝑛) i супутнiми
𝜇(𝑛), 𝜈(𝑛) польовими змiнними. Їхнiй список наве-
дено нижче

{𝑞+(𝑚), 𝑟+(𝑛)} = +i [1 + 𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛)]𝛿𝑛𝑚, (8.18)

{𝑞+(𝑚), 𝑟−(𝑛)} = +i [𝑞+(𝑛)𝑟−(𝑛)− 𝜈(𝑛)]𝛿𝑛𝑚, (8.19)

{𝑞−(𝑚), 𝑟−(𝑛)} = +i [1 + 𝑞−(𝑛)𝑟−(𝑛)]𝛿𝑛𝑚, (8.20)

{𝑞−(𝑚), 𝑟+(𝑛)} = +i [𝑞−(𝑛)𝑟+(𝑛)− 𝜇(𝑛)]𝛿𝑛𝑚, (8.21)

{𝑞+(𝑚), 𝑞+(𝑛)} = 0 = {𝑟+(𝑚), 𝑟+(𝑛)}, (8.22)

{𝑞+(𝑚), 𝑞−(𝑛)} = 0 = {𝑟+(𝑚), 𝑟−(𝑛)}, (8.23)

{𝑞−(𝑚), 𝑞−(𝑛)} = 0 = {𝑟−(𝑚), 𝑟−(𝑛)}, (8.24)

{𝜇(𝑚), 𝜈(𝑛)} = +i [𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛)− 𝑞−(𝑛)𝑟−(𝑛)]𝛿𝑛𝑚,

(8.25)

{𝜇(𝑚), 𝜇(𝑛)} = 0 = {𝜈(𝑚), 𝜈(𝑛)}, (8.26)

{𝜇(𝑚), 𝑟−(𝑛)} = +i [𝑟+(𝑛) + 𝑟−(𝑛)𝜇(𝑛)]𝛿𝑛𝑚, (8.27)

{𝜇(𝑚), 𝑞+(𝑛)} = −i [𝑞−(𝑛) + 𝑞+(𝑛)𝜇(𝑛)]𝛿𝑛𝑚, (8.28)

{𝜈(𝑚), 𝑞−(𝑛)} = −i [𝑞+(𝑛) + 𝑞−(𝑛)𝜈(𝑛)]𝛿𝑛𝑚, (8.29)

{𝜈(𝑚), 𝑟+(𝑛)} = +i [𝑟−(𝑛) + 𝑟+(𝑛)𝜈(𝑛)]𝛿𝑛𝑚, (8.30)

{𝜇(𝑚), 𝑟+(𝑛)} = 0 = {𝜈(𝑚), 𝑞+(𝑛)}, (8.31)

{𝜇(𝑚), 𝑞−(𝑛)} = 0 = {𝜈(𝑚), 𝑟−(𝑛)}. (8.32)

Покладаючись на цi результати (8.18)–(8.32), не-
важко перевiрити, що нелiнiйна система Шрьодi-
нґера на стьожцi трикутної ґратки (1.1)–(1.6) до-
пускає стисле Гамiльтонове представлення

𝑞+(𝑛) = {𝑝𝐻, 𝑞+(𝑛)}, (8.33)

�̇�+(𝑛) = {𝑝𝐻, 𝑟+(𝑛)}, (8.34)

𝑞−(𝑛) = {𝑝𝐻, 𝑞−(𝑛)}, (8.35)

�̇�−(𝑛) = {𝑝𝐻, 𝑟−(𝑛)}, (8.36)

�̇�(𝑛) = {𝑝𝐻,𝜇(𝑛)}, (8.37)

�̇�(𝑛) = {𝑝𝐻, 𝜈(𝑛)} (8.38)

з Гамiльтоновою функцiєю 𝑝𝐻, заданою ранiше дi-
браною формулою (8.6).

Хоча сама Гамiльтонова функцiя (8.6) i не ви-
являє жодних ознак нелiнiйної взаємодiї, оскiль-
ки вона задана квадратичною формою за по-
льовими змiнними, тим не менше нелiнiйнi вза-
ємодiї з’являються в первиннiй динамiчнiй си-
стемi (1.1)–(1.6) завдяки надзвичайно нестандар-
тнiй формi приналежних дужок Пуассона (8.18)–
(8.32). Постає питання, чи можна стандартизу-
вати форму Пуассонової структури i перенести
всi нелiнiйнi взаємодiї повнiстю в стандартизова-
ну Гамiльтонову функцiю. За деяких (термiноло-
гiчно завуальованих але вiрогiдних) умов позитив-
не твердження стосовно цiєї проблеми проголо-
шує теорема Дарбу (Darboux) [15, 16, 21, 38, 78],
проте вона не дає жодних розумних настанов що-
до способу виконання такої стандартизацiї. Пер-
шою практичною пiдказкою у розплутуваннi Гор-
дiєвого вузла стандартизацiї для нас став факт
рiзко вираженої критичности первинної (нестан-
дартизованої) нелiнiйної системи (1.1)–(1.6) вiдно-
сно керiвного фонового параметра 𝜇𝜈. Тему кри-
тичности системи ми розглянемо в наступному
роздiлi.

22 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. Огляди. 2017. Т. 12, № 1



Напiвдискретна iнтеґровна нелiнiйна шрьодiнґерова система

Рис. 2. Типове розбиття на областi аналiтичности для
функцiй Йоста в площинi фазоузгiдненого спектрального
параметра 𝑧 exp(−𝑖𝛿) при докритичних значеннях фоново-
го параметра 𝜇𝜈 < 1 (буквально при 𝜇𝜈 = exp(−𝜋/2)).
Випадок допомiжного спектрального оператора четверто-
го порядку

Варто зауважити, що нестандартна форма Пу-
ассоновї структури є досить типовою властивi-
стю iнтеґровних нелiнiйних систем, пов’язаних з
дискретними спектральними задачами. Для при-
кладу можна навести систему Абловiца–Ладiка
(Ablowitz–Ladik) [1, 2], чия нестандартна Пуассо-
нова структура [27, 32, 47] стає на завадi сприйня-
тливого трактування її польових змiнних в чiтких
i зрозумiлих фiзичних термiнах.

9. Критичнiсть первинної
динамiчної системи вiдносно
фонового параметра [63, 69]

Фактично критичнiсть напiвдискретної iнтеґров-
ної нелiнiйної Шрьодiнґерової системи з фоново-
реґульовними мiжвузловими резонансними зв’яз-
ками (1.1)–(1.6) вiдносно фонового параметра 𝜇𝜈
було виявлено, дослiджуючи спектр її низькоам-
плiтудних збуджень [63]. Схожий результат був
одержаний при конструюваннi областей аналiти-
чности Йостових (Jost) функцiй допомiжної зада-

Рис. 3. Типове розбиття на областi аналiтичности для
функцiй Йоста в площинi фазоузгiдненого спектрального
параметра 𝑧 exp(−𝑖𝛿) при надкритичних значеннях фоно-
вого параметра 𝜇𝜈 > 1 (буквально при 𝜇𝜈 = exp(+𝜋/2)).
Випадок допомiжного спектрального оператора четвертого
порядку

чi розсiяння, асоцiйованої з рiвняннями системи
(1.1)–(1.6) [63].

Згiдно з пiдходом Кодрi (Caudrey) до оберненої
задачi розсiяння [12, 61, 62] лiнiї, що роздiляють
областi аналiтичности вiдмiнних Йостових (Jost)
функцiй в площинi комплексного спектрального
параметра 𝑧, визначаються набором рiвнянь

|𝜂𝑗(𝑧)| = |𝜂𝑘(𝑧)|, (9.1)

де 𝜂𝑗(𝑧) символiзує 𝑗-те власне значення грани-
чного спектрального оператора 𝐿(𝑧), означеного в
роздiлi 2, а iндекси 𝑗 та 𝑘 охоплюють усi можливi
комбiнацiї таким чином, аби запобiгти своєму вза-
ємному збiговi.

Звернувшись до дослiджуваної системи (1.1)–
(1.6) та врахувавши 4 × 4 матричне представлен-
ня (2.2) допомiжного спектрального оператора
𝐿(𝑛|𝑧), ми приходимо до сукупности з чотирьох
вiдмiнних власних значень (2.31)–(2.34) гранично-
го спектрального оператора 𝐿(𝑧). У результатi
умова (9.1), що визначає границi мiж областя-
ми аналiтичности, складається з шести рiвнянь.
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Рис. 4. Розбиття на областi аналiтичности для функцiй
Йоста в площинi фазоузгiдненого спектрального параме-
тра 𝑧 exp(−𝑖𝛿) при докритичних значеннях фонового пара-
метра 𝜇𝜈 < 1. Випадок допомiжного спектрального опера-
тора другого порядку

Належний аналiз цих рiвнянь вказує на критичну
якiсну перебудову структури областей аналiтично-
сти, що вiдбувається, коли фоновий параметр 𝜇𝜈
перетинає своє критичне значення 𝜇𝜈 = 1 [63]. Ри-
сунки 2 i 3 демонструють типове розбиття на
областi аналiтичности в площинi фазоузгiдненого
спектрального параметра 𝑧 exp(−𝑖𝛿), вiдповiдно
при докритичних 𝜇𝜈 < 1 i надкритичних 𝜇𝜈 > 1
значеннях фонового параметра 𝜇𝜈 у випадку допо-
мiжного спектрального оператора четвертого по-
рядку. Тут дiйсного фазового параметра 𝛿 задано
спiввiдношенням 𝜇/𝜈 = exp(+4𝑖𝛿).

Кросовер в упорядкуваннi областей аналiти-
чности Йостових функцiй є родовою властивi-
стю дослiджуваної системи (1.1)–(1.6) i немину-
че вiдбувається також i у випадку 2 × 2 мат-
ричного представлення (2.4) допомiжного спект-
рального оператора 𝐿(𝑛|𝑧), коли ми маємо ли-
ше два вiдмiннi власнi значення (2.35) i (2.36)
граничного спектрального оператора 𝐿(𝑧), а вiд-
так лише одне рiвняння в умовi (9.1), що ви-
значає межi мiж областями аналiтичности. На
рисунках 4 i 5 показано типове розбиття на

Рис. 5. Типове розбиття на областi аналiтичности для
функцiй Йоста в площинi фазоузгiдненого спектрального
параметра 𝑧 exp(−𝑖𝛿) при надкритичних значеннях фоно-
вого параметра 𝜇𝜈 > 1 (буквально при 𝜇𝜈 = exp(+𝜋/2)).
Випадок допомiжного спектрального оператора другого по-
рядку

областi аналiтичности в площинi фазоузгiдне-
ного спектрального параметра 𝑧 exp(−𝑖𝛿), вiдпо-
вiдно при докритичних 𝜇𝜈 < 1 i надкритичних
𝜇𝜈 > 1 значеннях фонового параметра 𝜇𝜈 у випад-
ку допомiжного спектрального оператора другого
порядку.

Аби виявити критичнiсть вiдносно фонового па-
раметра 𝜇𝜈 безпосередньо в первиннiй (нестандар-
тизованiй) нелiнiйнiй системi (1.1)–(1.6) ми пере-
пишемо систему двох природнiх в’язей (1.7) i (1.8)
за допомогою трьох формул

𝜇(𝑛)− 𝑞−(𝑛)𝑟+(𝑛) = 𝜇 exp[+𝜌(𝑛)], (9.2)

1 + 𝜇(𝑛)𝜈(𝑛) + 𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛) + 𝑞−(𝑛)𝑟−(𝑛) =

= (1 + 𝜇𝜈) exp[+𝜌(𝑛)], (9.3)

𝜈(𝑛)− 𝑞+(𝑛)𝑟−(𝑛) = 𝜈 exp[+𝜌(𝑛)], (9.4)

де спiльна дiйсна величина 𝜌(𝑛) здогадно є повною
густиною збуджень на обох ланцюжках драбинча-
стої ґратки. Тодi комбiнуючи попереднi спiввiдно-
шення (9.2)–(9.4), ми одержуємо вираз [69]
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2[𝑞+(𝑛) + 𝜈(𝑛)𝑞−(𝑛)][𝑟+(𝑛) + 𝜇(𝑛)𝑟−(𝑛)] + 2[𝑞−(𝑛) + 𝜇(𝑛)𝑞+(𝑛)][𝑟−(𝑛) + 𝜈(𝑛)𝑟+(𝑛)] +

+ [𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛)− 𝑞−(𝑛)𝑟−(𝑛)]
2 + [1− 𝜇(𝑛)𝜈(𝑛)]2 = (1− 𝜇𝜈)2 exp[+2𝜌(𝑛)], (9.5)

який, вочевидь, є iстотно критичним вiдносно зна-
чення фонового параметра 𝜇𝜈. Дiйсно, в точцi
𝜇𝜈 = 1 права частина цього виразу (9.5) зникає то-
тожньо, i ми мусимо кожен член лiвої частини при-
рiвняти до нуля внаслiдок невiд’ємности кожного
такого члена, очевидної з притаманних симетрiй
𝑟*+(𝑛) = 𝑞+(𝑛), 𝑟*−(𝑛) = 𝑞−(𝑛) i 𝜈*(𝑛) = 𝜇(𝑛) пер-
винних польових амплiтуд. Цi вимоги, справедливi
лише в самiй критичнiй точцi 𝜇𝜈 = 1, є рiвнозна-
чними до сукупности додаткових в’язей

𝑞+(𝑛) + 𝜈(𝑛)𝑞−(𝑛) = 0 = 𝑟+(𝑛) + 𝜇(𝑛)𝑟−(𝑛), (9.6)
𝑞−(𝑛) + 𝜇(𝑛)𝑞+(𝑛) = 0 = 𝑟−(𝑛) + 𝜈(𝑛)𝑟+(𝑛), (9.7)
𝜇(𝑛)𝜈(𝑛) = 1, (9.8)

якi згортають первинну багатокомпонентну нелi-
нiйну динамiчну систему (1.1)–(1.6), задану на
стьожцi трикутної ґратки з двома вузлами в еле-
ментарнiй комiрцi, до двокомпонентної нелiнiйної
динамiчної системи

+i𝑞(𝑛)+[𝛼𝑞(𝑛+1)+𝛽𝑞(𝑛−1)][1+𝑞(𝑛)𝑟(𝑛)] = 0, (9.9)
−i�̇�(𝑛)+[𝛽𝑟(𝑛+1)+𝛼𝑟(𝑛−1)][1+𝑟(𝑛)𝑞(𝑛)] = 0, (9.10)

заданої на ланцюжку винятково одновимiрної ґра-
тки з одним вузлом в елементарнiй комiрцi. Тут
згорнутi польовi змiннi 𝑞(𝑛) i 𝑟(𝑛) означено згiдно
з такими формулами параметризацiї

𝑞+(𝑛) exp[−i(2𝛿 − 𝜋)(𝑛− 1/2)] = 𝑞(𝑛) =

= 𝑞−(𝑛) exp[−i(2𝛿 − 𝜋)(𝑛+ 1/2)], (9.11)
𝑟+(𝑛) exp[+i(2𝛿 − 𝜋)(𝑛− 1/2)] = 𝑟(𝑛) =

= 𝑟−(𝑛) exp[+i(2𝛿 − 𝜋)(𝑛+ 1/2)], (9.12)
𝜇(𝑛) exp[−2i𝛿] = 1 = 𝜈(𝑛) exp[+2i𝛿] (9.13)

за припущення, що дiйсний фазовий параметр 𝛿 є
часонезалежний.

Отже, в критичнiй точцi 𝜇𝜈 = 1 первинна не-
лiнiйна iнтеґровна система (1.1)–(1.6) скорочує-
ться до простiшої системи (9.9) i (9.10), яку мо-
жна вiднести до узагальнення iнтеґровної систе-
ми Абловiца–Ладiка [1, 2] на випадок часозале-
жних параметрiв зв’язку 𝛼 i 𝛽 [30, 60]. В результа-
тi, кiлькiсть незалежних польових змiнних змен-
шується наполовину, тодi як супутнi польовi змiн-
нi тривiалiзуються до простих констант. Тим не
менше, як в докритичнiй областi 𝜇𝜈 < 1, так i
в надкритичнiй областi 𝜇𝜈 > 1 система залишає-
ться багатокомпонентною i не може буди зведе-
на до простiшої системи (здогадно Абловiца–Ла-
дiка) шляхом будь-якого перетворення. Це твер-
дження спiвпадає з тим фактом, що структур-
на матриця, пов’язана з первинною iнтеґровною
системою (1.1)–(1.6) (тобто структурна матри-
ця з матричними елементами 𝑝J𝜆κ(𝑛|𝑚), задани-
ми формулами (8.7)–(8.14)), стає, як буде пока-
зано далi, виродженою лише в критичнiй точцi
𝜇𝜈 = 1.

Достоту, завдяки дiагональностi первинної стру-
ктурної матрицi вiдносно просторових iндексiв 𝑛
i 𝑚 достатньо мати справу лише з детермiнан-
том 𝑝𝐷(𝑛) локальної структурної матрицi, тоб-
то з детермiнантом 4 × 4 квадратової матрицi,
чиї елементи 𝑝J𝜆κ(𝑛|𝑛) позначено лiтерами 𝜆 i κ
як винятково поточними iндексами. Виходячи iз
спiввiдношень (8.7)–(8.14), що спецiфiкують еле-
менти 𝑝J𝜆κ(𝑛|𝑚) структурної матрицi, явний ви-
раз для локального визначника 𝑝𝐷(𝑛) задається
формулою

𝑝𝐷(𝑛) =
{︀
[1 + 𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛)][1 + 𝑞−(𝑛)𝑟−(𝑛)]− [𝜇(𝑛)− 𝑞−(𝑛)𝑟+(𝑛)][𝜈(𝑛)− 𝑞+(𝑛)𝑟−(𝑛)]

}︀2
. (9.14)

Цей вираз (9.14) чiтко вказує не те, що за кри-
тичної величини 𝜇𝜈 = 1 фонового параметра 𝜇𝜈
визначник 𝑝𝐷(𝑛) локальної структурної матрицi,

а отже i визначник
∏︀∞

𝑚=−∞ 𝑝𝐷(𝑚) усiєї структур-
ної матрицi прямують до нуля тотожньо завдяки
в’язям критичности (9.6)–(9.8).
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10. Симетричний набiр промiжних
основних польових змiнних та їхнi
фундаментальнi дужки Пуассона [71]

Позаяк i лiва, i права частини формули з вияв-
ляння критичности (9.5) є суттєво невiд’ємнi, i до

того ж права частина є повним квадратом суто
дiйсної функцiї, постає iдея влаштувати повний
квадрат деякого дiйсного виразу i з лiвої части-
ни також. Ця пропозицiя спонукає до пiдстано-
вок

𝑞+(𝑛) + 𝜈(𝑛)𝑞−(𝑛) =
1− 𝜇(𝑛)𝜈(𝑛)

1− u+(𝑛)v+(𝑛)u−(𝑛)v−(𝑛)
[1 + u−(𝑛)v−(𝑛)]u+(𝑛), (10.1)

𝑟+(𝑛) + 𝜇(𝑛)𝑟−(𝑛) =
1− 𝜇(𝑛)𝜈(𝑛)

1− u+(𝑛)v+(𝑛)u−(𝑛)v−(𝑛)
[1 + u−(𝑛)v−(𝑛)]v+(𝑛), (10.2)

𝑞−(𝑛) + 𝜇(𝑛)𝑞+(𝑛) =
1− 𝜇(𝑛)𝜈(𝑛)

1− u+(𝑛)v+(𝑛)u−(𝑛)v−(𝑛)
[1 + u+(𝑛)v+(𝑛)]u−(𝑛), (10.3)

𝑟−(𝑛) + 𝜈(𝑛)𝑟+(𝑛) =
1− 𝜇(𝑛)𝜈(𝑛)

1− u+(𝑛)v+(𝑛)u−(𝑛)v−(𝑛)
[1 + u+(𝑛)v+(𝑛)]v−(𝑛), (10.4)

якi слугують для введення нових основних польових змiнних u+(𝑛), v+(𝑛) i u−(𝑛), v−(𝑛) замiсть пер-
винних 𝑞+(𝑛), 𝑟+(𝑛) i 𝑞−(𝑛), 𝑟−(𝑛). Тут симетрiї комплексного спряження 𝑟*+(𝑛) = 𝑞+(𝑛), 𝑟*−(𝑛) = 𝑞−(𝑛)
i 𝜈*(𝑛) = 𝜇(𝑛) первинних польових амплiтуд забезпечують виконання аналогiчних симетрiй v*

+(𝑛) =
= u+(𝑛), v*

−(𝑛) = u−(𝑛) для нових основних польових амплiтуд i, таким чином, гарантують невiд’єм-
нiсть добуткiв u+(𝑛)v+(𝑛) i u−(𝑛)v−(𝑛). Цi новi основнi польовi змiннi u+(𝑛), v+(𝑛) i u−(𝑛), v−(𝑛)
вiдiграватимуть промiжну, але дуже важливу роль в наших подальших мiркуваннях.

Отже, беручи квадратний корiнь рiвняння з виявляння критичности (9.5) iз використанням щойно
ухвалених означень (10.1)–(10.4), одержимо

1− 𝜇(𝑛)𝜈(𝑛)

1− u+(𝑛)v+(𝑛)u−(𝑛)v−(𝑛)
[1 + u+(𝑛)v+(𝑛)][1 + u−(𝑛)v−(𝑛)] = (1− 𝜇𝜈) exp[+𝜌(𝑛)]. (10.5)

Тут знаки квадратних коренiв було дiбрано так, аби забезпечити коректнi граничнi значення u+(𝑛) =
= 𝑞+(𝑛), v+(𝑛) = 𝑟+(𝑛) i u−(𝑛) = 𝑞−(𝑛), v−(𝑛) = 𝑟−(𝑛) промiжних основних польових змiнних u+(𝑛),
v+(𝑛) i u−(𝑛), v−(𝑛) за нульових фонових значень 𝜇 = 0 = 𝜈 супутнiх полiв (див. формули (9.2), (9.4)
i (10.1)–(10.4) для роз’яснення). Втiм, будучи прямим наслiдком семи ранiше виписаних формул (9.2)–
(9.4) i (10.1)–(10.4), одержане спiввiдношення (10.5) дає змогу значно спростити розрахунки величин
𝑞+(𝑛), 𝑟+(𝑛), 𝑞−(𝑛), 𝑟−(𝑛), 𝜇(𝑛), 𝜈(𝑛) i exp[+𝜌(𝑛)] в термiнах промiжних польових амплiтуд u+(𝑛), v+(𝑛)
i u−(𝑛), v−(𝑛). Вiдповiднi результати представлено нижче

𝑞+(𝑛) =
u+(𝑛)[1 + 𝜇𝜈 u−(𝑛)v−(𝑛)]− 𝜈 u−(𝑛)[1 + u+(𝑛)v+(𝑛)]

1− 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)u−(𝑛)v−(𝑛)
, (10.6)

𝑟+(𝑛) =
v+(𝑛)[1 + 𝜇𝜈 u−(𝑛)v−(𝑛)]− 𝜇 v−(𝑛)[1 + u+(𝑛)v+(𝑛)]

1− 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)u−(𝑛)v−(𝑛)
, (10.7)

𝑞−(𝑛) =
u−(𝑛)[1 + 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)]− 𝜇u+(𝑛)[1 + u−(𝑛)v−(𝑛)]

1− 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)u−(𝑛)v−(𝑛)
, (10.8)

𝑟−(𝑛) =
v−(𝑛)[1 + 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)]− 𝜈 v+(𝑛)[1 + u−(𝑛)v−(𝑛)]

1− 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)u−(𝑛)v−(𝑛)
, (10.9)
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𝜇(𝑛) =
(1− 𝜇𝜈)u−(𝑛)v+(𝑛) + 𝜇 [1− u+(𝑛)v+(𝑛)u−(𝑛)v−(𝑛)]

1− 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)u−(𝑛)v−(𝑛)
, (10.10)

𝜈(𝑛) =
(1− 𝜇𝜈)u+(𝑛)v−(𝑛) + 𝜈 [1− u+(𝑛)v+(𝑛)u−(𝑛)v−(𝑛)]

1− 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)u−(𝑛)v−(𝑛)
, (10.11)

exp[+𝜌(𝑛)] =
[1− 𝜇u+(𝑛)v−(𝑛)][1− 𝜈 u−(𝑛)v+(𝑛)]

[1− 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)u−(𝑛)v−(𝑛)]2
[1 + u+(𝑛)v+(𝑛)][1 + u−(𝑛)v−(𝑛)]. (10.12)

Цi сiм формул (10.6)–(10.12) було перевiрено шля-
хом прямих пiдстановок в головнi визначальнi
спiввiдношення (9.2)–(9.4) i (10.1)–(10.4) та в до-
помiжне спiввiдношення (10.5).

Одержанi формули перетворення (10.6)–(10.11)
уможливлюють повне вилучення супутнiх полiв
𝜇(𝑛) i 𝜈(𝑛) з динамiки системи. Однак, навiть
такий позитивний факт не приводить автомати-
чно до канонiчних польових змiнних. Перш за все
при ненульових фонових величинах 𝜇 i 𝜈 супу-
тнiх полiв два набори промiжних польових амплi-
туд u+(𝑛), v+(𝑛) i u−(𝑛), v−(𝑛) у формулi (10.12)
для exp[+𝜌(𝑛)], вочевидь, є тiсно змiшанi. До то-
го ж набiр фундаментальних Пуассонових дужок,
пов’язаних з промiжними польовими амплiтудами,
демонструє iстотнi переплутування мiж усима ди-
намiчними змiнними.

Аби пiдтвердити останнє твердження, ми звер-
немося до реєстру дужок Пуассона (8.18)–(8.32),
пов’язаних з первинними польовими змiнними
𝑞+(𝑛), 𝑟+(𝑛), 𝑞−(𝑛), 𝑟−(𝑛) i 𝜇(𝑛), 𝜈(𝑛). Як було
показано в роздiлi 9, структурна матриця, вiдпо-
вiдальна за цi дужки (8.18)–(8.32), вироджується
лише при критичному значеннi 𝜇𝜈 = 1 фонового
параметра 𝜇𝜈. Отже, поза межами критичної то-
чки (тобто при 𝜇𝜈 ̸= 1) ми можемо без ризику
застосовувати всi потрiбнi формули iз наведено-
го списку (8.18)–(8.32) при обчислюваннi фунда-
ментальних дужок Пуассона, пов’язаних з промi-
жними польовими змiнними u+(𝑛), v+(𝑛), u−(𝑛),
v−(𝑛). Встановленi результати пiдсумовано спiв-
вiдношеннями

{u+(𝑚), v+(𝑛)} =
i

1− 𝜇𝜈
[1 + u+(𝑛)v+(𝑛)][1 + 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)]𝛿𝑛𝑚, (10.13)

{u+(𝑚), v−(𝑛)} =
i 𝜈

1− 𝜇𝜈

1− 𝜇u+(𝑛)v−(𝑛)

1− 𝜈 u−(𝑛)v+(𝑛)
[1 + u+(𝑛)v+(𝑛)][1 + u−(𝑛)v−(𝑛)]𝛿𝑛𝑚, (10.14)

{u−(𝑚), v−(𝑛)} =
i

1− 𝜇𝜈
[1 + u−(𝑛)v−(𝑛)][1 + 𝜇𝜈 u−(𝑛)v−(𝑛)]𝛿𝑛𝑚, (10.15)

{u−(𝑚), v+(𝑛)} =
i𝜇

1− 𝜇𝜈

1− 𝜈 u−(𝑛)v+(𝑛)

1− 𝜇u+(𝑛)v−(𝑛)
[1 + u+(𝑛)v+(𝑛)][1 + u−(𝑛)v−(𝑛)]𝛿𝑛𝑚, (10.16)

{u+(𝑚), u+(𝑛)} = {u+(𝑚), u−(𝑛)} = {u−(𝑚), u−(𝑛)} = 0, (10.17)

{v+(𝑚), v+(𝑛)} = {v+(𝑚), v−(𝑛)} = {v−(𝑚), v−(𝑛)} = 0. (10.18)

Упродовж досить довгих i громiздких розрахун-
кiв цих формул (10.13)–(10.18) ми змушенi були
знайти вирази для промiжних польових змiнних
u+(𝑛), v+(𝑛), u−(𝑛), v−(𝑛) в термiнах початко-
вих змiнних 𝑞+(𝑛), 𝑟+(𝑛), 𝑞−(𝑛), 𝑟−(𝑛), 𝜇(𝑛), 𝜈(𝑛),

використовуючи вихiднi означення (10.1)–(10.4), а
потiм просуватися крок за кроком крiзь увесь спи-
сок шуканих фундаментальних дужок Пуассона,
беручи до уваги вирази (10.6)–(10.11) для старих
польових змiнних в термiнах нових.
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З огляду на загальне означення дужки Пуассо-
на (тобто Пуассонової структури) (8.15) ненульо-
вi елементи структурної матрицi, пов’язанi з про-
мiжними польовими змiнними, задаються форму-
лами

𝑖J13(𝑛|𝑚) =−𝑖J31(𝑚|𝑛) =−{u−(𝑚), v−(𝑛)}, (10.19)

𝑖J14(𝑛|𝑚) =−𝑖J41(𝑚|𝑛) =−{u−(𝑚), v+(𝑛)}, (10.20)

𝑖J23(𝑛|𝑚) =−𝑖J32(𝑚|𝑛) =−{u+(𝑚), v−(𝑛)}, (10.21)

𝑖J24(𝑛|𝑚) =−𝑖J42(𝑚|𝑛) =−{u+(𝑚), v+(𝑛)}. (10.22)

Вiдповiдний локальний структурний визначник

𝑖𝐷(𝑛) =
{︀
{u+(𝑛), v+(𝑛)}{u−(𝑛), v−(𝑛)} − {u+(𝑛), v−(𝑛)}{u−(𝑛), v+(𝑛)}

}︀2 (10.23)

набуває форми

𝑖𝐷(𝑛) =
[1 + u+(𝑛)v+(𝑛)]

2 [1 + u−(𝑛)v−(𝑛)]
2

(1− 𝜇𝜈)2 [1− 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)u−(𝑛)v−(𝑛)]2

(10.24)

i, як видно, стає розбiжним, коли фоновий пара-
метр 𝜇𝜈 прямує до одиницi.

Пригадуючи, що локальний структурний визна-
чник 𝑝𝐷(𝑛) (9.14), пов’язаний з первинними по-
льовими змiнними, прямує до нуля, коли фоно-
вий параметр 𝜇𝜈 прямує до одинцi, варто шукати
певного компромiсу мiж промiжними i первинни-
ми польовими змiнними i ввести ту чи iншу аси-
метричну множину польових змiнних шляхом на-
лежного вибору двох взаємодоповняльних пiдмно-
жин. Iдея про асиметрiю пiдтверджується також
вже доведеним фактом того, що число незалежних
польових змiнних скорочується наполовину, коли
фоновий параметр 𝜇𝜈 набуває свого критичного
значення, рiвного одиницi. Отже, слiд очiкувати,
що пiдсистема, описувана промiжними польовими
змiнними, може стати незбуджуваною в критичнiй
точцi 𝜇𝜈 = 1. У наступному роздiлi ми розвине-
мо iдею про порушення симетрiї шляхом введення
двох можливих варiантiв первинно-промiжних по-
льових змiнних у явному виглядi.

11. Два варiанти первинно-промiжних
польових змiнних [71]

Симетрiя мiж двома пiдмножинами промiжних по-
льових змiнних u+(𝑛), v+(𝑛) та u−(𝑛), v−(𝑛) допу-
скає, що замiнюючи ту чи iншу пiдмножину на її
первинний двiйник, ми можемо оперувати з будь-
яким з двох наборiв 𝑞+(𝑛), 𝑟+(𝑛), u−(𝑛), v−(𝑛)

чи 𝑞−(𝑛), 𝑟−(𝑛), u+(𝑛), v+(𝑛) змiшаних первинно-
промiжних польових змiнних окремо на однакових
правах.

Розглянемо спочатку перший варiант первинно-
промiжних польових змiнних 𝑞+(𝑛), 𝑟+(𝑛), u−(𝑛),
v−(𝑛). Аби переформулювати динамiчну систему
в термiнах цих змiнних, ми маємо одержати вiд-
повiднi представлення для мiнус-мiчених основних
полiв 𝑞−(𝑛), 𝑟−(𝑛) та супутнiх полiв 𝜇(𝑛), 𝜈(𝑛), а
також для величини exp[+𝜌(𝑛)]. Для цього зручно
скористатись спiввiдношеннями

𝑞−(𝑛) + 𝜇(𝑛)𝑞+(𝑛)

1 + 𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛)
=

(1− 𝜇𝜈)u−(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u−(𝑛)v−(𝑛)
, (11.1)

𝑟−(𝑛) + 𝜈(𝑛)𝑟+(𝑛)

1 + 𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛)
=

(1− 𝜇𝜈)v−(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u−(𝑛)v−(𝑛)
, (11.2)

сумiсними з формулами перетворень (10.1)–(10.4)
i (10.6)–(10.11), розглянутих в роздiлi 10. На-
лежнi обчислювання приводять до таких пред-
ставлень

𝑞−(𝑛) =

=
(1− 𝜇𝜈)u−(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u−(𝑛)v−(𝑛)
− 𝜇 𝑞+(𝑛)

1 + u−(𝑛)v−(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u−(𝑛)v−(𝑛)
,

(11.3)

𝑟−(𝑛) =

=
(1− 𝜇𝜈)v−(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u−(𝑛)v−(𝑛)
− 𝜈 𝑟+(𝑛)

1 + u−(𝑛)v−(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u−(𝑛)v−(𝑛)
,

(11.4)

𝜇(𝑛) =
(1− 𝜇𝜈)u−(𝑛)𝑟+(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u−(𝑛)v−(𝑛)
+ 𝜇

1 + u−(𝑛)v−(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u−(𝑛)v−(𝑛)
,

(11.5)
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𝜈(𝑛) =
(1− 𝜇𝜈)𝑞+(𝑛)v−(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u−(𝑛)v−(𝑛)
+ 𝜈

1 + u−(𝑛)v−(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u−(𝑛)v−(𝑛)
,

(11.6)

exp[+𝜌(𝑛)] = [1 + 𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛)]
1 + u−(𝑛)v−(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u−(𝑛)v−(𝑛)
.

(11.7)

Обираючи другий варiант первинно-промiжних
польових змiнних 𝑞−(𝑛), 𝑟−(𝑛), u+(𝑛), v+(𝑛), нам
належить одержати вiдповiднi представлення для
плюс-мiчених основних полiв 𝑞+(𝑛), 𝑟+(𝑛) i су-
путнiх полiв 𝜇(𝑛), 𝜈(𝑛), а також для величини
exp[+𝜌(𝑛)]. Для цього варто використати спiввiд-
ношення

𝑞+(𝑛) + 𝜈(𝑛)𝑞−(𝑛)

1 + 𝑞−(𝑛)𝑟−(𝑛)
=

(1− 𝜇𝜈)u+(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)
, (11.8)

𝑟+(𝑛) + 𝜇(𝑛)𝑟−(𝑛)

1 + 𝑞−(𝑛)𝑟−(𝑛)
=

(1− 𝜇𝜈)v+(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)
, (11.9)

що є сумiснi з формулами перетворень (10.1)–
(10.4) i (10.6)–(10.11), розглянутих в роздiлi 10.
Належнi обчислювання приводять до таких пред-
ставлень

𝑞+(𝑛) =

=
(1− 𝜇𝜈)u+(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)
− 𝜈 𝑞−(𝑛)

1 + u+(𝑛)v+(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)
,

(11.10)
𝑟+(𝑛) =

=
(1− 𝜇𝜈)v+(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)
− 𝜇 𝑟−(𝑛)

1 + u+(𝑛)v+(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)
,

(11.11)

𝜇(𝑛) =
(1− 𝜇𝜈)𝑞−(𝑛)v+(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)
+ 𝜇

1 + u+(𝑛)v+(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)
,

(11.12)

𝜈(𝑛) =
(1− 𝜇𝜈)u+(𝑛)𝑟−(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)
+ 𝜈

1 + u+(𝑛)v+(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)
,

(11.13)

exp[+𝜌(𝑛)] = [1 + 𝑞−(𝑛)𝑟−(𝑛)]
1 + u+(𝑛)v+(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)
.

(11.14)

Звертаючись до формул (11.3)–(11.7) i (11.10)–
(11.14), що запроваджують, вiдповiдно, перший
та другий варiанти первинно-промiжних польових

змiнних 𝑞+(𝑛), 𝑟+(𝑛), u−(𝑛), v−(𝑛) та 𝑞−(𝑛), 𝑟−(𝑛),
u+(𝑛), v+(𝑛), ми явно бачимо, що обидва аль-
тернативнi вирази (11.7) та (11.14) для величини
exp[+𝜌(𝑛)] є факторизованi. Таке спостереження
подає нам чiтку вказiвку, як в цiлiснiй динамiчнiй
системi виокремити двi строго означенi пiдсисте-
ми. До того ж кожна з формул (11.7) чи (11.14) для
величини exp[+𝜌(𝑛)] чiтко розкриває нам характер
збуджень в обох задiяних пiдсистемах. Отже, при
докритичних значеннях 𝜇𝜈 < 1 фонового параме-
тра 𝜇𝜈 обидвi пiдсистеми є аналогiчнi до систем зi
свiтлими збудженнями, i величину 𝜌(𝑛) належить
трактувати як повну густину свiтлих збуджень в
обох пiдсистемах. З iншого боку, в надкритичнiй
областi 𝜇𝜈 > 1 пiдсистема, описувана первинними
польовими змiнними, залишається пiдсистемою зi
збудженнями свiтлого типу, тодi як пiдсистема, по-
в’язана з промiжними польовими змiнними, пере-
творюється на пiдсистему зi збудженнями темного
типу. В самiй критичнiй точцi 𝜇𝜈 = 1 уся систе-
ма зсiдається до єдиної пiдсистеми зi збудженнями
свiтлого типу.

Треба зауважити, що використанi тут термiни
“свiтлi нелiнiйнi збудження” i “темнi нелiнiйнi збу-
дження” слiд розумiти за аналогiєю з термiнами
“свiтлi солiтони” i “темнi солiтони”, типовими для
нелiнiйної оптики [28].

12. Фундаментальнi дужки
Пуассона для кожного з варiантiв
первинно-промiжних польових змiнних [71]

Тепер саме час пiдтвердити, що строге виокрем-
лення на двi пiдсистеми, про яке було заявлено
вище, зумовлено головними властивостями фун-
даментальних дужок Пуассона, пов’язаних з ко-
жним окремим варiантом первинно-промiжних по-
льових змiнних. Ми опустимо тут всi обчислюван-
ня, зробленi на основi формул для дужок Пуассона
мiж первинними полями (8.18)–(8.32) та мiж про-
мiжними полями (10.13)–(10.18), а також на основi
низки допомiжних формул та формул перетворе-
ння, наведених в попередньому роздiлi. Отже роз-
глянемо лише кiнцевi результати.

Так, перший варiант первинно-промiжних по-
льових змiнних 𝑞+(𝑛), 𝑟+(𝑛), u−(𝑛), v−(𝑛) хара-
ктеризується такими фундаментальними дужками
Пуассона

{𝑞+(𝑚), 𝑟+(𝑛)} = i [1 + 𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛)]𝛿𝑛𝑚, (12.1)
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{𝑞+(𝑚), 𝑞+(𝑛)} = 0 = {𝑟+(𝑚), 𝑟+(𝑛)}, (12.2)

{𝑞+(𝑚), v−(𝑛)} = 0 = {𝑞+(𝑚), u−(𝑛)}, (12.3)

{u−(𝑚), 𝑟+(𝑛)} = 0 = {v−(𝑚), 𝑟+(𝑛)}, (12.4)

{u−(𝑚), u−(𝑛)} = 0 = {v−(𝑚), v−(𝑛)}, (12.5)

{u−(𝑚), v−(𝑛)} =

=
i

1− 𝜇𝜈
[1 + u−(𝑛)v−(𝑛)][1 + 𝜇𝜈 u−(𝑛)v−(𝑛)]𝛿𝑛𝑚.

(12.6)

Аналогiчно фундаментальнi дужки Пуассона
для другого варiанта первинно-промiжних польо-
вих змiнних 𝑞−(𝑛), 𝑟−(𝑛), u+(𝑛), v+(𝑛) задаються
виразами

{𝑞−(𝑚), 𝑟−(𝑛)} = i [1 + 𝑞−(𝑛)𝑟−(𝑛)]𝛿𝑛𝑚, (12.7)

{𝑞−(𝑚), 𝑞−(𝑛)} = 0 = {𝑟−(𝑚), 𝑟−(𝑛)}, (12.8)

{𝑞−(𝑚), v+(𝑛)} = 0 = {𝑞−(𝑚), u+(𝑛)}, (12.9)

{u+(𝑚), 𝑟−(𝑛)} = 0 = {v+(𝑚), 𝑟−(𝑛)}, (12.10)

{u+(𝑚), u+(𝑛)} = 0 = {v+(𝑚), v+(𝑛)}, (12.11)

{u+(𝑚), v+(𝑛)} =

=
i

1− 𝜇𝜈
[1 + u+(𝑛)v+(𝑛)][1 + 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)]𝛿𝑛𝑚.

(12.12)

Кожен з двох вищенаведених наборiв (12.1)–
(12.6) та (12.7)–(12.12) фундаментальних дужок
Пуассона чiтко демонструє повне виокремлення
мiж пiдсистемами рiзного походження.

Накопичених результатiв стосовно вiдокремлен-
ня польових змiнних i досвiду з канонiзуван-
ня iнших напiвдискретних нелiнiйних систем [32,
55, 56, 59] цiлком достатньо для того, аби сфор-
мулювати нелiнiйнi перетворення, що канонiзу-
ють дослiджувану iнтеґровну нелiнiйну систему
(1.1)–(1.6).

13. Два варiанти канонiчних
польових змiнних [71, 72]

Задача канонiзування системи полягає у вiднай-
деннi такого набору унiфiкованих польових змiн-
них 𝑐y1(𝑛), 𝑐y2(𝑛), 𝑐y3(𝑛), 𝑐y4(𝑛), щоби єдиними

ненульовими елементами структурної матрицi,
якi постають в рiвняннях Гамiльтона (8.1), бу-
ли елементи, заданi спiввiдношеннями 𝑐J13(𝑛|𝑚) =
= −i𝛿𝑛𝑚, 𝑐J24(𝑛|𝑚) = −i𝛿𝑛𝑚, 𝑐J31(𝑛|𝑚) = +i𝛿𝑛𝑚,
𝑐J42(𝑛|𝑚) = +i𝛿𝑛𝑚. Враховуючи факт точної роз-
щепности системи на первинну та промiжну пiдси-
стеми, слушно формалiзувати останнiй крок про-
цедури канонiзування у виглядi пiдхожих нелiнiй-
них масштабних перетворень первинно-промiжних
польових змiнних.

Беручи до уваги, що величини ln[1+𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛)]
та ln[1 + u−(𝑛)v−(𝑛)]− ln[1 + 𝜇𝜈 u−(𝑛)v−(𝑛)] в до-
критичнiй областi 𝜇𝜈 < 1 є пов’язанi з густина-
ми збуджень, вiдповiдно, в плюс-мiченiй первин-
нiй пiдсистемi i мiнус-мiченiй промiжнiй пiдсисте-
мi, ми введемо новi (фiзично коректнi) польовi ам-
плiтуди 𝑄+(𝑛), 𝑅+(𝑛) i 𝑈−(𝑛), 𝑉−(𝑛) за допомогою
наступних формул перетворення

𝑄+(𝑛) = 𝑞+(𝑛)

√︃
ln[1 + 𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛)]

𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛)
, (13.1)

𝑅+(𝑛) = 𝑟+(𝑛)

√︃
ln[1 + 𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛)]

𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛)
(13.2)

i

𝑈−(𝑛) =
u−(𝑛)√︀

u−(𝑛)v−(𝑛)

√︃
ln

1 + u−(𝑛)v−(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u−(𝑛)v−(𝑛)
,

(13.3)

𝑉−(𝑛) =
v−(𝑛)√︀

u−(𝑛)v−(𝑛)

√︃
ln

1 + u−(𝑛)v−(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u−(𝑛)v−(𝑛)
.

(13.4)

Тут, як бачимо, область значень для величини
𝑄+(𝑛))𝑅+(𝑛) обмежено нерiвнiстю 𝑄+(𝑛)𝑅+(𝑛) ≥
≥ 0 за будь-якого допустимого значення 𝜇𝜈 ≥ 0
фонового параметра 𝜇𝜈. На противагу, область
значень для величини 𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛) обмежено послi-
довнiстю нерiвностей ln(1/𝜇𝜈) ≥ 𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛) ≥ 0,
якщо 𝜇𝜈 < 1, i послiдовнiстю нерiвностей 0 ≥
≥ 𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛) ≥ ln(1/𝜇𝜈), якщо 𝜇𝜈 > 1. З мiр-
кувань практичного застосування правi частини
останнiх двох виразiв (13.3) i (13.4) доцiльно пе-
реписати безпосередньо в термiнах первинних по-
льових змiнних i одержати
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𝑈−(𝑛) =
𝑞−(𝑛) + 𝜇(𝑛)𝑞+(𝑛)√︀

[𝑞−(𝑛) + 𝜇(𝑛)𝑞+(𝑛)][𝑟−(𝑛) + 𝜈(𝑛)𝑟+(𝑛)]

√︃
ln

1 + 𝜇(𝑛)𝜈(𝑛) + 𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛) + 𝑞−(𝑛)𝑟−(𝑛)

(1 + 𝜇𝜈)[1 + 𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛)]
, (13.5)

𝑉−(𝑛) =
𝑟−(𝑛) + 𝜈(𝑛)𝑟+(𝑛)√︀

[𝑞−(𝑛) + 𝜇(𝑛)𝑞+(𝑛)][𝑟−(𝑛) + 𝜈(𝑛)𝑟+(𝑛)]

√︃
ln

1 + 𝜇(𝑛)𝜈(𝑛) + 𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛) + 𝑞−(𝑛)𝑟−(𝑛)

(1 + 𝜇𝜈)[1 + 𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛)]
. (13.6)

Розрахунки показують, що фундаментальнi
дужки Пуассона, пов’язанi з польовими змiнними
𝑄+(𝑛), 𝑅+(𝑛) i 𝑈−(𝑛), 𝑉−(𝑛), i справдi є канонiчнi

{𝑄+(𝑚), 𝑅+(𝑛)} = i 𝛿𝑛𝑚, (13.7)

{𝑄+(𝑚), 𝑄+(𝑛)} = 0 = {𝑅+(𝑚), 𝑅+(𝑛)}, (13.8)

{𝑄+(𝑚), 𝑉−(𝑛)} = 0 = {𝑄+(𝑚), 𝑈−(𝑛)}, (13.9)

{𝑈−(𝑚), 𝑅+(𝑛)} = 0 = {𝑉−(𝑚), 𝑅+(𝑛)}, (13.10)

{𝑈−(𝑚), 𝑈−(𝑛)} = 0 = {𝑉−(𝑚), 𝑉−(𝑛)}, (13.11)

{𝑈−(𝑚), 𝑉−(𝑛)} = i 𝛿𝑛𝑚. (13.12)

Завдяки властивостям 𝑄+(𝑛)𝑅+(𝑛) ≥ 0,
ln(1/𝜇𝜈) ≥ 𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛) ≥ 0, чинним при 𝜇𝜈 < 1, та
властивостям 𝑄+(𝑛)𝑅+(𝑛) ≥ 0, 0 ≥ 𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛) ≥
≥ ln(1/𝜇𝜈), чинним при 𝜇𝜈 > 1, канонiчну пiдси-
стему, описувану польовими амплiтудами 𝑄+(𝑛)
i 𝑅+(𝑛), можна назвати сильною пiдсистемою,
тодi як канонiчну пiдсистему, описувану польо-
вими амплiтудами 𝑈−(𝑛) i 𝑉−(𝑛), – слабкою.
Сильна пiдсистема вiдповiдає свiтлим нелiнiйним
збудженням за усих допустимих значень 𝜇𝜈 ≥ 0
фонового параметра 𝜇𝜈. Навпаки, слабка пiдсис-
тема зазнає переходу вiд пiдсистеми зi свiтлими
збудженнями до пiдсистеми з темними збуджен-
нями, коли фоновий параметр 𝜇𝜈 переходить
крiзь критичну точку 𝜇𝜈 = 1 вiд докритичних
𝜇𝜈 < 1 до надкритичних 𝜇𝜈 > 1 значень. У самiй
критичнiй точцi 𝜇𝜈 = 1 пiдсистема слабких збуд-
жень стає абсолютно незбуджуваною i тому пов-
нiстю зникає з динамiки системи. Взаємна си-
метрiя мiж сильною i слабкою пiдсистемами, во-
чевидь, є цiлком порушена при усих ненульових

значеннях фонового параметра, i лише за умови
𝜇𝜈 = 0 ми приходимо до повнiстю симетричного
випадку, рiвнозначного до розглянутих в наших
ранiших роботах [59, 65].

Щойно описаний варiант канонiзацiї виникає з
польових змiнних 𝑞+(𝑛), 𝑟+(𝑛) i u−(𝑛), v−(𝑛), де
промiжну пiдсистему позначено нижнiм iндексом
мiнус. З цiєї причини називатимемо цю канонiза-
цiю мiнус-асиметричною.

З iншого боку, варiант канонiзацiї, виниклий з
польових змiнних 𝑞−(𝑛), 𝑟−(𝑛) i u+(𝑛), v+(𝑛), ми
називатимемо плюс-асиметричною канонiзацiєю.

Формули перетворення, що вiдповiдають за
плюс-асиметричну канонiзацiю, введемо наступ-
ним чином

𝑄−(𝑛) = 𝑞−(𝑛)

√︃
ln[1 + 𝑞−(𝑛)𝑟−(𝑛)]

𝑞−(𝑛)𝑟−(𝑛)
, (13.13)

𝑅−(𝑛) = 𝑟−(𝑛)

√︃
ln[1 + 𝑞−(𝑛)𝑟−(𝑛)]

𝑞−(𝑛)𝑟−(𝑛)
(13.14)

i

𝑈+(𝑛) =
u+(𝑛)√︀

u+(𝑛)v+(𝑛)

√︃
ln

1 + u+(𝑛)v+(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)
,

(13.15)

𝑉+(𝑛) =
v+(𝑛)√︀

u+(𝑛)v+(𝑛)

√︃
ln

1 + u+(𝑛)v+(𝑛)

1 + 𝜇𝜈 u+(𝑛)v+(𝑛)

(13.16)

з практичними версiями останнiх двох виразiв
(13.15) i (13.16), заданими формулами

𝑈+(𝑛) =
𝑞+(𝑛) + 𝜈(𝑛)𝑞−(𝑛)√︀

[𝑞+(𝑛) + 𝜈(𝑛)𝑞−(𝑛)][𝑟+(𝑛) + 𝜇(𝑛)𝑟−(𝑛)]

√︃
ln

1 + 𝜇(𝑛)𝜈(𝑛) + 𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛) + 𝑞−(𝑛)𝑟−(𝑛)

(1 + 𝜇𝜈)[1 + 𝑞−(𝑛)𝑟−(𝑛)]
, (13.17)
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𝑉+(𝑛) =
𝑟+(𝑛) + 𝜇(𝑛)𝑟−(𝑛)√︀

[𝑞+(𝑛) + 𝜈(𝑛)𝑞−(𝑛)][𝑟+(𝑛) + 𝜇(𝑛)𝑟−(𝑛)]

√︃
ln

1 + 𝜇(𝑛)𝜈(𝑛) + 𝑞+(𝑛)𝑟+(𝑛) + 𝑞−(𝑛)𝑟−(𝑛)

(1 + 𝜇𝜈)[1 + 𝑞−(𝑛)𝑟−(𝑛)]
. (13.18)

Область значень для величини 𝑄−(𝑛))𝑅−(𝑛) обме-
жено нерiвнiстю 𝑄−(𝑛)𝑅−(𝑛) ≥ 0 за будь-якого
допустимого значення 𝜇𝜈 ≥ 0 фонового параме-
тра 𝜇𝜈, тодi як область значень для величини
𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛) обмежено послiдовнiстю нерiвностей
ln(1/𝜇𝜈) ≥ 𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛) ≥ 0, якщо 𝜇𝜈 < 1, i послi-
довнiстю нерiвностей 0 ≥ 𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛) ≥ ln(1/𝜇𝜈),
якщо 𝜇𝜈 > 1.

Що ж стосується фундаментальних дужок Пу-
ассона

{𝑄−(𝑚), 𝑅−(𝑛)} = i 𝛿𝑛𝑚, (13.19)

{𝑄−(𝑚), 𝑄−(𝑛)} = 0 = {𝑅−(𝑚), 𝑅−(𝑛)}, (13.20)

{𝑄−(𝑚), 𝑉+(𝑛)} = 0 = {𝑄−(𝑚), 𝑈+(𝑛)}, (13.21)

{𝑈+(𝑚), 𝑅−(𝑛)} = 0 = {𝑉+(𝑚), 𝑅−(𝑛)}, (13.22)

{𝑈+(𝑚), 𝑈+(𝑛)} = 0 = {𝑉+(𝑚), 𝑉+(𝑛)}, (13.23)

{𝑈+(𝑚), 𝑉+(𝑛)} = i 𝛿𝑛𝑚, (13.24)

пов’язаних з польовими змiнними 𝑄−(𝑛), 𝑅−(𝑛) i
𝑈+(𝑛), 𝑉+(𝑛), то вони, як бачимо, є канонiчнi.

З огляду на явну mutatis mutandis вiдповiднiсть
з мiнус-асиметричним випадком ми не повторю-
ємо тут усих арґументiв стосовно виокремлення
вiдповiдних сильної та слабкої пiдсистем всереди-
нi плюс-асиметрично канонiзованої системи i не
пояснюємо ще раз подробиць ефекту кросовера в
критичнiй точцi 𝜇𝜈 = 1 окремо для неї.

14. Гамiльтонове формулювання системи
в термiнах канонiчних польових змiнних
з порушеною симетрiєю [70–72]

Аби переформулювати дослiджувану iнтеґровну
нелiнiйну систему (1.1)–(1.6) до її канонiчного ви-
ду, ми маємо знати вирази для первинних польо-
вих змiнних 𝑞+(𝑛), 𝑟+(𝑛), 𝑞−(𝑛), 𝑟−(𝑛), 𝜇(𝑛), 𝜈(𝑛),
заданих у термiнах канонiчних змiнних 𝑄+(𝑛),
𝑅+(𝑛), 𝑈−(𝑛), 𝑉−(𝑛) або 𝑄−(𝑛), 𝑅−(𝑛), 𝑈+(𝑛),
𝑉+(𝑛).

Розглянемо спочатку випадок мiнус-асиметрич-
них канонiчних полiв 𝑄+(𝑛), 𝑅+(𝑛) i 𝑈−(𝑛), 𝑉−(𝑛).
Так, обернувши формули перетворення (13.1)–
(13.4), ми в змозi записати первинно-промiжнi
польовi змiннi 𝑞+(𝑛), 𝑟+(𝑛) та u−(𝑛), v−(𝑛) в
термiнах мiнус-асиметричних канонiчних змiнних
𝑄+(𝑛), 𝑅+(𝑛) та 𝑈−(𝑛), 𝑉−(𝑛), вiдповiдно. Одер-
жанi вирази належить пiдставити до формул пе-
ретворення (11.3)–(11.6) для вкороченого набору
первинних полiв 𝑞−(𝑛), 𝑟−(𝑛), 𝜇(𝑛), 𝜈(𝑛). В резуль-
татi ми приходимо до таких формул оберненого
перетворення

𝑞+(𝑛) = 𝑄+(𝑛)

√︃
exp[+𝑄+(𝑛)𝑅+(𝑛)]− 1

𝑄+(𝑛)𝑅+(𝑛)
, (14.1)

𝑟+(𝑛) = 𝑅+(𝑛)

√︃
exp[+𝑄+(𝑛)𝑅+(𝑛)]− 1

𝑄+(𝑛)𝑅+(𝑛)
(14.2)

i

𝑞−(𝑛) =
𝑈−(𝑛)√︀

𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛)

√︀
{1− 𝜇𝜈 exp[+𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛)]}{exp[+𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛)]− 1} −

−𝜇𝑄+(𝑛) exp[+𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛)]

√︃
exp[+𝑄+(𝑛)𝑅+(𝑛)]− 1

𝑄+(𝑛)𝑅+(𝑛)
, (14.3)

𝑟−(𝑛) =
𝑉−(𝑛)√︀

𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛)

√︀
{1− 𝜇𝜈 exp[+𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛)]}{exp[+𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛)]− 1} −

− 𝜈 𝑅+(𝑛) exp[+𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛)]

√︃
exp[+𝑄+(𝑛)𝑅+(𝑛)]− 1

𝑄+(𝑛)𝑅+(𝑛)
, (14.4)
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𝜇(𝑛) = 𝜇 exp[+𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛)] +
𝑅+(𝑛)𝑈−(𝑛)√︀

𝑄+(𝑛)𝑅+(𝑛)𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛)
×

×
√︀
{1− 𝜇𝜈 exp[+𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛)]}{exp[+𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛)]− 1}{exp[+𝑄+(𝑛)𝑅+(𝑛)]− 1}, (14.5)

𝜈(𝑛) = 𝜈 exp[+𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛)] +
𝑄+(𝑛)𝑉−(𝑛)√︀

𝑄+(𝑛)𝑅+(𝑛)𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛)
×

×
√︀
{1− 𝜇𝜈 exp[+𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛)]}{exp[+𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛)]− 1}{exp[+𝑄+(𝑛)𝑅+(𝑛)]− 1}. (14.6)

Схожi мiркування у випадку плюс-асиметричних канонiчних полiв 𝑄−(𝑛), 𝑅−(𝑛) i 𝑈+(𝑛), 𝑉+(𝑛) по-
роджують наступнi формули оберненого перетворення

𝑞−(𝑛) = 𝑄−(𝑛)

√︃
exp[𝑄−(𝑛)𝑅−(𝑛)]− 1

𝑄−(𝑛)𝑅−(𝑛)
, (14.7)

𝑟−(𝑛) = 𝑅−(𝑛)

√︃
exp[𝑄−(𝑛)𝑅−(𝑛)]− 1

𝑄−(𝑛)𝑅−(𝑛)
(14.8)

i
𝑞+(𝑛) =

𝑈+(𝑛)√︀
𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛)

√︀
{1− 𝜇𝜈 exp[+𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛)]}{exp[+𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛)]− 1} −

− 𝜈 𝑄−(𝑛) exp[+𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛)]

√︃
exp[+𝑄−(𝑛)𝑅−(𝑛)]− 1

𝑄−(𝑛)𝑅−(𝑛)
, (14.9)

𝑟+(𝑛) =
𝑉+(𝑛)√︀

𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛)

√︀
{1− 𝜇𝜈 exp[+𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛)]}{exp[+𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛)]− 1} −

−𝜇𝑅−(𝑛) exp[+𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛)]

√︃
exp[+𝑄−(𝑛)𝑅−(𝑛)]− 1

𝑄−(𝑛)𝑅−(𝑛)
, (14.10)

𝜇(𝑛) = 𝜇 exp[+𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛)] +
𝑄−(𝑛)𝑉+(𝑛)√︀

𝑄−(𝑛)𝑅−(𝑛)𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛)
×

×
√︀
{1− 𝜇𝜈 exp[+𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛)]}{exp[+𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛)]− 1}{exp[+𝑄−(𝑛)𝑅−(𝑛)]− 1}, (14.11)

𝜈(𝑛) = 𝜈 exp[+𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛)] +
𝑅−(𝑛)𝑈+(𝑛)√︀

𝑄−(𝑛)𝑅−(𝑛)𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛)
×

×
√︀
{1− 𝜇𝜈 exp[+𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛)]}{exp[+𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛)]− 1}{exp[+𝑄−(𝑛)𝑅−(𝑛)]− 1}. (14.12)

Означимо Гамiльтоновi функцiї 𝑐𝐻− i 𝑐𝐻+

мiнус-асиметричної канонiзованої системи i плюс-
асиметричної канонiзованої системи, пiдставивши
вiдповiднi формули перетворення (14.1)–(14.6) i
(14.7)–(14.12) до виразу (8.6) для Гамiльтонової
функцiї 𝑝𝐻 первинної системи (1.1)–(1.6).

Тодi динамiка мiнус-асиметричної канонiзованої
системи визначатиметься рiвняннями Гамiльтона

+i�̇�+(𝑛) = +i{𝑐𝐻−, 𝑄+(𝑛)} =
𝜕 𝑐𝐻−

𝜕𝑅+(𝑛)
, (14.13)

−i�̇�+(𝑛) = −i{𝑐𝐻−, 𝑅+(𝑛)} =
𝜕 𝑐𝐻−

𝜕𝑄+(𝑛)
, (14.14)

+i�̇�−(𝑛) = +i{𝑐𝐻−, 𝑈−(𝑛)} =
𝜕 𝑐𝐻−

𝜕𝑉−(𝑛)
, (14.15)

−i�̇�−(𝑛) = −i{𝑐𝐻−, 𝑉−(𝑛)} =
𝜕 𝑐𝐻−

𝜕𝑈−(𝑛)
, (14.16)

якi, вочевидь, мають стандартну канонiчну фор-
му завдяки канонiчнiй формi приналежних фун-
даментальних дужок Пуассона (13.7)–(13.12).
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Аналогiчно динамiка плюс-асиметричної канонi-
зованої системи визначатиметься такими рiвнян-
нями Гамiльтона

+i�̇�−(𝑛) = +i{𝑐𝐻+, 𝑄−(𝑛)} =
𝜕 𝑐𝐻+

𝜕𝑅−(𝑛)
, (14.17)

−i�̇�−(𝑛) = −i{𝑐𝐻+, 𝑅−(𝑛)} =
𝜕 𝑐𝐻+

𝜕𝑄−(𝑛)
, (14.18)

+i�̇�+(𝑛) = +i{𝑐𝐻+, 𝑈+(𝑛)} =
𝜕 𝑐𝐻+

𝜕𝑉+(𝑛)
, (14.19)

−i�̇�+(𝑛) = −i{𝑐𝐻+, 𝑉+(𝑛)} =
𝜕 𝑐𝐻+

𝜕𝑈+(𝑛)
, (14.20)

в яких враховано канонiчнi властивостi iншого
приналежного набору фундаментальних дужок
Пуассона (13.19)–(13.24).

15. Сильна та слабка
стандартизованi компоненти
односолiтонного розв’язку [71, 72]

У цьому роздiлi ми проiлюструємо деякi загаль-
нi результати, що стосуються асиметричних стан-
дартизацiй (13.1)–(13.6) i (13.13)–(13.18) первинної
iнтеґровної нелiнiйної системи (1.1)–(1.6) на при-
кладi односолiтонного розв’язку. Для цього ми ви-
користаємо формули для односолiтонного розв’яз-
ку (5.32)–(5.37) нестандартизованої системи (1.1)–
(1.6), заданої на нескiнченнiй стьожцi трикутної
ґратки i охарактеризованої нелiнiйностями при-
тягувального типу. Заради стислости викладу ми
опустимо верхнiй (наразi неiнформативний) iндекс
плюс над усима компонентами односолiтонного
розв’язку (5.32)–(5.37). Особливої уваги у нашому
розглядi буде придiлено означенням (5.38)–(5.41)
i (5.42) визначальних односолiтонних параметрiв
𝛾+, κ+, 𝛾−, κ− i 𝑠.

Спираючись на означення (5.38)–(5.41) параметрiв 𝛾+, κ+ i 𝛾−, κ−, можна легко одержати вираз

sinh[2(𝛾+ + 𝛾− − 𝛾)] = (1− 𝜇𝜈)
sinh(2𝛾)

cosh[2(𝛾+ + 𝛾− − 𝛾)]
×

× 2 sinh(2𝛾) sinh(2𝛾) + [exp(+2iκ) + 𝜇][exp(−2iκ) + 𝜈]

[exp(+2𝛾 + 2iκ) + 𝜇][exp(+2𝛾 − 2iκ) + 𝜈][exp(−2𝛾 + 2iκ) + 𝜇][exp(−2𝛾 − 2iκ) + 𝜈]
, (15.1)

який показує, що знак члена sinh[2(𝛾++𝛾−−𝛾)] в його лiвiй частинi повнiстю визначається знаком
добутка (1−𝜇𝜈) sinh(2𝛾) у правiй частинi. Зокрема, завдяки такiй властивостi допомiжнi односолiтоннi
компоненти (5.34) i (5.37), обчисленi в критичнiй точцi 𝜇𝜈 = 1, зводяться до своїх граничних постiйних
значень 𝜇 i 𝜈. Саме ця властивiсть члена sinh[2(𝛾++ 𝛾−− 𝛾)], як буде показано, i визначає головнi
характеристики стандартизованих односолiтонних компонент.

I справдi, застосовуючи формули мiнус-асиметричної стандартизацiї (13.1), (13.2) i (13.5), (13.6) до
величин𝑄+(𝑛)𝑅+(𝑛) i 𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛), обчислених за допомогою нестандартизованого багатокомпонентного
односолiтонного розв’язку (5.32)–(5.37), ми одержуємо

𝑄+(𝑛)𝑅+(𝑛) = ln

{︂
1 +

sinh(2𝛾) sinh(2𝛾)

cosh[2(𝛾+ + 𝛾−)(𝑛− 𝑥− 𝑠)] cosh[2(𝛾+ + 𝛾−)(𝑛− 𝑥− 𝑠)]

}︂
, (15.2)

𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛) = ln

{︂
1 +

sinh(2𝛾) sinh[2(𝛾+ + 𝛾− − 𝛾)]

cosh[2(𝛾+ + 𝛾−)(𝑛− 𝑥− 3𝑠+ 1)] cosh[2(𝛾+ + 𝛾−)(𝑛− 𝑥+ 𝑠)]

}︂
. (15.3)

Таким чином, на догоду загальнiй теорiї, вели-
чина 𝑄+(𝑛)𝑅+(𝑛), будучи обчислена на односо-
лiтонному розв’язку, набуває дiйсних невiд’ємних
значень при усих допустимих значеннях 𝜇𝜈 ≥ 0

фонового параметра 𝜇𝜈, i вiдтак її можна тра-
ктувати як число свiтлих 𝑄+𝑅+ збуджень в 𝑛-
тiй елементарнiй комiрцi. Ця властивiсть хара-
ктеризує солiтонну компоненту 𝑄+𝑅+ як таку,
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Рис. 6. Типовi розподiли сильної 𝑄+(𝑛)𝑅+(𝑛) (заповненi
кружки) та слабкої 𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛) (пустi кружки) односолi-
тонних компонент за номером елементарної комiрки 𝑛 у
випадку мiнус-асиметричної стандартизацiї в докритичнiй
областi 𝜇𝜈 < 1 фонового параметра 𝜇𝜈. Розрахунки зро-
блено при 𝜇 = 0.7 = 𝜈, 𝛾 = 0.15, κ = 0, 𝑥 = 0 згiдно
з формулами (15.2) та (15.3). Видно, що обидвi солiтоннi
компоненти є компонентами свiтлого типу

Рис. 7. Типовi розподiли сильної 𝑄+(𝑛)𝑅+(𝑛) (заповне-
нi кружки) та слабкої 𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛) (пустi кружки) одно-
солiтонних компонент за номером елементарної комiрки 𝑛

у випадку мiнус-асиметричної стандартизацiї в надкрити-
чнiй областi 𝜇𝜈 > 1 фонового параметра 𝜇𝜈. Розрахунки
зроблено при 𝜇 = 1.9 = 𝜈, 𝛾 = 0.15, κ = 0, 𝑥 = 0 згiдно
з формулами (15.2) та (15.3). Видно, що слабка солiтонна
компонента є компонентою темного типу

що належить до сильної пiдсистеми. Навпаки,
знак величини 𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛), обчисленої на одно-
солiтонному розв’язку, як видно, повнiстю вка-
зується знаком параметра 1 − 𝜇𝜈, а отже вели-
чину 𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛) можна вважати числом свiтлих
𝑈−𝑉− збуджень в 𝑛-тiй елементарнiй комiрцi ли-
ше за умови 𝜇𝜈 < 1. До того ж, в критичнiй то-
чцi 𝜇𝜈 = 1 компонента 𝑈−𝑉− мiнус-асиметрично
стандартизованого солiтона зникає повнiстю. При
𝜇𝜈 > 1 добуток 𝑈−(𝑛)𝑉−(𝑛) стає вiд’ємно напiв-
визначеним (тобто недодатнiм), а отже компо-
нента 𝑈−𝑉− мiнус-асиметрично стандартизовано-
го солiтона описує темнi збудження. Таким чи-
ном, компонента 𝑈−𝑉− мiнус-асиметрично стан-
дартизованого солiтона проявляє всi властиво-

стi, очiкуванi для слабкої пiдсистеми згiдно iз
загальною теорiєю. Рисунки 6 i 7, розрахова-
нi за формулами мiнус-асиметричної стандарти-
зацiї (15.2) i (15.3), iлюструють принципову вiд-
мiннiсть в спiльнiй поведiнцi двох взаємно аси-
метричних односолiтонних компонент при докри-
тичних 𝜇𝜈 < 1 (рис. 6) i надкритичних 𝜇𝜈 > 1
(рис. 7) значеннях головного фонового параме-
тра 𝜇𝜈.

З iншого боку, застосовуючи формули плюс-
асиметричної стандартизацiї (13.13), (13.14)
i (13.17), (13.18) до величин 𝑄−(𝑛)𝑅−(𝑛) i
𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛), обчислених за посередництва нестан-
дартизованого багатокомпонентного односолiтон-
ного розв’язку (5.32)–(5.37), одержуємо

𝑄−(𝑛)𝑅−(𝑛) = ln

{︂
1 +

sinh(2𝛾) sinh(2𝛾)

cosh[2(𝛾+ + 𝛾−)(𝑛− 𝑥+ 𝑠)] cosh[2(𝛾+ + 𝛾−)(𝑛− 𝑥+ 𝑠)]

}︂
(15.4)

𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛) = ln

{︂
1 +

sinh(2𝛾) sinh[2(𝛾+ + 𝛾− − 𝛾)]

cosh[2(𝛾+ + 𝛾−)(𝑛− 𝑥+ 3𝑠− 1)] cosh[2(𝛾+ + 𝛾−)(𝑛− 𝑥− 𝑠)]

}︂
. (15.5)
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Рис. 8. Типовi розподiли сильної 𝑄−(𝑛)𝑅−(𝑛) (заповненi
кружки) та слабкої 𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛) (пустi кружки) односолi-
тонних компонент за номером елементарної комiрки 𝑛 у
випадку плюс-асиметричної стандартизацiї в докритичнiй
областi 𝜇𝜈 < 1 фонового параметра 𝜇𝜈. Розрахунки зро-
блено при 𝜇 = 0.7 = 𝜈, 𝛾 = 0.15, κ = 0, 𝑥 = 0 згiдно
з формулами (15.4) та (15.5). Видно, що обидвi солiтоннi
компоненти є компонентами свiтлого типу

Отже, згiдно iз загальною теорiєю величи-
на 𝑄−(𝑛)𝑅−(𝑛), обчислена на односолiтонному
розв’язку, набуває дiйсних невiд’ємних значень
при усих допустимих значеннях 𝜇𝜈 ≥ 0 фоно-
вого параметра 𝜇𝜈, i тому її можна трактувати
як число свiтлих 𝑄−𝑅− збуджень в 𝑛-тiй елемен-
тарнiй комiрцi. Ця властивiсть характеризує солi-
тонну компоненту 𝑄−𝑅− як таку, що належить
до сильної пiдсистеми. Навпаки, знак величини
𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛), обчисленої за допомоги односолiтон-
ного розв’язку, повнiстю вказується знаком пара-
метра 1 − 𝜇𝜈, а вiдтак величину 𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛) мо-
жна вважати числом свiтлих 𝑈+𝑉+ збуджень в 𝑛-
тiй елементарнiй комiрцi лише за умови 𝜇𝜈 < 1.
Бiльше того, в критичнiй точцi 𝜇𝜈 = 1 компо-
нента 𝑈+𝑉+ плюс-асиметрично стандартизовано-
го солiтона повнiстю зникає. При 𝜇𝜈 > 1 добу-
ток 𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛) стає вiд’ємно напiввизначеним, i
тому компонента 𝑈+𝑉+ плюс-асиметрично стан-
дартизованого солiтона описує темнi збудження.
Отже, компонента 𝑈+𝑉+ плюс-асиметрично стан-
дартизованого солiтона демонструє всi властиво-

Рис. 9. Типовi розподiли сильної 𝑄−(𝑛)𝑅−(𝑛) (заповне-
нi кружки) та слабкої 𝑈+(𝑛)𝑉+(𝑛) (пустi кружки) односо-
лiтонних компонент за номером елементарної комiрки 𝑛 у
випадку плюс-асиметричної стандартизацiї в надкритичнiй
областi 𝜇𝜈 > 1 фонового параметра 𝜇𝜈. Розрахунки зро-
блено при 𝜇 = 1.9 = 𝜈, 𝛾 = 0.15, κ = 0, 𝑥 = 0 згiдно
з формулами (15.4) та (15.5). Видно, що слабка солiтонна
компонента є компонентою темного типу

стi, передбаченi для слабкої пiдсистеми. Рисунки 8
i 9, розрахованi за формулами плюс-асиметричної
стандартизацiї (15.4) i (15.5), показують принци-
пову вiдмiннiсть в спiльнiй поведiнцi двох взаємно
асиметричних односолiтонних компонент при до-
критичних 𝜇𝜈 < 1 (рис. 8) i надкритичних 𝜇𝜈 > 1
(рис. 9) значеннях головного фонового параме-
тра 𝜇𝜈.

Насамкiнець зауважимо, що в критичнiй точцi
𝜇𝜈 = 1 параметр координатного розщеплення 𝑠
(5.42) обертається на тотожнiй нуль з огляду на
формулу (15.1) для функцiонального параметра
sinh[2(𝛾++𝛾−−𝛾)]. Отже жодної суперечности мiж
мiнус-асиметрично стандартизованим солiтонним
представленням та плюс-асиметрично стандарти-
зованим солiтонним представленням не iснує. На-
справдi, саме iснування двох нееквiвалентних пiд-
систем в будь-якiй з двох асиметрично стандар-
тизованих систем вiдкриває можливiсть описати
критичнiсть системи найбiльш природнiм чином, а
саме – шляхом повного вилучення збуджень слаб-
кої пiдсистеми в критичнiй точцi.
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16. Висновки

У цьому оглядi ми пiдсумовуємо найважливiшi
властивостi напiвдискретної iнтеґровної нелiнiйної
Шрьодiнґерової системи з фоново-реґульовними
мiжвузловими резонансними зв’язками з огляду
на вагому роль, яку вiдiграють напiвдискретнi
iнтеґровнi моделi нелiнiйного шрьодiнґерiвського
типу в описовi рiзноманiтних явищ у багатьох га-
лузях фiзики. Список вiдповiдних посилань сто-
совно застосувань у фiзицi можна знайти в наших
недавнiх публiкацiях [67–69]. Вiсiм оригiнальних
праць [63, 66–72] складають осердя оглянутих ре-
зультатiв, втiм вплив праць зi стандартизацiї ши-
роко вiдомої напiвдискретної нелiнiйної системи
Абловiца–Ладiка [32, 55, 56] видається вкрай неза-
перечним. Фактично наша дiяльнiсть зi стандарти-
зацiї системи Абловiца–Ладiка [55,56] була iнспiро-
вана доволi критичним ставленням академiка Оле-
ксандра Сергiйовича Давидова до нестандартних
польових амплiтуд як таких, що не мають прямо-
го фiзичного сенсу [64]. Подiбна задача стандар-
тизацiї, як ми вже знаємо, постає також в напiв-
дискретнiй iнтеґровнiй нелiнiйнiй Шрьодiнґеровiй
системi з фоново-реґульовними мiжвузловими ре-
зонансними зв’язками, але на багато витонченiшо-
му рiвнi [70–72] у порiвняннi iз задачами стандар-
тизацiї, якi виникають в простих напiвдискретних
iнтеґровних нелiнiйних системах [51, 55, 56, 59], що
характеризуються суто розщепними структурни-
ми (симплектичними) матрицями. З одного боку,
розщепнiсть структурної матрицi вказує на те, що
кожен з двох дiагональних блокiв структурної ма-
трицi – це нульова матриця, тодi як кожен з двох
позадiагональних блокiв структурної матрицi – дi-
агональна матриця. З iншого боку, розщепнiсть
вимагає аби кожен елемент структурної матрицi
був заданий польовими змiнними, що належать до
однiєї окремої пiдсистеми. Жодного унiверсально-
го рецепту, як одночасно подолати обидва вище-
згаданi застереженя, не iснує. Що ж стосується
системи iз розщепною структурною матрицею, то
задача її канонiзацiї виявляється бiльш-менш три-
вiальною (проте iнодi i занадто громiздкою). От-
же, головна задача в канонiзуваннi напiвдискре-
тної iнтеґровної нелiнiйної Шрьодiнґерової систе-
ми з фоново-реґульовними мiжвузловими резонан-
сними зв’язками полягала у вiднаходженнi тако-
го нелiнiйного перетворення до нових польових

змiнних аби вiдповiдна структурна матриця ста-
ла розщепною. Аби просунутися у виконаннi цiєї
мети ми змушенi були здiйснити цiлу низку ло-
гiчних крокiв. Перш за все, ми знайшли кiлька
найнижчих локальних густин з нескiнченної iє-
рархiї i встановили Пуассонову та Гамiльтонову
структури системи в термiнах первинних польо-
вих змiнних. Потiм, спираючись на так званi при-
роднi в’язi, ми виявили критичнiсть системи сто-
совно фонового параметра. З урахуванням крити-
чности системи ми зумiли ввести набiр промiжних
польових змiнних, а потiм два варiанти первинно-
промiжних польових змiнних. Виявилось, що ха-
рактерною ознакою кожного варiанту первинно-
промiжних польових змiнних є розщепнiсть при-
таманної їм структурної матрицi, а отже головну
перешкоду для канонiзацiї системи було подолано.
В процесi стандартизацiї ми вияснили, що кожна
iз стандартизованих систем складається iз слабкої
i сильної пiдсистем. На загал симетрiя мiж слаб-
кою пiдсистемою i сильною пiдсистемою є суттє-
во порушена i пiдлягає вiдновленню лише за ну-
льової величини фонового параметра. В докрити-
чнiй областi фонового параметра обидвi канонiчнi
пiдсистеми є пiдсистемами свiтлих нелiнiйних збу-
джень, тодi як в надкритичнiй областi слабка пiд-
система обертається на пiдсистему темних нелiнiй-
них збуджень. В самiй критичнiй точцi слабка пiд-
система стає перманентно повнiстю незбуджува-
ною. Перехiд вiд одного типу нелiнiйних збуджень
до iншого було пiдтверджено мiнус-асиметричним
та плюс-асиметричним стандартизованими багато-
компонентними односолiтонними розв’язками як
аналiтично, так i графiчно, з урахуванням формул
для первинного (нестандартизованого) солiтонно-
го розв’язку. Сам же первинний солiтонний розв’я-
зок було одержано в рамках достатньо нетривiаль-
ного методу одягання Дарбу, розвинутого саме для
цiєї мети.

Ще одна важлива риса напiвдискретної iн-
теґровної нелiнiйної Шрьодiнґерової системи з
фоново-реґульовними мiжвузловими резонансни-
ми зв’язками пов’язана з a priori довiльними часо-
вими залежностями параметрiв поперечного зв’яз-
ку, здатними охопити вплив зовнiшнього лiнiйно-
го потенцiалу. Як наслiдок, первинна нелiнiйна си-
стема з вiдповiдно пiдлаштованим параметричним
розгойдуванням стає iзоморфною системi, яка мо-
делює Блоховi (Bloch) осциляцiї заряджених нелi-
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нiйних носiїв в стьожцi трикутної ґратки внаслi-
док дiї повздовжнього просторово одорiдного еле-
ктричного поля. Обґрунтування такого тверджен-
ня можна знайти в нашiй недавнiй працi [69].

Працю виконано за пiдтримки Нацiональ-
ної академiї наук України в рамках теми
№0115U005302. Автор висловлює подяку Вячесла-
ву О. Вахненку за виконання рисункiв 1–9. Ав-
тор повнiстю вiдповiдає за граматику, лексику,
наукову термiнологiю та компонування формул
статтi.

1. M.J. Ablowitz, J.F. Ladik. Nonlinear differential-difference
equations. J. Math. Phys. 16, 598–603 (1975).

2. M.J. Ablowitz, J.F. Ladik. Nonlinear differential-difference
equations and Fourier analysis. J. Math. Phys. 17, 1011–
1018 (1976).

3. M.J. Ablowitz, Y. Ohta, A.D. Trubatch. On discretizations
of the vector nonlinear Schrödinger equation. Phys. Lett.
A 253, 287–304 (1999).

4. M.J. Ablowitz, B. Prinari, A.D. Trubatch. Discrete and
Continuous Nonlinear Schrödinger Systems (Cambridge
University Press, New York, 2004).

5. M.J. Ablowitz, G. Biondini, B. Prinari. Inverse scattering
transform for the integrable discrete nonlinear Schrödinger
equation with nonvanishing boundary conditions. Inverse
Problems 23, 1711–1758 (2007).

6. V.E. Adler, V.V. Postnikov. On vector analogs of the modi-
fied Volterra lattice. J. Phys. A: Math. Theor. 41, 455203
(2008).

7. G. Biondini, D. Kraus. Inverse scattering transform for the
defocusing Manakov system with nonzero boundary condi-
rions. SIAM J. Math. Anal. 47, 706–757 (2015).

8. G. Biondini, D.K. Kraus, B. Prinari. The three-component
defocusing nonlinear Schrödinger equation with nonzero
boundary conditions. Commun. Math. Phys. 348, 475–533
(2016).

9. L.S. Brizhik, B.M.A.G. Piette, W.J. Zakrzewski. Donor-
acceptor electron transport mediated by solitons. Phys.
Rev. E 90 052915 (2014).

10. R.K. Bullough, N.M. Bogoliubov, A.V. Rybin, G.G. Var-
zugin, J. Timonen. Solitons of q-deformed quantum latti-
ces and the quantum soliton. J. Phys. A: Math. Gen. 34,
10463–10474 (2001).

11. P.J. Caudrey. The inverse problem for a general 𝑁 × 𝑁

spectral equation. Physica D 6, 51–66 (1982).
12. P.J. Caudrey. Differential and discrete spectral problems

and their inverses. In: Wave Phenomena: Modern Theory
and Applications, North-Holland Mathematics Studies 97
(Elsevier, Amsterdam, 1984), pp. 221–232.

13. A.R. Chowdhury, G. Mahato. A Darboux-Bäcklund trans-
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SEMIDISCRETE INTEGRABLE
NONLINEAR SCHRÖDINGER SYSTEM
WITH BACKGROUND-DEPENDENT
INTERSITE INTERACTION

S u m m a r y

We summarize the most featured items characterizing the

semi-discrete nonlinear Schrödinger system with background-

controlled inter-site resonant coupling. The system is shown to

be integrable in the Lax sense that make it possible to obtain

its soliton solutions in the framework of properly parameter-

ized dressing procedure based on the Darboux transformation.

On the other hand the system integrability inspires an infinite

hierarchy of local conservation laws some of which were found

explicitly in the framework of generalized recursive approach.

The system consists of two basic dynamic subsystems and one

concomitant subsystem and it permits the Hamiltonian formu-

lation accompanied by the highly nonstandard Poisson struc-

ture. The nonzero background level of concomitant fields medi-

ates the appearance of an additional type of inter-site resonant

coupling and as a consequence it establishes the triangular-

lattice-ribbon spatial arrangement of location sites for the ba-

sic field excitations. Adjusting the background parameter we

are able to switch over the system dynamics between two es-

sentially different regimes separated by the critical point. The

system criticality against the background parameter is mani-

fested both indirectly by the auxiliary linear spectral problem

and directly by the nonlinear dynamical equations themselves.

The physical implications of system criticality become evident

after the rather sophisticated canonization procedure of basic

field variables. There are two variants of system standardiza-

tion equal in their rights. Each variant is realizable in the form

of two nonequivalent canonical subsystems. The broken sym-

metry between canonical subsystems gives rise to the crossover

effect in the nature of excited states. Thus in the under-critical

region the system support the bright excitations in both sub-

systems, while in the over-critical region one of subsystems

converts into the subsystem of dark excitations.
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