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МЕТОД КОЛЕКТИВНИХ ЗМIННИХ
В ТЕОРIЇ НЕЛIНIЙНИХ ФЛУКТУАЦIЙ
З УРАХУВАННЯМ КIНЕТИЧНИХ ПРОЦЕСIВУДК 538.9, 538.93

Для узгодженого опису кiнетики та гiдродинамiки систем взаємодiючих частинок
оптимiзовано набiр параметрiв скороченого опису згiдно з Боголюбовим, що передбачає
залучення колективних змiнних. При цьому роздiляються внески вiд короткосяжних
i далекосяжних взаємодiй мiж частинками. Короткосяжнi взаємодiї (наприклад, мо-
дель твердих сфер) описуються в координатно-iмпульсному просторi, а далекосяжнi –
у просторi колективних змiнних. Короткосяжна складова розглядається як базисна.
Використовуючи метод нерiвноважного статистичного оператора Зубарєва, ми отри-
мали систему рiвнянь переносу для нерiвноважної одночастинкової функцiї розподiлу,
нерiвноважного середнього значення густини енергiї взаємодiї частинок та нерiвнова-
жної функцiї розподiлу колективних змiнних. Застосований метод колективних змiн-
них дав можливiсть розрахувати у вищих наближеннях, нiж гаусове, як структурну
функцiю, так i гiдродинамiчнi швидкостi колективних змiнних.
К люч о в i с л о в а: проста рiдина, нелiнiйнi флуктуацiї, нерiвноважний статистичний
оператор, функцiя розподiлу, рiвняння Фоккера–Планка.

1. Вступ

Дослiдження нелiнiйних кiнетичних та гiдродина-
мiчних флуктуацiй у густих газах, плазмi та рi-
динах у явищах турбулентностi, динамiцi фазових
переходiв, хiмiчних реакцiях, самоорганiзацiйних
процесах залишаються актуальними як на кiне-
тичному, так i гiдродинамiчному рiвнях опису в
статистичнiй теорiї нерiвноважних процесiв [1–29].
Нерiвноважнi стани таких систем далекi вiд рiв-
новаги i тому важливими є дослiдження, з одного
боку, процесiв встановлення стацiонарних станiв iз
характерними часами життя, з iншого – процесiв
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релаксацiї до вже вiдомих нерiвноважних станiв,
зокрема, якi описуються в рамках молекулярної
гiдродинамiки [2, 30–32] у випадку рiдин та густих
газiв. Важливо зазначити, що особливiстю дослi-
джень нерiвноважних явищ у густих газах, рiди-
нах, густiй плазмi (пилова плазма) є узгоджений
опис кiнетичних та гiдродинамiчних процесiв [33–
37] та врахування характерних короткосяжних та
далекосяжних взаємодiй мiж частинками систем.

Побудова кiнетичних рiвнянь з врахуванням не-
лiнiйних гiдродинамiчних флуктуацiй [38–41] є ва-
жливою проблемою в теорiї процесiв переносу в
густих газах, рiдинах. Зокрема, ця проблема вини-
кає при описi низькочастотних аномалiй у кiнети-
чних рiвняннях та пов’язаних з ними “довгих хво-
стiв” кореляцiйних функцiй [1, 42, 43]. У роботах
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[33, 44, 45] був запропонований узгоджений опис
кiнетичних та гiдродинамiчних процесiв у густих
газах i рiдинах на основi методу нерiвноважного
статистичного оператора Зубарєва [8, 9]. Зокрема,
цей пiдхiд був застосований для отримання з лан-
цюжка рiвнянь ББГКI кiнетичного рiвняння ре-
вiзованої теорiї Енскога [45, 46] для системи твер-
дих сфер та кiнетичного рiвняння Енскога-Ландау
для однокомпонентної системи заряджених твер-
дих сфер. У роботi [33] були отриманi немарков-
ськi рiвняння переносу для нерiвноважної одно-
частинкової функцiї розподiлу та нерiвноважного
значення середньої потенцiальної енергiї взаємодiї
частинок. Пiзнiше [34,36] цi рiвняння використову-
вались для дослiджень часових кореляцiйних фун-
кцiй та спектра колективних збуджень для слабо
нерiвноважних процесiв у рiдинах. Очевидно, пiд-
хiд [33, 44, 45] може бути застосований для опису
як слабо, так i сильно нерiвноважних систем.

У той самий час для узгодженого опису кiне-
тичних процесiв та нелiнiйних гiдродинамiчних
флуктуацiй зручно переформулювати теорiю та-
ким чином, щоб отримати набiр рiвнянь для не-
рiвноважної одночастинкової функцiї розподiлу та
функцiонала розподiлу гiдродинамiчних змiнних –
густин числа частинок, їх iмпульсу та енергiї.
Iдея такого пiдходу була сформульована у робо-
тах [47, 48]. Ми розвинули у [49, 50] даний пiдхiд
з використанням методу колективних змiнних [51]
з метою узгодженого опису кiнетичних та гiдро-
динамiчних процесiв, якi характеризуються нелi-
нiйними флуктуацiями густин числа частинок, їх
iмпульсiв та повної енергiї.

У данiй роботi на вiдмiну вiд робiт [49, 50], для
опису колективних динамiчних процесiв у систе-
мi як колективнi змiннi ми вводимо тiльки фур’є-
компоненту густини числа частинок, оскiльки во-
на зв’язана iз густиною iмпульсу рiвнянням не-
перервностi, а також через неї виражається да-
лекосяжна частина потенцiальної енергiї взаємо-
дiї частинок. При цьому густини кiнетичної енер-
гiї та короткосяжної частини потенцiалу взаємодiї
частинок описуються в координатно-iмпульсному
просторi.

У другому роздiлi отримаємо нерiвноважний
статистичний оператор нерiвноважного стану си-
стеми, коли параметрами скороченого опису є
нерiвноважна одночастинкова функцiя розподiлу
частинок, нерiвноважне середнє значення густи-

ни потенцiальної енергiї взаємодiї i нерiвноважна
функцiя розподiлу колективних змiнних густини
числа частинок.

У третьому роздiлi розглянемо один iз спосо-
бiв розрахунку структурної функцiї розподiлу ко-
лективних змiнних густини числа частинок та
їх гiдродинамiчних швидкостей (вище гаусового
наближення), що входять в узагальнене рiвнян-
ня Фоккера–Планка для нерiвноважної функцiї
розподiлу колективних змiнних. При цьому бу-
дуть роздiленi внески вiд короткосяжних i дале-
косяжних взаємодiй мiж частинками. Це приве-
де до того, що короткосяжнi взаємодiї (напри-
клад, модель твердих сфер) описуватимуться в
координатно-iмпульсному просторi, а далекося-
жнi – у просторi колективних змiнних. Бiльше то-
го, короткосяжна складова розглядається як ба-
зисна, якiй вiдповiдає ланцюжок рiвнянь ББГКI
для нерiвноважних функцiй розподiлу, зокрема, у
випадку моделi твердих сфер [35].

2. Нерiвноважна функцiя розподiлу
в методi нерiвноважного статистичного
оператора Зубарєва

Для узгодженого опису кiнетичних та гiдродина-
мiчних флуктуацiй у класичних густих газах та
рiдинах необхiдний вiдбiр параметрiв скороченого
опису одночастинкових i колективних процесiв. У
якостi таких параметрiв на вiдмiну вiд [49, 50] ми
виберемо нерiвноважну одночастинкову функцiю
розподiлу 𝑓1(𝑥; 𝑡) = ⟨�̂�1(𝑥)⟩𝑡, нерiвноважне середнє
значення енергiї взаємодiї частинок 𝐻 int(r, 𝑡) =
= ⟨�̂� int(r)⟩𝑡 та нерiвноважну функцiю розподiлу
колективних змiнних 𝑓(𝜌; 𝑡) = ⟨𝛿(𝜌 − 𝜌)⟩𝑡, що вiд-
повiдають густинi числа частинок. Мiкроскопiчна
фазова густина числа частинок та мiкроскопiчна
густина потенцiальної енергiї взаємодiї частинок
системи задаються виразами:

�̂�1(𝑥) =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛿(𝑥−𝑥𝑗) =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛿(r−r𝑗) 𝛿 (p−p𝑗), (2.1)

�̂� int(r) =
1

2

𝑁∑︁
𝑗 ̸=𝑙=1

Φ(|r𝑙𝑗 |) 𝛿 (r− r𝑗), (2.2)

де 𝑥𝑗 = (r𝑗 ,p𝑗) – координати та iмпульси частинок
фазового простору, 𝑁 – повне число частинок си-
стеми в об’ємi 𝑉 . Мiкроскопiчний фазовий розпо-
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дiл колективних змiнних 𝜌 записується таким чи-
ном:

𝑓(𝜌) = 𝛿(𝜌− 𝜌) =
∏︁
k

𝛿(𝜌k − 𝜌k), (2.3)

де

𝜌k =

𝑁∑︁
𝑗=1

e−𝑖kr𝑗 (2.4)

– фур’є-компонента густини числа частинок i 𝜌k –
вiдповiдна колективна змiнна. У парному потенцi-
алi взаємодiї мiж частинками Φ(|r𝑙𝑗 |) = Φ(|r𝑙−r𝑗 |)
видiлимо короткосяжну Φsh(|r𝑙𝑗 |) i далекосяжну
Φlong(|r𝑙𝑗 |) частини:

Φ(|r𝑙𝑗 |) = Φsh(|r𝑙𝑗 |) + Φlong(|r𝑙𝑗 |).

Вiдповiдно нерiвноважне значення густини потен-
цiальної енергiї взаємодiючих частинок матиме
вигляд:

⟨�̂� int(r)⟩𝑡 = ⟨�̂�sh(r)⟩𝑡 + 1

2𝑉 2

∑︁
q,k

𝜈(k)e𝑖qr ×

×
(︁
⟨𝜌q+k𝜌−k⟩𝑡 − ⟨𝜌q⟩𝑡

)︁
,

де 𝜈(k) – фур’є-компонента далекосяжної ча-
стини потенцiалу взаємодiї частинок. Нерiвнова-
жна функцiя розсiяння частинок ⟨𝜌q+k𝜌−k⟩𝑡 =
= 𝐹 (q,k; 𝑡) зв’язана iз нерiвноважним динамiчним
структурним фактором 𝑆(q,k;𝜔), який безпосере-
дньо вимiрюється в процесах розсiяння нейтронiв.

Нерiвноважнi середнi значення ⟨�̂�1(𝑥)⟩𝑡,
⟨�̂� int(r)⟩𝑡 i ⟨𝛿(𝜌 − 𝜌)⟩𝑡 розраховуються з не-
рiвноважною функцiєю розподiлу 𝑁 -частинок
𝜚(𝑥𝑁 ; 𝑡), що задовольняє рiвняння Лiувiлля. У
вiдповiдностi до iдеї скороченого опису нерiвнова-
жного стану ця функцiя є функцiоналом

𝜚(𝑥𝑁 ; 𝑡) = 𝜚
(︀
..., 𝑓1(𝑥; 𝑡), ⟨�̂� int(r)⟩𝑡, 𝑓(𝜌; 𝑡), ...

)︀
.

Для знаходження нерiвноважної функцiї розподi-
лу 𝜚(𝑥𝑁 ; 𝑡) ми використаємо метод Зубарєва [48,
52], у якому загальний розв’язок рiвняння Лiувiл-
ля з врахуванням процедури проектування може
бути поданий у виглядi:

𝜚(𝑥𝑁 ; 𝑡) = 𝜚𝑞(𝑥
𝑁 ; 𝑡) −

𝑡∫︁
−∞

d𝑡′ e𝜖(𝑡
′−𝑡)𝑇𝑞 (𝑡, 𝑡

′)×

×
(︀
1− 𝑃𝑞(𝑡

′)
)︀
, 𝑖𝐿𝑁𝜚𝑞(𝑥

𝑁 ; 𝑡′), (2.5)

де 𝜖 → +0 пiсля граничного термодинамiчно-
го переходу, що вiдбирає запiзнюючi розв’язки
рiвняння Лiувiлля з оператором 𝑖𝐿𝑁 . 𝑇𝑞(𝑡, 𝑡

′) =

= exp+

(︁
−
∫︀ 𝑡

𝑡′
𝑑𝑡′
(︀
1− 𝑃𝑞(𝑡

′)
)︀
𝑖𝐿𝑁

)︁
– узагальнений

оператор еволюцiї у часi з врахуванням проектува-
ння Кавасакi–Гантона 𝑃𝑞(𝑡). Структура 𝑃𝑞(𝑡) зале-
жить вiд релевантної функцiї розподiлу 𝜚𝑞(𝑥

𝑁 ; 𝑡),
яка у методi Зубарєва знаходиться iз екстремуму
iнформацiйної ентропiї при фiксованих значеннях
параметрiв скороченого опису, у нашому випадку
𝑓1(𝑥; 𝑡), ⟨�̂� int(r)⟩𝑡, 𝑓(𝜌; 𝑡), та збереженi умови нор-
мування∫︁

dΓ𝑁𝜚𝑞(𝑥
𝑁 ; 𝑡) = 1, (2.6)

де

dΓ𝑁 =
(d𝑥)𝑁

𝑁 !
=

(d𝑥1, ...,d𝑥𝑁 )

𝑁 !
, d𝑥 = drdp.

Таким чином, релевантна функцiя розподiлу може
бути записана у виглядi:

𝜚𝑞(𝑥
𝑁 ; 𝑡) = exp

[︂
− Φ(𝑡)−

∫︁
dr𝛽(r; 𝑡) �̂� int(r)−

−
∫︁

d𝑥𝛾(𝑥; 𝑡) �̂�1(𝑥)−
∫︁

d𝜌𝐹 (𝜌; 𝑡)𝑓(𝜌)

]︂
, (2.7)

де d𝜌 =
∏︀

k d𝜌k, Φ(𝑡) – функцiонал Мас’є–Планка,
який визначається iз умови нормування релеван-
тної функцiї розподiлу

Φ(𝑡) = ln

∫︁
dΓ𝑁 exp

[︂
−
∫︁

dr𝛽(r; 𝑡) �̂� int(r)−

−
∫︁

d𝑥𝛾(𝑥; 𝑡) �̂�1(𝑥)−
∫︁

d𝜌𝐹 (𝜌; 𝑡)𝑓(𝜌)

]︂
.

Множники Лагранжа 𝛾(𝑥; 𝑡), 𝛽(r; 𝑡) та 𝐹 (𝜌; 𝑡) зна-
ходяться iз умов самоузгодження:

𝑓1(𝑥; 𝑡) = ⟨�̂�1(𝑥)⟩𝑡 = ⟨�̂�1(𝑥)⟩𝑡𝑞,

⟨�̂� int(r)⟩𝑡 = ⟨ �̂� int(r)⟩𝑡𝑞, (2.8)

𝑓(𝜌; 𝑡) = ⟨𝛿(𝜌− 𝜌)⟩𝑡 = ⟨𝛿(𝜌− 𝜌)⟩𝑡𝑞,

де ⟨...⟩𝑡𝑞 =
∫︀

dΓ𝑁 ...𝜚𝑞(𝑥
𝑁 ; 𝑡). Для розкриття внутрi-

шньої структури нерiвноважної функцiї розподiлу
𝜚(𝑥𝑁 ; 𝑡) ми виключимо функцiю 𝐹 (𝜌; 𝑡) iз релеван-
тної функцiї розподiлу. Для цього використаємо
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умови самоузгодження (2.8). В результатi отри-
маємо:

𝜚𝑞(𝑥
𝑁 ; 𝑡) = 𝜚kin−hyd

𝑞 (𝑥𝑁 ; 𝑡)
𝑓(𝜌; 𝑡)

𝑊 (𝜌; 𝑡)

⃒⃒⃒
𝜌=𝜌

, (2.9)

де

𝑊 (𝜌; 𝑡)=

∫︁
dΓ𝑁 e−Φ(𝑡)−

∫︀
dr𝛽(r;𝑡)�̂�int(r)−

∫︀
d𝑥𝛾(𝑥;𝑡)�̂�1(𝑥) ×

𝑓(𝜌) =

∫︁
dΓ𝑁𝜚kin−hyd

𝑞 (𝑥𝑁 ; 𝑡)𝑓(𝜌) (2.10)

– нерiвноважна структурна функцiя розподiлу ко-
лективних змiнних, яка є якобiяном переходу 𝑓(𝜌)
у простiр колективних змiнних 𝜌k. При цьому усе-
реднення у (2.10) виконується з релевантною фун-
кцiєю розподiлу

𝜚kin−hyd
𝑞 (𝑥𝑁 ; 𝑡) = exp

{︂
− Φ(𝑡)−

−
∫︁

dr𝛽(r; 𝑡)�̂� int(r)−
∫︁

d𝑥𝛾(𝑥; 𝑡)�̂�1(𝑥)

}︂
, (2.11)

яка була побудована у роботах [33, 34, 36] при
узгодженому описi кiнетичних та гiдродинамiчних
процесiв у системах взаємодiючих частинок. Реле-
вантнiй функцiї розподiлу (2.9) вiдповiдає ентро-
пiя Гiбса

𝑆(𝑡) = −⟨ln 𝜚𝑞(𝑥𝑁 ; 𝑡)⟩𝑡𝑞 = Φ(𝑡)+

+

∫︁
dr𝛽(r; 𝑡)⟨�̂� int(r)⟩𝑡 +

∫︁
d𝑥𝛾(𝑥; 𝑡)⟨�̂�1(𝑥)⟩𝑡 +

+

∫︁
d𝜌𝑓(𝜌; 𝑡) ln

𝑓(𝜌; 𝑡)

𝑊 (𝜌; 𝑡)
, (2.12)

яка в комбiнацiї iз умовами самоузгодження (2.8)
може розглядатися як ентропiя нерiвноважного
стану.

Для отримання явного вигляду нерiвноважної
функцiї розподiлу згiдно з (2.5) необхiдно вико-
нати дiю операторiв Лiувiлля i Кавасакi–Гантона
на функцiю 𝜚𝑞(𝑥

𝑁 ; 𝑡). Проекцiйний оператор Ка-
васакi–Гантона вiдповiдно до (2.9) має таку стру-
ктуру:

𝑃𝑞(𝑡)𝜚
′ = 𝜚𝑞(𝑥

𝑁 ; 𝑡)

∫︁
dΓ𝑁𝜚′ +

∫︁
d𝑥

𝜕𝜚𝑞(𝑥
𝑁 ; 𝑡)

𝜕⟨�̂�1(𝑥)⟩𝑡
×

×
[︂ ∫︁

dΓ𝑁 �̂�1(𝑥)𝜚
′ − ⟨�̂�1(𝑥)⟩𝑡

∫︁
dΓ𝑁𝜚′

]︂
+

+

∫︁
dr

𝜕𝜚𝑞(𝑥
𝑁 ; 𝑡)

𝜕⟨�̂� int(r)⟩𝑡

[︂ ∫︁
dΓ𝑁 �̂� int(r)𝜚′ −

−⟨�̂� int(r)⟩𝑡
∫︁

dΓ𝑁𝜚′
]︂
+

+

∫︁
d𝜌

𝜕𝜚𝑞(𝑥
𝑁 ; 𝑡)

𝜕
(︀ 𝑓(𝜌;𝑡)
𝑊 (𝜌;𝑡)

)︀ 1

𝑊 (𝜌; 𝑡)

[︂ ∫︁
dΓ𝑁𝑓(𝜌)𝜚′ −

− 𝑓(𝑎; 𝑡)

∫︁
dΓ𝑁𝜚′

]︂
+

+

∫︁
d𝑥
∫︁

d𝜌
𝜕𝜚𝑞(𝑥

𝑁 ; 𝑡)

𝜕
(︀ 𝑓(𝜌;𝑡)
𝑊 (𝜌;𝑡)

)︀ 𝑓(𝜌; 𝑡)

𝑊 (𝜌; 𝑡)

𝜕 ln𝑊 (𝜌; 𝑡)

𝜕⟨�̂�1(𝑥)⟩𝑡
×

×
[︂ ∫︁

dΓ𝑁 �̂�1(𝑥)𝜚
′ − ⟨�̂�1(𝑥)⟩𝑡

∫︁
dΓ𝑁𝜚′

]︂
+

+

∫︁
dr
∫︁

d𝜌
𝜕𝜚𝑞(𝑥

𝑁 ; 𝑡)

𝜕
(︀ 𝑓(𝜌;𝑡)
𝑊 (𝜌;𝑡)

)︀ 𝑓(𝜌; 𝑡)

𝑊 (𝜌; 𝑡)

𝜕 ln𝑊 (𝜌; 𝑡)

𝜕⟨�̂� int(r)⟩𝑡
×

×
[︂ ∫︁

dΓ𝑁 �̂� int(r)𝜚′ − ⟨�̂� int(r)⟩𝑡
∫︁

dΓ𝑁𝜚′
]︂
. (2.13)

Насамперед, ми розкриємо дiю оператора Лiу-
вiлля на релевантну функцiю розподiлу (2.9). В
результатi отримаємо

𝑖𝐿𝑁𝜚𝑞(𝑥
𝑁 ; 𝑡) = −

∫︁
d𝑥𝛾(𝑥; 𝑡) ˙̂𝑛1(𝑥)𝜚𝑞(𝑥

𝑁 ; 𝑡)−

−
∫︁

dr𝛽(r; 𝑡) ˙̂
𝐻 int(r)𝜚𝑞(𝑥

𝑁 ; 𝑡)+

+

[︂
𝑖𝐿𝑁

𝑓(𝜌; 𝑡)

𝑊 (𝜌; 𝑡)

⃒⃒⃒
𝜌=𝜌

]︂
𝜚kin−hyd
𝑞 (𝑥𝑁 ; 𝑡), (2.14)

де ˙̂𝑛1(𝑥) = 𝑖𝐿𝑁 �̂�1(𝑥),
˙̂
𝐻 int(r) = 𝑖𝐿𝑁 �̂� int(r). Вико-

ристовуючи спiввiдношення

𝑖𝐿𝑁𝑓(𝜌) = 𝑖𝐿𝑁𝑓(𝜌k) =
∑︁
k

[︃
𝜕

𝜕𝜌k
𝑓(𝜌) ˙̂𝜌k

]︃
,

де ˙̂𝜌k = 𝑖𝐿𝑁𝜌k, останнiй доданок у (2.14) можемо
переписати у виглядi:[︂
𝑖𝐿𝑁

𝑓(𝜌; 𝑡)

𝑊 (𝜌; 𝑡)

⃒⃒⃒
𝜌=𝜌

]︂
𝜚kin−hyd
𝑞 (𝑥𝑁 ; 𝑡) =

=

∫︁
d𝜌
∑︁
k

[︃
˙̂𝜌k𝑊 (𝑎; 𝑡)

(︃
𝜕

𝜕𝜌k

𝑓(𝜌; 𝑡)

𝑊 (𝜌; 𝑡)

)︃]︃
𝜚𝐿(𝑥

𝑁 , 𝜌; 𝑡).

(2.15)

У цьому виразi ми ввели нову релевантну функцiю
розподiлу 𝜚𝐿(𝑥

𝑁 , 𝜌; 𝑡) з мiкроскопiчним розподiлом
колективних змiнних:

𝜚𝐿(𝑥
𝑁 , 𝜌; 𝑡) = 𝜚kin−hyd

𝑞 (𝑥𝑁 ; 𝑡)
𝑓(𝜌)

𝑊 (𝜌; 𝑡)
, (2.16)
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яка зв’язана iз 𝜚𝑞(𝑥
𝑁 ; 𝑡) спiввiдношенням

𝜚𝑞(𝑥
𝑁 ; 𝑡) =

∫︁
d𝜌𝑓(𝜌; 𝑡)𝜚𝐿(𝑥𝑁 , 𝜌; 𝑡) (2.17)

i є нормованою∫︁
dΓ𝑁𝜚𝐿(𝑥

𝑁 , 𝜌; 𝑡) = 1. (2.18)

Використовуючи спiввiдношення (2.16), середнi
значення, що розраховуються з релевантною фун-
кцiєю розподiлу, можна подати у виглядi

⟨...⟩𝑡𝑞 =

∫︁
d𝜌⟨...⟩𝑡𝐿𝑓(𝜌; 𝑡),

⟨...⟩𝑡𝐿 =

∫︁
dΓ𝑁 ...𝜚𝐿(𝑥

𝑁 , 𝜌; 𝑡).
(2.19)

Тепер iз врахуванням (2.15) i (2.16) результат дiї
оператора Лiувiлля на 𝜚𝑞(𝑥

𝑁 ; 𝑡) запишеться таким
чином:

𝑖𝐿𝑁𝜚𝑞(𝑥
𝑁 ; 𝑡) =

= −
∫︁

d𝜌
∫︁

𝑑𝑥𝛾(𝑥; 𝑡) ˙̂𝑛1(𝑥)𝜚𝐿(𝑥
𝑁 , 𝜌; 𝑡)𝑓(𝜌; 𝑡)−

−
∫︁

d𝜌
∫︁

𝑑r𝛽(r; 𝑡)
˙̂
𝐻 int(r)𝜚𝐿(𝑥

𝑁 , 𝜌; 𝑡)𝑓(𝜌; 𝑡)+

+

∫︁
d𝜌
∑︁
k

[︂
˙̂𝜌k𝑊 (𝜌; 𝑡)

𝜕

𝜕𝜌k

𝑓(𝜌; 𝑡)

𝑊 (𝜌; 𝑡)

]︂
𝜚𝐿(𝑥

𝑁 , 𝜌; 𝑡). (2.20)

Пiдставляючи цей вираз у (2.5), ми отримуємо не-
рiвноважну функцiю розподiлу

𝜚(𝑥𝑁 ; 𝑡) =

∫︁
d𝜌𝑓(𝜌; 𝑡)𝜚𝐿(𝑥𝑁 , 𝜌; 𝑡)+

+

∫︁
d𝜌
∫︁

dr
𝑡∫︁

−∞

d𝑡′𝑒𝜖(𝑡
′−𝑡)𝑇𝑞(𝑡, 𝑡

′)(1− 𝑃𝑞(𝑡
′))×

× ˙̂
𝐻 int(r)𝜚𝐿(𝑥

𝑁 , 𝜌; 𝑡)𝑓(𝜌; 𝑡′)𝛽(r; 𝑡′)−

−
∫︁

d𝜌
∫︁

d𝑥
𝑡∫︁

−∞

d𝑡′𝑒𝜖(𝑡
′−𝑡)𝑇𝑞(𝑡, 𝑡

′)×

× (1− 𝑃𝑞(𝑡
′)) ˙̂𝑛1(𝑥)𝜚𝐿(𝑥

𝑁 , 𝜌; 𝑡′)𝑓(𝜌; 𝑡′)𝛾(𝑥; 𝑡′)−

−
∫︁

d𝜌
∑︁
k

𝑡∫︁
−∞

d𝑡′𝑒𝜖(𝑡
′−𝑡)𝑇𝑞(𝑡, 𝑡

′)(1− 𝑃𝑞(𝑡
′))×

×
[︂
˙̂𝜌k𝑊 (𝜌; 𝑡′)

𝜕

𝜕𝜌k

𝑓(𝜌; 𝑡′)

𝑊 (𝜌; 𝑡′)

]︂
𝜚𝐿(𝑥

𝑁 , 𝜌; 𝑡′), (2.21)

з допомогою якої отримаємо вiдповiднi узагальне-
нi рiвняння переносу для параметрiв скороченого
опису:[︂
𝜕

𝜕𝑡
+

p

𝑚

𝜕

𝜕r

]︂
𝑓1(𝑥; 𝑡)−

∫︁
d𝑥′ 𝜕

𝜕r
Φ(|r− r′|)×

×
[︂
𝜕

𝜕p
− 𝜕

𝜕p′

]︂
𝑔2(𝑥, 𝑥

′; 𝑡) = −
∫︁

dr′
∫︁

𝑑𝜌×

×
𝑡∫︁

−∞

d𝑡′𝑒𝜖(𝑡
′−𝑡)𝜑int

𝑛𝐻(𝑥, r′, 𝜌; 𝑡, 𝑡′)𝑓(𝜌; 𝑡′)𝛽(r′; 𝑡′)−

−
∫︁

d𝑥′
∫︁

d𝜌
𝑡∫︁

−∞

d𝑡′𝑒𝜖(𝑡
′−𝑡)𝜑𝑛𝑛(𝑥, 𝑥

′, 𝜌; 𝑡, 𝑡′)×

× 𝑓(𝜌; 𝑡′)𝛾(𝑥′; 𝑡′)−
∑︁
k

∫︁
d𝑎

𝑡∫︁
−∞

d𝑡′𝑒𝜖(𝑡
′−𝑡) ×

×
{︂
𝜑𝑛𝜌(𝑥,k, 𝜌; 𝑡, 𝑡

′)
𝜕

𝜕𝜌k

}︂
𝑓(𝜌; 𝑡′)

𝑊 (𝜌; 𝑡′)
, (2.22)

𝜕

𝜕𝑡
⟨�̂� int(r)⟩𝑡 = ⟨ ˙̂

𝐻 int(r)⟩𝑡𝑞 −
∫︁

dr′
∫︁

d𝜌×

×
𝑡∫︁

−∞

d𝑡′𝑒𝜖(𝑡
′−𝑡)𝜑int

𝐻𝐻(r, r′, 𝜌; 𝑡, 𝑡′)𝑓(𝜌; 𝑡′)𝛽(r′; 𝑡′)−

−
∫︁

d𝑥′
∫︁

d𝜌
𝑡∫︁

−∞

d𝑡′𝑒𝜖(𝑡
′−𝑡)𝜑int

𝐻𝑛(r, 𝑥
′, 𝜌; 𝑡, 𝑡′)×

× 𝑓(𝜌; 𝑡′)𝛾(𝑥′; 𝑡′)−
∑︁
k

∫︁
d𝜌

𝑡∫︁
−∞

d𝑡′𝑒𝜖(𝑡
′−𝑡) ×

×
{︂
𝜑int
𝐻𝜀(r,k, 𝜌; 𝑡, 𝑡

′)
𝜕

𝜕𝜌k

}︂
𝑓(𝜌; 𝑡′)

𝑊 (𝜌; 𝑡′)
, (2.23)

𝜕

𝜕𝑡
𝑓(𝜌; 𝑡) =

∑︁
k

𝛿

𝛿𝜌k
𝑣𝜌(k; 𝑡)𝑓(𝜌; 𝑡)−

∑︁
k

𝛿

𝛿𝜌k

∫︁
dr′ ×

×
∫︁

d𝜌′
𝑡∫︁

−∞

d𝑡′𝑒𝜖(𝑡
′−𝑡)𝜑𝜌𝐻(r′,k, 𝜌, 𝜌′; 𝑡, 𝑡′)×

× 𝑓(𝜌′; 𝑡′)𝛽(r′; 𝑡′)−
∑︁
k

𝛿

𝛿𝜌k

∫︁
d𝑥′
∫︁

d𝜌′ ×

×
𝑡∫︁

−∞

d𝑡′𝑒𝜖(𝑡
′−𝑡)𝜑𝜌𝑛(𝑥

′,k, 𝜌, 𝜌′; 𝑡, 𝑡′)𝑓(𝜌′; 𝑡′)𝛾(𝑥′; 𝑡′)+
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+
∑︁
k,q

∫︁
d𝜌′

𝑡∫︁
−∞

d𝑡′𝑒𝜖(𝑡
′−𝑡) 𝛿

𝛿𝜌k
𝜑𝜌𝜌 ×

× (k,q, 𝜌, 𝜌′; 𝑡, 𝑡′)
𝛿

𝛿𝜌q

𝑓(𝜌′; 𝑡′)

𝑊 (𝜌′; 𝑡′)
. (2.24)

Узагальненi рiвняння переносу (2.22)–(2.24) мi-
стять релевантну парну функцiю розподiлу части-
нок 𝑔2(𝑥, 𝑥

′; 𝑡)

𝑔2(𝑥, 𝑥
′; 𝑡) =

∫︁
dΓ𝑁−2𝜚(𝑥

𝑁 ; 𝑡) =

=

∫︁
d𝜌𝑔𝐿2 (𝑥, 𝑥

′; 𝜌; 𝑡)𝑓(𝜌; 𝑡), (2.25)

де 𝑔𝐿2 (𝑥, 𝑥
′; 𝜌; 𝑡) =

∫︀
dΓ𝑁−2𝜚𝐿(𝑥

𝑁 , 𝜌; 𝑡) є 𝐿-парною
релевантною функцiєю розподiлу частинок. Уза-
гальненi ядра переносу

𝜑𝛼𝛽(𝑡, 𝑡
′) = ⟨𝐼𝛼(𝑡)𝑇𝑞(𝑡, 𝑡

′)𝐼𝛽(𝑡
′)⟩𝑡

′

𝐿, 𝛼, 𝛽 = {𝑛,𝐻, 𝜌},
(2.26)

що входять у рiвняння переносу, описують немар-
ковськi процеси i є нерiвноважними кореляцiйни-
ми функцiями. Вони побудованi на узагальнених
потоках

𝐼𝑛(𝑥; 𝑡) =
(︀
1− 𝑃 (𝑡)

)︀
˙̂𝑛1(𝑥), (2.27)

𝐼 int𝐻 (r; 𝑡) =
(︀
1− 𝑃 (𝑡)

)︀ ˙̂
𝐻 int(r), (2.28)

𝐼𝜌(k; 𝑡) =
(︀
1− 𝑃 (𝑡)

)︀
˙̂𝜌k, (2.29)

де 𝑃 (𝑡) – узагальнений оператор Морi, що зв’яза-
ний з проекцiйним оператором Кавасакi–Гантона
𝑃𝑞(𝑡) спiввiдношенням

𝑃𝑞(𝑡)𝑎(𝑥)𝜚𝑞(𝑥
𝑁 ; 𝑡) = 𝜚𝑞(𝑥

𝑁 ; 𝑡)𝑃 (𝑡)𝑎(𝑥).

Важливо зазначити, що у (2.26) середнi зна-
чення розраховуються з функцiєю розподiлу
𝜚𝐿(𝑥

𝑁 , 𝜌; 𝑡) (2.16), так що ядра переносу є функцi-
ями колективних змiнних 𝜌k.

У рiвняннi (2.24) функцiї 𝑣𝜌(k; 𝑡) є потоками у
просторi колективних змiнних, якi називають гi-
дродинамiчними швидкостями. Означенi вони та-
ким чином:

𝑣𝜌(k; 𝑡) =

∫︁
dΓ𝑁

˙̂𝜌k 𝜚𝐿(𝑥
𝑁 , 𝜌; 𝑡) = ⟨ ˙̂𝜌k⟩𝑡𝐿. (2.30)

Представлена система рiвнянь переносу (2.22)–
(2.24) забезпечує узгоджений опис кiнетичних та
гiдродинамiчних процесiв у класичних рiдинах i
густих газах з врахуванням довгоживучих флу-
ктуацiй. Ця система рiвнянь є незамкнутою за па-
раметрами Лагранжа 𝛽(r; 𝑡), 𝛾(𝑥; 𝑡), якi визначаю-
ться iз вiдповiдних умов самоузгодження. Необхi-
дно зауважити, що якщо не враховувати кiнетичнi
процеси i внесок середньої потенцiальної енергiї, то
отримаємо узагальнене (немарковське) рiвняння
Фоккера–Планка для нерiвноважної функцiї роз-
подiлу колективних змiнних, яке може бути отри-
мано методом проекцiйних операторiв Цванцига
чи методом Зубарєва [52]:

𝜕

𝜕𝑡
𝑓(𝜌; 𝑡) =

∑︁
k

𝛿

𝛿𝜌k
𝑣𝜌(k; 𝑡)𝑓(𝜌; 𝑡)+

+
∑︁
k,q

∫︁
d𝜌′

𝑡∫︁
−∞

d𝑡′𝑒𝜖(𝑡
′−𝑡) 𝛿

𝛿𝜌k
×

×𝜑𝜌𝜌 (k,q, 𝜌, 𝜌
′; 𝑡, 𝑡′)

𝛿

𝛿𝜌q

𝑓(𝜌′; 𝑡′)

𝑊 (𝜌′; 𝑡′)
. (2.31)

Однiєю iз головних проблем для аналiзу рiвнянь
переносу (2.22)–(2.24) i ядер переносу (2.26) є роз-
рахунок структурної функцiї 𝑊 (𝜌; 𝑡) колективних
змiнних i гiдродинамiчних швидкостей 𝑣𝜌(k; 𝑡).

3. Розрахунок структурної функцiї
𝑊 (𝜌; 𝑡) i гiдродинамiчних швидкостей
𝑣𝜌(k; 𝑡) методом колективних змiнних

Ми застосуємо метод колективних змiнних [49–
51, 54, 55] для розрахунку структурної функцiї
𝑊 (𝜌; 𝑡) та гiдродинамiчних швидкостей 𝑣𝜌(k; 𝑡).
Спочатку розрахуємо структурну функцiю 𝑊 (𝜌; 𝑡)
для колективних змiнних, коли взаємодiю мiж ча-
стинками на малих вiдстанях будемо описувати ко-
роткосяжним потенцiалом Φsh(|r𝑙𝑗 |), зокрема, у ви-
падку потенцiалу твердих сфер, а за межами його
дiї деяким далекосяжним потенцiалом Φlong(|r𝑙𝑗 |).
Вiдповiдно, в операторi Лiувiлля видiлимо коротк-
осяжнi i далекосяжнi взаємодiї мiж частинками:

𝑖𝐿𝑁 = 𝑖𝐿0
𝑁 + 𝑇𝑁 + 𝑖𝐿long

𝑁 ,

де 𝑖𝐿0
𝑁 – оператор Лiувiлля 𝑁 невзаємодiючих ча-

стинок, 𝑇𝑁 – оператор розсiяння системи, у ви-
падку моделi твердих сфер [35, 38, 41, 45], 𝑖𝐿long

𝑁 –
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потенцiальна частина оператора Лiувiлля з дале-
косяжним потенцiалом взаємодiї мiж частинками.

Далi застосуємо iнтегральне представлення для
𝛿-функцiї, тодi 𝑓(𝜌) подамо у виглядi:

𝑓(𝜌) =

∫︁
𝑑𝜔 exp

{︂
− 𝑖𝜋

∑︁
k

𝜔k(𝜌k − 𝜌k)

}︂
. (3.1)

Використавши кумулянтний розклад [49, 50, 55]
для 𝑊 (𝜌; 𝑡), отримаємо:

𝑊 (𝜌; 𝑡) =

∫︁
𝑑Γ𝑁𝜚kin−hyd

rel (𝑥𝑁 ; 𝑡)𝑓(𝜌) =

=

∫︁
𝑑𝜔 exp

{︂
− 𝑖𝜋

∑︁
k

𝜔k 𝜌k −

− 1

2𝑉 2

∑︁
q

∑︁
k

𝛽−q(𝑡) 𝜈 (k)(𝜌q+k𝜌−k − 𝜌q)−

− 𝜋2

2

∑︁
k1,k2

M2(k1,k2; 𝑡)𝜔k1𝜔k2

}︂
exp

{︂∑︁
𝑛≥3

𝐷𝑛(𝜔; 𝑡)

}︂
,

(3.2)
де

𝜌k = 𝜌k − ⟨𝜌k⟩𝑡kin−sh, 𝑑𝜔 = Πk𝑑𝜔
𝑟
k𝑑𝜔

𝑠
k,

𝜔k = 𝜔𝑟
k − 𝑖𝜔𝑠

k, 𝜔−k = 𝜔*
k,

𝐷𝑛(𝜔; 𝑡) =
(−𝑖𝜋)𝑛

𝑛!
×

×
∑︁

k1,...,k𝑛

M𝑛(k1, ...,k𝑛; 𝑡)𝜔k1
... 𝜔k𝑛

. (3.3)

Нерiвноважнi кумулянтнi середнi 𝑛-порядку

M𝑛(k1, ...,k𝑛; 𝑡) = ⟨𝜌k1
, ..., 𝜌k𝑛

⟩𝑡,𝑐kin−sh (3.4)

розраховуються iз релевантною функцiєю розподi-
лу з короткосяжною мiжчастинковою взаємодiєю:

𝜚kin−sh
𝑞 (𝑥𝑁 ; 𝑡) = exp

{︂
− Φ(𝑡)−

−
∫︁

𝑑r𝛽(r; 𝑡)�̂�sh(r)−
∫︁

𝑑𝑥𝛾(𝑥; 𝑡)�̂�1(𝑥)

}︂
, (3.5)

де верхнiй iндекс 𝑐 означає кумулянтне середнє.
Важливо зазначити, що у (3.2) ми роздiлили вне-
ски вiд короткосяжних та далекосяжних взаємо-
дiй. Короткосяжнi взаємодiї врахованi у релеван-
тному розподiлi (3.5) (який можна розглядати як

базисний), а далекосяжнi взаємодiї поданi через
колективнi змiннi∫︁

𝑑r𝛽(r; 𝑡)�̂� long(r) =
1

2𝑉 2

∑︁
q

∑︁
k

𝛽−q(𝑡)𝜈(k)×

×
(︀
𝜌q+k𝜌−k − 𝜌q

)︀
.

Для подальшого розрахунку структурну фун-
кцiю 𝑊 (𝜌; 𝑡) подамо у виглядi:

𝑊 (𝜌; 𝑡) = 𝑊𝛽(𝜌; 𝑡)

∫︁
𝑑𝜔 exp

{︂
− 𝑖𝜋

∑︁
k

𝜔k𝜌k −

− 𝜋2

2

∑︁
k1,k2

M2(k1,k2; 𝑡)𝜔k1
𝜔k2

}︂
×

×
(︂
1 +𝐵 +

1

2!
𝐵2 +

1

3!
𝐵3 + ...+

1

𝑛!
𝐵𝑛 + ...

)︂
, (3.6)

де

𝑊𝛽(𝜌; 𝑡) = exp

(︂
− 1

2𝑉 2

∑︁
q

∑︁
k

𝛽−q(𝑡) 𝜈 (k)×

×
(︀
𝜌q+k𝜌−k − 𝜌q

)︀)︂
(3.7)

i 𝐵 =
∑︀

𝑛≥3 𝐷𝑛(𝜔; 𝑡). Якщо в розкладi у ряд екс-
поненти (3.6), тобто exp{

∑︀
𝑛≥3 𝐷𝑛(𝜔; 𝑡)}, зберегти

лише перший доданок, що рiвний одиницi, то отри-
маємо наближення Гауса для 𝑊 (𝜌; 𝑡):

𝑊𝐺(𝜌; 𝑡) = 𝑊𝛽(𝜌; 𝑡)

∫︁
𝑑𝜔 exp

{︂
𝑖𝜋
∑︁
k

𝜔k𝜌k −

− 𝜋2

2

∑︁
k1,k2

M2(k1,k2; 𝑡)𝜔k1
𝜔k2

}︂
, (3.8)

де нерiвноважне кумулянтне середнє густина-
густина має вигляд

M2(k1,k2; 𝑡) = ⟨𝜌k1
𝜌k2

⟩𝑡,𝑐kin−sh =

= ⟨𝜌k𝜌−k⟩𝑡kin−sh − ⟨𝜌k⟩𝑡kin−sh⟨𝜌−k⟩𝑡kin−sh.

Для проведення iнтегрування за 𝑑𝜔 у (3.8) необхi-
дно привести вираз в експонентi до квадратичної
дiагональної форми за 𝜔k. У зв’язку з цим треба
знайти власнi значення, розв’язавши рiвняння

det
⃒⃒⃒
M̃2(k1,k2; 𝑡)− �̃�(k; 𝑡)

⃒⃒⃒
= 0, (3.9)
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�̃�(k; 𝑡) – дiагональна матриця. З врахуванням цьо-
го, отримаємо:

𝑊𝐺(𝜌; 𝑡) = 𝑊𝛽(𝜌; 𝑡)

∫︁
𝑑�̃� exp

{︂
− 𝑖𝜋

∑︁
k

𝜌k�̃�k −

− 𝜋2

2

∑︁
k

𝐸(k; 𝑡)�̃�k�̃�−k

}︂
. (3.10)

Пiдiнтегральний вираз у (3.10) є квадратичною
функцiєю �̃�k, тому, виконуючи iнтегрування за
𝑑𝜔k, для структурної функцiї в гаусовому набли-
женнi 𝑊𝐺(𝑎; 𝑡) отримаємо:

𝑊𝐺(𝜌; 𝑡) = 𝑊𝛽(𝜌; 𝑡)×

× exp

{︂
− 1

2

∑︁
k

𝐸−1(k; 𝑡)𝜌k𝜌−k

}︂
×

× exp

{︂
− 1

2

∑︁
k

ln 𝜋 det �̃�(k; 𝑡)

}︂
, (3.11)

або через змiннi 𝜌k:

𝑊𝐺(𝜌; 𝑡) = 𝑍(𝑡)𝑊𝛽(𝜌; 𝑡)×

× exp

{︂
− 1

2

∑︁
k

�̄�(k; 𝑡) 𝜌k 𝜌−k

}︂
, (3.12)

де

𝑍(𝑡) = exp

{︂
− 1

2

∑︁
k

ln 𝜋 det �̃�(k; 𝑡)

}︂
.

Структурна функцiя 𝑊𝐺(𝜌; 𝑡) у гаусовому набли-
женнi дає можливiсть розрахунку повної стру-
ктурної функцiї (3.2) у вищих наближеннях за га-
усовими моментами [49, 50]:

𝑊 (𝜌; 𝑡) = 𝑊𝛽(𝜌; 𝑡)�̄�
𝐺(𝜌; 𝑡)×

× exp

{︂∑︁
𝑛≥3

⟨�̃�𝑛(𝜌; 𝑡)⟩𝐺
}︂
, (3.13)

де

�̄�𝐺(𝜌; 𝑡) = 𝑍(𝑡) exp

{︂
− 1

2

∑︁
k

�̄�(k; 𝑡)𝜌k𝜌−k

}︂
(3.14)

i ⟨�̃�𝑛(𝜌; 𝑡)⟩𝐺 наближено представимо так:

⟨�̃�3(𝜌; 𝑡)⟩𝐺 = ⟨�̄�3(𝜌; 𝑡)⟩𝐺,
⟨�̃�4(𝜌; 𝑡)⟩𝐺 = ⟨�̄�4(𝜌; 𝑡)⟩𝐺,

⟨�̃�6(𝜌; 𝑡)⟩𝐺 = ⟨�̄�6(𝜌; 𝑡)⟩𝐺 − 1

2
⟨�̄�3(𝜌; 𝑡)⟩2𝐺,

⟨�̃�8(𝜌; 𝑡)⟩𝐺 = ⟨�̄�8(𝜌; 𝑡)⟩𝐺 − ⟨�̄�3(𝜌; 𝑡)⟩𝐺⟨�̄�5(𝜌; 𝑡)⟩𝐺 −

− 1

2
⟨�̄�4(𝜌; 𝑡)⟩2𝐺,

⟨�̃�𝑛(𝜌; 𝑡)⟩𝐺 =
1

�̄�𝐺(𝜌; 𝑡)

∑︁
k1,...,k𝑛

M̄𝑛(k1, ...,k𝑛; 𝑡)×

× 1

(𝑖𝜋)𝑛
𝛿𝑛

𝛿𝜌k1
...𝛿𝜌k𝑛

�̄�𝐺(𝜌; 𝑡).

⟨�̃�𝑛(𝜌; 𝑡)⟩𝐺 – перенормованi 𝑛-тi нерiвноважнi ку-
мулянтнi середнi для змiнних 𝜌k вищих порядкiв.

Метод розрахунку структурної функцiї 𝑊 (𝜌; 𝑡)
може бути застосований для наближених розра-
хункiв гiдродинамiчних швидкостей 𝑣𝜌(k; 𝑡). Вiд-
повiдно до означення гiдродинамiчних швидкостей
(2.30) представимо загальну формулу у виглядi

𝑣𝜌(k; 𝑡) =

∫︁
𝑑Γ𝑁

˙̂𝜌k𝜚
kin−hyd
rel (𝑥𝑁 ; 𝑡)𝑓(𝜌) (3.15)

i введемо функцiю 𝑊 (𝜌, 𝜆; 𝑡)

𝑊 (𝜌, 𝜆; 𝑡) =

∫︁
𝑑Γ𝑁 e−𝑖𝜋

∑︀
k 𝜆k

˙̂𝜌k ×

× 𝜚kin−hyd
rel (𝑥𝑁 ; 𝑡)𝑓(𝜌), (3.16)

так що

𝑣𝜌(k; 𝑡) =
𝜕

𝜕(−𝑖𝜋𝜆k)
ln𝑊 (𝜌, 𝜆; 𝑡)

⃒⃒⃒
𝜆k=0

. (3.17)

Ми розрахуємо функцiю 𝑊 (𝜌, 𝜆; 𝑡), використав-
ши отриманi результати розрахункiв структурної
функцiї 𝑊 (𝜌; 𝑡). Для цього перепишемо 𝑊 (𝜌, 𝜆; 𝑡)
таким чином:

𝑊 (𝜌, 𝜆; 𝑡) =

∫︁
𝑑Γ𝑁

∫︁
𝑑𝜔 exp

{︂
− 𝑖𝜋

∑︁
k

𝜆k
˙̂𝜌k

}︂
×

× exp

{︂
− 𝑖𝜋

∑︁
k

𝜔k(𝜌k − 𝜌k)

}︂
𝜚kin−hyd
rel (𝑥𝑁 ; 𝑡). (3.18)

Тепер приймемо до уваги усереднення (3.18) з
𝜚kin−sh
𝑞 (𝑥𝑁 ; 𝑡), використавши кумулянтний роз-

клад:

𝑊 (𝜌, 𝜆; 𝑡) = 𝑊𝛽(𝜌, 𝜆; 𝑡)

∫︁
𝑑𝜔 exp

{︂
− 𝑖𝜋

∑︁
k

𝜔k𝜌k +

+
∑︁
𝑛≥1

[︀
𝐷𝑛(𝜔; 𝑡) +𝐷𝑛(𝜆; 𝑡) +𝐷𝑛(𝜔, 𝜆; 𝑡)

]︀}︂
, (3.19)

де

𝑊𝛽(𝜌, 𝜆; 𝑡) = 𝑊𝛽(𝜌; 𝑡) exp

{︂
− 𝑖𝜋

∑︁
k

𝜆k
˙̂𝜌k

}︂
,
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𝐷𝑛(𝜔; 𝑡) =
(−𝑖𝜋)𝑛

𝑛!
×

×
∑︁

k1,...,k𝑛

M𝑛(k1, ...,k𝑛; 𝑡)𝜔k1
...𝜔k𝑛

,

𝐷𝑛(𝜆; 𝑡) =
(−𝑖𝜋)𝑛

𝑛!
×

×
∑︁

k1,...,k𝑛

M(1)
𝑛 (k1, ...,k𝑛; 𝑡)𝜆k1

...𝜆k𝑛
,

𝐷𝑛(𝜔, 𝜆; 𝑡) =
(−𝑖𝜋)𝑛

𝑛!
×

×
∑︁

k1,...,k𝑛

M(2)
𝑛 (k1, ...,k𝑛; 𝑡)𝜔k1

... 𝜔k𝑛−1
... 𝜆k𝑛

, (3.20)

у якому кумулянти мають таку структуру:

M𝑛(k1, ...,k𝑛; 𝑡) = ⟨𝜌k1
, ..., 𝜌k𝑛

⟩𝑡,𝑐kin−sh,

M(1)
𝑛 (k1, ...,k𝑛; 𝑡) = ⟨ ˙̂𝜌k1 , ...,

˙̂𝜌k𝑛⟩
𝑡,𝑐
kin−sh,

M(2)
𝑛 (k1, ...,k𝑛; 𝑡) = 𝑛

[︀
(𝑛− 𝑗)+ (𝑗−𝑛+1)𝛿...,𝑙𝑛−1

]︀
×

×⟨𝜌k1 , ..., 𝜌k𝑛−𝑗 , ...,
˙̂𝜌k𝑛−𝑗+1 , ...,

˙̂𝜌k𝑛⟩
𝑡,𝑐
kin−sh.

Розглянемо спочатку наближення Гауса для
𝑊 (𝜌, 𝜆; 𝑡), тобто в експонентi пiдiнтегрального ви-
разу залишимо лише доданки з 𝑛 = 2 лiнiйнi за
𝜆k:

𝑊𝐺(𝜌, 𝜆; 𝑡) = 𝑊𝛽(𝜌, 𝜆; 𝑡)

∫︁
𝑑𝜔 exp

{︂
𝑖𝜋
∑︁
k

𝜔k𝜌k −

− 𝜋2

2

∑︁
k1,k2

M2(k1,k2; 𝑡)𝜔k1
𝜔k2

−

− 𝜋2

2

∑︁
k1,k2

M
(2)
2 (k1,k2; 𝑡)𝜔k1

𝜆k2

}︂
. (3.21)

Приводячи цей вираз в експонентi за змiнними 𝜔k

до дiагональної квадратичної форми, подiбно як
для 𝑊 (𝜌; 𝑡), пiсля iнтегрування за новими змiнни-
ми �̄�k, отримаємо:

𝑊𝐺(𝜌, 𝜆; 𝑡) = 𝑊𝛽(𝜌, 𝜆; 𝑡)×

× exp

{︂
− 𝜋2

2

∑︁
k

𝐸−1(k; 𝑡)𝑏k𝑏−k −

− 1

2

∑︁
k

ln𝜋 det �̃�(k; 𝑡)

}︂
, (3.22)

де

𝑏k = 𝜌k +
𝑖𝜋

2
M

(2)
2 (k; 𝑡)𝜆k.

Тут кумулянти M
(2)
2 (k; 𝑡) мають таку структуру:

M
(2)
2 (k; 𝑡) = ⟨ ˙̂𝜌k𝜌−k⟩𝑡kin−sh − ⟨ ˙̂𝜌k⟩𝑡kin−sh⟨𝜌−k⟩𝑡kin−sh.

(3.23)

Оскiльки ˙̂vk = −ik v̂k, де v̂k =
∑︀𝑁

𝑗=1 v𝑗𝑒
−𝑖k r –

фур’є-компонента мiкроcкопiчної густини швидко-
стi частинок, то M

(2)
2 (k; 𝑡) = −𝑖k (⟨v̂k𝜌−k⟩𝑡kin−sh −

−⟨v̂k⟩𝑡kin−sh⟨𝜌−k⟩𝑡kin−sh) є перехресною кореляцiй-
ною функцiєю “швидкiсть–густина” для системи з
короткосяжною взаємодiєю 𝜚kin−sh

𝑞 (𝑥𝑁 ; 𝑡). Далi ми
розрахуємо гiдродинамiчнi швидкостi 𝑣𝜌(k; 𝑡) у на-
ближеннi Гауса згiдно з формулою:

𝑣𝜌(k; 𝑡) =
𝜕

𝜕(−𝑖𝜋𝜆k)
ln𝑊𝐺(𝜌, 𝜆; 𝑡)

⃒⃒⃒
𝜆k=0

=

= ⟨ ˙̂𝜌k⟩𝑡kin−sh − 𝜋2

2
𝐸−1(k; 𝑡)M

(2)
2 (k; 𝑡) 𝜌k. (3.24)

Вираз мiстить два доданки. Перший зв’язаний iз
усередненою фур’є-компонентою густини швидко-
стi частинок за розподiлом з короткосяжною взає-
модiєю 𝜚kin−sh

𝑞 (𝑥𝑁 ; 𝑡): ⟨ ˙̂𝜌k⟩𝑡kin−sh = −𝑖k ⟨v̂k⟩𝑡kin−sh, а
другий iз спiввiдношенням кореляцiйних функцiй
𝐸−1(k; 𝑡) та M

(2)
2 (k; 𝑡) i є лiнiйним за колектив-

ними змiнними густини числа частинок 𝜌k(𝑡) =
= 𝜌k − ⟨𝜌k⟩𝑡kin−sh. У вищих наближеннях за гаусо-
ве наближення вiдповiдно до (3.17) i (3.19) 𝑣𝜌(k; 𝑡)
буде функцiєю колективних змiнних 𝜌k другого,
третього i вищого порядкiв, що важливо з точки
зору розрахункiв внескiв флуктуацiй в узагаль-
ненi коефiцiєнти переносу та часовi кореляцiйнi
функцiї [56, 57]. Зокрема, вихiд за гаусове набли-
ження можна здiйснити врахуванням кореляцiй
M

(2)
3 (k1,k2,k3; 𝑡). Тодi для 𝑊 (𝜌, 𝜆; 𝑡) отримаємо

𝑊 (𝜌, 𝜆; 𝑡) = 𝑊𝛽(𝜌; 𝑡)

∫︁
𝑑𝜔×

× exp

{︂
𝑖𝜋
∑︁
k

𝜔k𝜌k − 𝑖𝜋
∑︁
k

⟨ ˙̂𝜌k⟩𝑡,𝑐kin−sh 𝜆k −

− 𝜋2

2

∑︁
k1,k2

M2(k1,k2; 𝑡)𝜔k1
𝜔k2

−

− 𝜋2

2

∑︁
k1,k2

M
(2)
2 (k1,k2; 𝑡)𝜔k1

𝜆k2
−
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− 𝜋2

2

(︂
−𝑖𝜋

3

)︂ ∑︁
k1,k2,k3

M
(2)
3 (k1,k2,k3; 𝑡)𝜔k1

𝜔k2
𝜆k3

}︂
.

(3.25)

В експонентi у правiй частинi цього виразу ми ма-
ємо квадратичну залежнiсть вiд 𝜔k1

𝜔k2
. Даний ви-

раз можемо подати у виглядi:

𝑊 (𝜌, 𝜆; 𝑡) = 𝑊𝛽(𝜌; 𝑡) exp

{︂
− 𝑖𝜋

∑︁
k

⟨ ˙̂𝜌k⟩𝑡,𝑐kin−sh𝜆k

}︂
×

×
∫︁

𝑑𝜔 exp

{︂
𝑖𝜋
∑︁
k

𝜔k𝑏k −

− 𝜋2

2

∑︁
k1,k2

M̄2(k1,k2; 𝑡)𝜔k1 𝜔k2

}︂
, (3.26)

якщо ввести позначення

M̄2(k1,k2; 𝑡) = M2(k1,k2; 𝑡)+

+

(︂
−𝑖𝜋

3

)︂∑︁
k3

M
(2)
3 (k1,k2,k3; 𝑡)𝜆k3 . (3.27)

Далi, провiвши процедуру дiагоналiзацiї вiдповiд-
но до

det
⃒⃒⃒
˜̄M2(k1,k2, 𝜆; 𝑡)− �̃�(k, 𝜆; 𝑡)

⃒⃒⃒
= 0, (3.28)

для 𝑊 (𝜌, 𝜆; 𝑡) пiсля iнтегрування за (𝑑𝜔), остато-
чно отримаємо:

𝑊 (𝜌, 𝜆; 𝑡) = 𝑊𝛽(𝜌; 𝑡)×

× exp

{︂
− 𝑖𝜋

∑︁
k

⟨ ˙̂𝜌k⟩𝑡kin−sh𝜆k −

− 𝜋2

2

∑︁
k

𝐸−1(k, 𝜆; 𝑡)𝑏k𝑏−k −

− 1

2

∑︁
k

ln𝜋 det �̃�(k, 𝜆; 𝑡)

}︂
. (3.29)

При цьому 𝐸−1(k, 𝜆; 𝑡) залежить вiд параметра 𝜆k.
Тепер можемо розрахувати гiдродинамiчну швид-
кiсть 𝑣𝜌(k; 𝑡) з врахуванням кореляцiй третього по-
рядку M

(2)
3 (k1,k2,k3; 𝑡). В результатi отримаємо

𝑣𝜌(k; 𝑡) =
𝜕

𝜕(−𝑖𝜋𝜆k)
ln𝑊 (𝜌, 𝜆; 𝑡)

⃒⃒⃒
𝜆k=0

=

= ⟨ ˙̂𝜌k⟩𝑡kin−sh − 𝜋2

2
𝐸−1(k; 𝑡)M

(2)
2 (k; 𝑡) 𝜌k −

− 𝜋2

2

𝜕

𝜕(−𝑖𝜋𝜆k)
𝐸−1(k, 𝜆; 𝑡)|𝜆k=0𝜌k 𝜌−k −

− 1

2

𝜕

𝜕(−𝑖𝜋𝜆k)
ln𝜋 det �̃�(k, 𝜆; 𝑡)|𝜆k=0. (3.30)

Як бачимо у цьому наближеннi 𝑣𝜌(k; 𝑡) є квадра-
тичною функцiєю колективних змiнних 𝜌k𝜌−k.

В загальному, використавши методику розра-
хунку 𝑊 (𝜌; 𝑡), для 𝑊 (𝜌, 𝜆; 𝑡) отримаємо:

𝑊 (𝜌, 𝜆; 𝑡) = 𝑊𝛽(𝜌, 𝜆; 𝑡) �̄�
𝐺(𝜌, 𝜆; 𝑡)×

× exp

{︂∑︁
𝑛≥3

(︀
⟨�̃�𝑛(𝜌; 𝑡)⟩𝐺 + ⟨�̃�(2)

𝑛 (𝜌, 𝜆; 𝑡)⟩𝐺
)︀}︂
, (3.31)

де
�̄�𝐺(𝜌, 𝜆; 𝑡) = exp

{︂
− 𝜋2

2

∑︁
k

𝐸−1(k; 𝑡) 𝑏k𝑏−k −

− 1

2

∑︁
k

ln𝜋 det �̃�(k; 𝑡)

}︂
. (3.32)

⟨�̃�𝑛(𝜌; 𝑡)⟩𝐺 наближено подамо так:

⟨�̃�3(𝜌; 𝑡)⟩𝐺 = ⟨�̄�3(𝜌; 𝑡)⟩𝐺,
⟨�̃�4(𝜌; 𝑡)⟩𝐺 = ⟨�̄�4(𝜌; 𝑡)⟩𝐺,

⟨�̃�6(𝜌; 𝑡)⟩𝐺 = ⟨�̄�6(𝜌; 𝑡)⟩𝐺 − 1

2
⟨�̄�3(𝜌; 𝑡)⟩2𝐺,

⟨�̃�8(𝜌; 𝑡)⟩𝐺 = ⟨�̄�8(𝜌; 𝑡)⟩𝐺 −

−⟨�̄�3(𝜌; 𝑡)⟩𝐺⟨�̄�5(𝜌; 𝑡)⟩𝐺 − 1

2
⟨�̄�4(𝜌; 𝑡)⟩2𝐺,

⟨�̃�𝑛(𝜌; 𝑡)⟩𝐺 =
1

�̄�𝐺(𝜌; 𝑡)

∑︁
k1,...,k𝑛

M̄𝑛(k1, ...,k𝑛; 𝑡)×

× 1

(𝑖𝜋)𝑛
𝛿𝑛

𝛿𝑏k1
... 𝛿𝑏k𝑛

�̄�𝐺(𝜌; 𝑡).

⟨�̃�(2)
𝑛 (𝜌; 𝑡)⟩𝐺 теж наближено подамо так:

⟨�̃�(2)
3 (𝜌; 𝑡)⟩𝐺 = ⟨�̄�(2)

3 (𝜌; 𝑡)⟩𝐺,
⟨�̃�(2)

4 (𝜌; 𝑡)⟩𝐺 = ⟨�̄�(2)
4 (𝜌; 𝑡)⟩𝐺,

⟨�̃�(2)
6 (𝜌; 𝑡)⟩𝐺 = ⟨�̄�(2)

6 (𝜌; 𝑡)⟩𝐺 − 1

2
⟨�̄�(2)

3 (𝜌; 𝑡)⟩2𝐺,
⟨�̃�(2)

8 (𝜌; 𝑡)⟩𝐺 = ⟨�̄�(2)
8 (𝜌; 𝑡)⟩𝐺 −

−⟨�̄�(2)
3 (𝜌; 𝑡)⟩𝐺⟨�̄�(2)

5 (𝜌; 𝑡)⟩𝐺 − 1

2
⟨�̄�(2)

4 (𝜌; 𝑡)⟩2𝐺,

⟨�̃�(2)
𝑛 (𝜌; 𝑡)⟩𝐺 =

1

�̄�𝐺(𝜌; 𝑡)
×

×
∑︁

k1,...,k𝑛

M̄(2)
𝑛 (k1, ...,k𝑛; 𝑡)𝜆k1

)×

× 1

(𝑖𝜋)𝑛
𝛿𝑛

𝛿𝑏k1 ... 𝛿𝑏k𝑛

�̄�𝐺(𝜌; 𝑡).

⟨�̃�𝑛(𝜌; 𝑡)⟩𝐺, ⟨�̃�(2)
𝑛 (𝜌; 𝑡)⟩𝐺 – перенормованi 𝑛-тi не-

рiвноважнi кумулянтнi середнi для змiнних 𝜌k ви-
щих порядкiв.
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4. Висновки

Для узгодженого опису кiнетичних та гiдродина-
мiчних флуктуацiй в системi взаємодiючих части-
нок, використавши метод нерiвноважного стати-
стичного оператора Зубарєва отримано систему
рiвнянь переносу для нерiвноважної одночастин-
кової функцiї розподiлу 𝑓1(𝑥; 𝑡) = ⟨�̂�1(𝑥)⟩𝑡, не-
рiвноважного середнього значення густини енер-
гiї взаємодiї частинок 𝐻 int(r, 𝑡) = ⟨�̂� int(r)⟩𝑡 та не-
рiвноважної функцiї розподiлу колективних змiн-
них 𝑓(𝜌; 𝑡) = ⟨𝛿(𝜌 − 𝜌)⟩𝑡. Роздiлення внескiв вiд
короткосяжних i далекосяжних взаємодiй мiж ча-
стинками привело до того, що короткосяжнi вза-
ємодiї (наприклад, модель твердих сфер) опису-
ються в координатно-iмпульсному просторi, а да-
лекосяжнi – у просторi колективних змiнних гу-
стини числа частинок. При цьому, короткосяжна
складова розглядається як базисна з розподiлом
𝜚kin−sh
𝑞 (𝑥𝑁 ; 𝑡), якiй вiдповiдає ланцюжок рiвнянь

ББГКI для нерiвноважних функцiй розподiлу ча-
стинок, наприклад, для моделi твердих сфер [35].
Застосований метод колективних змiнних [46, 54,
55] дав можливiсть розрахувати у вищих набли-
женнях, нiж гаусове як структурну функцiю, так
i гiдродинамiчнi швидкостi колективних змiнних.
Зокрема, у наступному наближеннi за гаусове, ви-
ходячи iз (3.19), гiдродинамiчнi швидкостi (3.17)
будуть пропорцiйнi 𝜌k𝜌k′ , 𝜌k𝜌k′𝜌k′′ , а ядра пере-
носу у рiвняннi Фоккера–Планка будуть кореля-
цiйними функцiями четвертого порядку за змiн-
ними 𝜌k. Важливо зазначити, що у наближеннi
Гауса для �̃�𝐺(k; 𝑡), 𝑣𝜌(k; 𝑡) рiвняння Фоккера–
Планка приводить до рiвнянь переносу для ⟨𝜌k⟩𝑡
за структурою як у випадку узагальненої дифу-
зiї, тiльки усереднення здiйснюється за допомо-
гою 𝜚𝐿(𝑥

𝑁 , 𝜌; 𝑡) = 𝜚kin−hyd
𝑞 (𝑥𝑁 ; 𝑡) 𝑓(𝜌)

𝑊𝐺(𝜌;𝑡)
. Запро-

понований пiдхiд дає можливiсть вийти за рам-
ки наближення Гауса для �̃� (k; 𝑡), 𝑣𝜌(k; 𝑡), а отже
i для ядер переносу у рiвняннi Фоккера–Планка.
Це дає можливiсть отримати систему рiвнянь для
⟨𝜌k⟩𝑡 нелiнiйного типу. Важливо зазначити, що кi-
нетичне рiвняння (2.22) [49, 50] мiстить узагаль-
нений iнтеграл типу Фоккера–Планка з узагаль-
неними коефiцiєнтами дифузiї та тертя частинок
у фазовому просторi (r,p, 𝑡), де область змiни |r|
обмежена значеннями |k|−1

hydr, що вiдповiдають ко-
лективним нелiнiйним гiдродинамiчним процесам.
Це означає, що в областях, обмежених |k|−1

hydr, про-

цеси описуються узагальненими коефiцiєнтами ди-
фузiї i тертя, а при малих |k|−1

hydr описуються уза-
гальненими коефiцiєнтами у просторi колективних
змiнних. У подальших роботах ми будемо дослi-
джувати рiвняння переносу (2.22)–(2.24) у вищих
наближеннях за флуктуацiями, нiж гаусове.
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I.R.Yukhnovskii, M.V.Tokarchuk, P.A.Hlushak

THE METHOD OF COLLECTIVE VARIABLES
IN THE THEORY OF NONLINEAR FLUCTUATIONS
WITH ACCOUNT FOR KINETIC PROCESSES

The set of parameters of the Bogolyubov reduced descrip-

tion, which includes collective variables, has been optimized

for the consistent description of the kinetics and hydrodynam-

ics of the systems of interacting particles. The contributions

from short- and long-range interactions between the particles

are separated. The short-range interactions (for example, the

hard-sphere model) are described in the coordinate-momen-

tum space, and the long-range ones in the space of collective

variables. The short-range component is considered to be ba-

sic. Using the method of Zubarev non-equilibrium statistical

operator, a system of transport equations for the non-equi-

librium one-particle distribution function, the non-equilibrium

average value for the density of particle interaction energy,

and the non-equilibrium distribution function of collective vari-

ables are obtained. The applied method of collective variables

allowed both the structural function and the hydrodynamic

velocities of collective variables to be calculated in approxima-

tions higher than the Gaussian one.

Ke yw o r d s: simple fluid, nonlinear fluctuations, non-equilib-
rium statistical operator, distribution function, Fokker–Planck
equation.
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