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УДК 539

В рамках 𝜇-деформацiї розвинуто модель темної матерiї, ранiше побудовану у пiдходi,
що використовував 𝜇-деформовану термодинамiку. Введено 𝜇-аналоги рiвняння Лейна–
Емдена (для профiлiв густини) i знайдено його розв’язки. На їх основi побудовано гра-
фiки ротацiйних кривих для низки галактик. Кожнiй кривiй, якi описують вибранi га-
лактики, вiдповiдає своє значення параметра деформацiї 𝜇. Як наслiдок, 𝜇-деформацiя
забезпечує покращене узгодження iз спостережуваними даними. Для всiх розглянутих
галактик отриманi ротацiйнi кривi (маркованi значеннями 𝜇) краще узгоджуються з
даними порiвняно iз результатами вiдомої БЕК-моделi Т. Харко. Для п’яти з восьми
галактик картина для ротацiйних кривих є кращою навiть у порiвняннi з вiдповiд-
ними кривими Наварро–Френка–Вайта (НФВ). Розглянуто можливий фiзичний сенс
параметра 𝜇.
К люч о в i с л о в а: темна матерiя; 𝜇-деформацiя, деформоване рiвняння Лейна–Емдена;
ротацiйнi кривi галактик.

1. Вступ
Модель темної матерiї як конденсату Бозе–Айн-
штайна (БЕК) скалярних частинок виникла як
альтернатива до парадигми холодної темної мате-
рiї (ХТМ). Вона дає можливiсть розвя’зати низ-
ку слабких мiсць, якi має ХТМ на малих мас-
штабах вiдстаней, зокрема проблеми “core-cusp” i
зверхнадлишковостi дрiбно-масштабних структур
[1]. Однак, модель БЕК не є єдиною в цьо-
му аспектi, i такi моделi як тепла темна мате-
рiя (тепла ТМ), чи самовзаємодiйна ТМ також
спроможнi вирiшити проблеми ХТМ на малих
масштабах.

У БЕК моделi розглядають галактичне гало з
ультралегкої ТМ як стiйкий розв’язок типу ко-
ра нелiнiйного рiвняння Шрьодiнгера (або Гроса–
Пiтаєвського) з класичним рiвнянням Пуасона
для гравiтацiйного потенцiалу гало ТМ, оточеного
“ковдрою” з ТМ, яка iмiтує гало ХТМ на бiльших
вiдстанях вiд центра галактики [2].

Аналiз кiнематики свiтної матерiї в галактиках,
зокрема у сфероїдальних карликових, вказує на те,
що ядро у когерентному станi може представляти
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всю необхiдну ТМ у карликових галактиках, але
лише якусь малу частину ТМ – у бiльших гала-
ктиках [3].

Частинки ТМ у нашiй моделi – це ультралег-
кi скалярнi частинки маси 𝑚 ∼ (1–10) · 10−22 eB в
гарному узгодженнi з бiльшiстю спостережень (за
винятком Лаймана-𝛼 лiсу). Скалярнi частинки з
такою надзвичайно малою масою 2 можна розгля-
дати як аксiоноподiбнi, так що їх маси захищенi
вiд радiацiйних поправок деякою зсувною симетрi-
єю 𝜑 → 𝜑 + 𝐶. Зазвичай основою цього є вiльне
скалярне поле з потенцiалом 𝜑4 самовзаємодiї [2].
Iснують також i узагальнення цiєї моделi, в деяких
iз них вводять складнiшi (нiж 𝜑4) потенцiали са-
мовзаємодiї. Iнший цiкавий шлях – вводити немiнi-
мальний зв’язок конденсату з гравiтацiєю, напри-
клад, через потенцiали 𝐺𝜇𝜈∇𝜇𝜑∇𝜈𝜑 або ∇𝜇𝜑∇𝜇𝜑𝑅
(тут 𝐺𝜇𝜈 – тензор Айнштайна, 𝑅 – скалярна кри-
вина) [5, 6].

1 Ця робота базується на результатах, якi доповiдалися на
мiжнароднiй конференцiї “XI Bolyai–Gauss–Lobachevsky
(BGL-2019): Non–Euclidean, Noncommutative Geometry
and Quantum Physics.”

2 Зауважимо, що в деяких роботах, наприклад [4], у ролi
частинок бозе-конденсату ТМ виступають гравiтони ду-
же малої маси, обмеженої зверху як 𝑚𝑔 ∼ 10−26 eB.
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Зовсiм iнший напрямок складають моделi ТМ,
основанi на нестандартних статистиках, як напри-
клад конденсат частинок iз нескiнченною стати-
стикою [7], а також запропонована в нашiй попе-
реднiй роботi модель ТМ як конденсату газу, що
пiдлягає 𝜇-деформованiй термостатистицi [8].

2. Бозе-конденсатна модель Темної
матерiї: рiвняння Гроса–Пiтаєвського
та Лейна–Емдена

У БЕК-моделi темної матерiї вважають, що ТМ
складається з ультралегких бозонiв маси 10−22 eB,
так що її довжина хвилi Де-Бройля має астро-
номiчний масштаб (кпс). В цiй моделi, галакти-
чне гало ТМ представлене галом з таких части-
нок, бiльшiсть з яких перебуває в основному ста-
нi, i таким чином формує нерелятивiстський само-
гравiтуючий конденсат БЕ. Дамо короткий огляд
опису БЕК-гало за допомогою рiвняння Гроса–
Пiтаєвського(див. [9] стосовно бiльш детального
викладу). Якщо враховуються лише частинки з
основного стану, то таке конденсатне гало може
бути описано рiвнянням Гроса–Пiтаєвського

− ~2

2𝑚
∇2Ψ(r)+𝑉 (r)Ψ(r)+

4𝜋~2𝑎
𝑚

|Ψ(r)|2Ψ(r) = �̃�Ψ(r),

(1)

де Ψ(r) – хвильова функцiя основного стану, �̃� по-
значає хiмiчний потенцiал, а член ∝ |Ψ(r)|2Ψ(r)
вiдповiдає за саморозсiяння частинок конденсату,
𝑉 (r) представляє довiльний зовнiшнiй потенцiал,
який у нашому випадку є ньютонiвським гравiта-
цiйним потенцiалом гало ТМ, що описується рiв-
нянням Пуасона:

∇2𝑉 (r) = 4𝜋𝐺𝜌(r). (2)

Частинки в конденсатному станi вважаються не-
релятивiстськими, з майже нульовою температу-
рою i, отже, застосовним є наближення Томаса–
Фермi, коли кiнетичним членом у рiвняннi нехту-
ють. Вiдповiдне рiвняння, якщо ввести густину ча-
стинок

𝜌(r) = 𝑚|Ψ(r)|2

замiсть хвильової функцiї, можна переписати в
бiльш простому виглядi:

𝜌(r) =
𝑚2

4𝜋~2𝑎
(�̃�−𝑚𝑉 (r)).

Тодi, подiбно до [9], застосуємо до останнього
рiвняння оператор Лапласа i використаємо (2), що
дає

Δ𝑟𝜌(𝑟) + 𝑘2𝜌(𝑟) = 0, 𝑘2 ≡ 𝐺𝑚3

~2𝑎
, (3)

(де 𝑎 – довжина розсiяння), тобто рiвняння Лейна–
Емдена полiтропного iндексу 𝑛 = 1. Це рiвняння
допускає простий аналiтичний розв’язок для опису
густини гало ТМ у БЕК-моделi ТМ:

𝜌(𝑟) = 𝜌𝑐
sin 𝑘𝑟

𝑘𝑟
. (4)

Розв’язок мiстить два вiльнi параметри 𝜌𝑐 = 𝜌(0) –
густину в центрi гало ТМ DM i параметр 𝑘, що
пов’язаний iз повним радiусом гало 𝑅 як 𝑘 = 𝜋/𝑅.

Слiд зауважити, що цей розв’язок враховує ли-
ше частинки з основного стану, проте в бiльш
реалiстичному описi iншi стани також потрiбно
враховувати. Вiдомо також, що ультралегке гало
ТМ складається iз статичного кора (що дозволяє
розв’язати проблему core/cusp), оточеного шубою,
яка на бiльших масштабах вiдстаней зводиться до
ХТМ поведiнки [2]. Розв’язок (4) вiдповiдає ли-
ше за корчастину гало галактичної ТМ, тому ми
очiкуємо, що вiн забезпечить гарне пояснення спо-
стережень на масштабах, менших нiж розмiр кора
(ядра), i в той же час усуватиме деякi розбiжностi
з даними спостережень по бiльш вiддалених обла-
стях галактик.

Важливо також згадати, що такий самий набли-
жений розв’язок може бути отриманий з рiвняння
Клейна–Гордона для скалярного поля, що робить
цi моделi тiсно пов’язаними.

3. Деформацiя рiвняння Лейна–Емдена

Оскiльки 𝜇-деформований аналог рiвняння Гроса–
Пiтаєвського поки що не побудовано (це становить
нетривiальну проблему), тут ми зупинимося на 𝜇-
деформацiї рiвняння Лейна–Емдена (ЛЕ).

3.1. Eлементи 𝜇-числення

Ми базуватимося на т. зв. 𝜇-численнi, тому по-
чнемо з короткого його огляду (бiльш детальний
вступ до 𝜇-числення можна знайти в [8, 10]). В
основi цього пiдходу лежить 𝜇-дужка (нехай 𝑋 –
число або оператор):

[𝑋]𝜇 =
𝑋

1 + 𝜇𝑋
, 𝜇 ≥ 0.
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Очевидно, що [𝑋]𝜇 → 𝑋 if 𝜇 → 0. За допомогою 𝜇-
дужки визначимо 𝜇-деформовану (або 𝜇-) похiдну
таким чином, що

𝒟(𝜇)
𝑥 𝑥𝑛 = [𝑛]𝜇𝑥

𝑛−1. (5)

Ця 𝜇-похiдна не задовiльняє 3 правило Ляйбнiца,

𝒟𝜇(𝑓 · 𝑔) ̸= 𝑓 · (𝒟𝜇𝑔) + (𝒟𝜇𝑓) · 𝑔.

Зауважимо, що з дiєю (5) пов’язано представле-
ння 𝜇-похiдної через звичайну похiдну у виглядi
формального степеневого ряду, тобто

𝒟(𝜇)
𝑥 ≡

[︂
𝑑

𝑑𝑥

]︂
𝜇

=
𝑑
𝑑𝑥

1 + 𝜇 𝑑
𝑑𝑥

=

=
𝑑

𝑑𝑥

(︁
1− 𝜇

𝑑

𝑑𝑥
+ 𝜇2 𝑑

𝑑𝑥

𝑑

𝑑𝑥
− ...

)︁
, (6)

яке мiстить усi вищi порядки похiдної 𝑑
𝑑𝑥 . Це факт

вiдiграє важливу роль.
Далi введемо деформацiю в дослiджувану тео-

рiю шляхом замiни кожної похiдної у рiвняннi на
її деформований аналог. Також 𝜇-дужка потрiбна,
щоби ввести деформованi версiї вiдомих функцiй,
скажiмо, 𝜇-аналог експоненти:

exp𝜇 𝑥 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛

[𝑛]𝜇!
.

Також визначаємо функцiї 𝜇-синус i 𝜇-косинус:

sin𝜇 𝑥 =
1

2𝑖

(︀
exp𝜇(𝑖𝑥)− exp𝜇(−𝑖𝑥)

)︀
=

=

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
𝑥2𝑛+1

[2𝑛+ 1]𝜇!
,

cos𝜇(𝑥) =
1

2

(︀
exp𝜇(𝑖𝑥) + exp𝜇 = (−𝑖𝑥)

)︀
=

=

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
𝑥2𝑛

[2𝑛]𝜇!
.

Тут 𝜇-факторiал означає добуток

[𝑚]𝜇! = [𝑚]𝜇 [𝑚−1]𝜇...[2]𝜇 [1]𝜇.

Деформованi гармонiчнi функцiї гратимуть роль
у наступних роздiлах. Потрiбно наголосити на

3 Можна одначе ввести 𝜇-аналог формули Ляйбнiца, хоч
його визначення досить нетривiальне, див. [8].

тому, що вiдомi диференцiйнi спiввiдношення
мiж гармонiчними функцiями (iз звичайною по-
хiдною) не виконуються у 𝜇-деформованому ви-
падку: 𝑑

𝑑𝑥 sin𝜇(𝑥) ̸= cos𝜇(𝑥). Однак, справедли-
вим є деформований аналог, який використовує 𝜇-
похiдну, а саме

𝒟𝜇
𝑥 sin𝜇(𝑥) = cos𝜇(𝑥).

Зрозумiло, що деформованi аналоги похiдної i
функцiй мають зводитися до їх звичайних вiдпо-
вiдникiв, якщо взяти границю 𝜇 → 0. Так само по-
виннi вiдновлюватись, на кожному кроцi аналiзу,
недеформованi прообрази з 𝜇-деформованих рiв-
нянь теорiї.

3.2. Деформування лапласiана

Як вже згадувалося, густина гало ТМ в БЕК-мо-
делi наближено описується рiвнянням Лейна–Ем-
дена (ЛЕ) з полiтропним iндексом 𝑛 = 1:

Δ𝑟𝜌(𝑟) + 𝑘2𝜌(𝑟) = 0, (7)

де Δ𝑟 є радiальна (отже, 1-вимiрна) частина сфе-
ричного оператора Лапласа, а саме

Δ𝑟𝑓(𝑟) =
1

𝑟2
𝑑

𝑑𝑟

(︂
𝑟2

𝑑

𝑑𝑟
𝑓(𝑟)

)︂
.

Останнє можна ще представити у виглядi

Δ𝑟𝑓(𝑟) = 𝑓 ′′(𝑟) +
2

𝑟
𝑓(𝑟),

i тодi рiвняння ЛЕ набуває бiльш простої форми(︂
𝑑2

𝑑𝑟2
+

2

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
+ 𝑘2

)︂
𝜌(𝑟) = 0. (8)

Щоб деформувати, почнемо iз рiвняння ЛЕ у
бiльш звичнiй його формi (7). Деформацiю в рiв-
няння введемо за допомогою замiни похiдної по
радiусу 𝑟 на її 𝜇-деформований аналог. В резуль-
татi отримуємо 𝜇-аналог рiвняння ЛЕ:

1

𝑟2
𝒟𝜇

𝑟

(︀
𝑟2𝒟𝜇

𝑟 𝜌(𝑟)
)︀
+ 𝑘2𝜌(𝑟) = 0.

Дане рiвняння можна також переписати, вводячи
безрозмiрну змiнну 𝑥 = 𝑘𝑟, i тодi ми матимемо

1

𝑥2
𝒟𝜇

𝑥

(︀
𝑥2𝒟𝜇

𝑥𝜌(𝑥)
)︀
+ 𝜌(𝑥) = 0. (9)
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Крiм того, приймемо таку ж початкову умову, яку
покладали при розв’язаннi вихiдного рiвняння:

𝜌(0) = 𝜌𝑐, 𝜌′(0) = 0.

У цьому спiввiдношеннi можна застосовувати як
звичайне, так i 𝜇-диференцiювання. Як стане ви-
дно нижче, це не впливає на результат.

Розв’язок рiвняння (8) шукаємо у виглядi

𝜌(𝑥) = 𝜌𝑐

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛.

Оператори в цьому рiвняннi дiють на ряди, а саме

𝒟𝜇
𝑥 · 𝜌(𝑥) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛[𝑛]𝜇𝑥
𝑛−1,

𝒟𝜇
𝑥 ·

(︀
𝑥2 𝜌(𝑥)

)︀
=

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛[𝑛]𝜇[𝑛+ 1]𝜇𝑥
𝑛,

Тодi з рiвняння 𝜇-ЛЕ отримуємо
∞∑︁

𝑛=1

𝑎𝑛[𝑛]𝜇[𝑛+ 1]𝜇𝑥
𝑛−2 +

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛 = 0, (10)

а початковi умови дають

𝜌(0) = 𝜌𝑐 = 𝜌𝑐𝑎0 → 𝑎0 = 1,

𝜌′(0) = 0 = 𝜌𝑐𝑎1 → 𝑎1 = 0.

Замiна границь сумування дає:
∞∑︁

𝑛=0

𝑎𝑛+2[𝑛+ 2]𝜇[𝑛+ 3]𝜇𝑥
𝑛 +

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛 = 0 ,

iз чого витiкає зв’язок мiж коефiцiєнтами:

𝑎𝑛+2 = −𝑎𝑛
1

[𝑛+ 2]𝜇[𝑛+ 3]𝜇
, 𝑛 = 2𝑚.

Тодi
𝑎2𝑛 = (−1)𝑛

1

[2𝑛]𝜇[2𝑛+ 1]𝜇
· ... · 1

[3]𝜇[2]𝜇
=

= (−1)𝑛
1

[2𝑛+ 1]𝜇!
[1]𝜇.

Розв’язок набуває вигляду

𝜌(𝑘𝑟)=𝜌𝑐 [1]𝜇

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
(𝑘𝑟)2𝑛

[2𝑛+ 1]𝜇!
= 𝜌𝑐 [1]𝜇

sin𝜇(𝑘𝑟)

𝑘𝑟
.

Нарештi, вводячи позначення 𝜌0 = 𝜌𝑐 [1]𝜇, отриму-
ємо
𝜌(𝑘𝑟) = 𝜌0

sin𝜇(𝑘𝑟)

𝑘𝑟
, (11)

основний результат для розподiлу густини ТМ.

3.3. Деформування похiдної в рiвняннi ЛЕ

Як вiдомо для деформованих моделей, можна за-
пропонувати рiзнi варiанти деформацiй рiвнянь.
Тут ми представимо дещо iншу версiю 𝜇-дефор-
мованого рiвняння ЛЕ. Беремо рiвняння ЛЕ полi-
тропного iндексу 𝑛 = 1 в його вiдомiй формi (8) i
вводимо деформацiю через замiну кожної просто-
рової похiдної 𝑑/𝑑𝑟 на її 𝜇-аналог 𝒟𝜇

𝑟 :(︂
𝒟𝜇

𝑟𝒟𝜇
𝑟 +

2

𝑟
𝒟𝜇

𝑟 + 𝑘2
)︂
𝜌(𝑟) = 0. (12)

Розв’язок знову шукаємо як степеневий ряд:

𝜌(𝑥) = 𝜌𝑐

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛.

Пiдставляємо в рiвняння, що дає

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛+2[𝑛+2]𝜇[𝑛+1]𝜇𝑥
𝑛+2

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛+1[𝑛+1]𝜇𝑥
𝑛−1+

+

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛 = 0.

Скористаємось тими ж початковими умовами
𝜌(0) = 𝜌𝑐, 𝜌′(0) = 0 i пiсля вiдповiдних крокiв ма-
тимемо4:

𝜌(𝑟) = 𝜌𝑐

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
(𝑘𝑟)2𝑛

𝑛∏︀
𝑙=1

[2𝑙]𝜇([2𝑙 − 1]𝜇 + 2)
. (13)

4. Ротацiйнi кривi галактик

Зiставимо передбачення нашої моделi з доступни-
ми даними спостережень. Ротацiйнi кривi аналiзу-
ємо для галактик слабкої свiтностi (ГСС), оскiль-
ки кiнематика видимої матерiї в галактицi зале-
жить вiд розподiлу густини всерединi галактики.
Ми обрали тi вiсiм ГСС, якi аналiзував Т. Харко,
з тим щоб порiвняти моделi. Оскiльки в них ТМ
є домiнує, ми нехтуємо гравiтацiйним внеском ба-
рiонної матерiї.

У випадку галактик дискової форми, де траєкто-
рiї зiрок i газових хмар вважаються круговими з

4 Iснує й третя версiя деформованого рiвняння ЛЕ, яка та-
кож має розв’язок (11), в нiй перший член такий же як i
в (12), а другий i 3-й множаться на деякi функцiї вiд 𝑘, 𝑟

та 𝜇. Це буде представлено окремо.
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Ротацiйнi кривi галактик у 𝜇-деформацiйному наближеннi

Галактика
𝜇-БЕК БЕК НФВ

𝑁точок

𝐴, км/с 𝑘, кпс−1 𝜇 𝜒2 𝐴, км/с 𝑘, кпс−1 𝜒2 𝜒2

DDO 53 32,27 0,97 0,180 1,9 33,16 1,09 5,4 7,8 18
HO I 35,51 1,27 0,151 40,2 34,78 1,27 160,1 109,8 22
HO II 40,11 0,40 0,179 31,8 37,93 0,45 66,8 6,4 35
IC 2574 81,37 0,17 0,179 13,7 73,9 0,24 14,2 117,2 50
NGC 2366 64,68 0,37 0,178 41,2 72,72 0,37 126,1 71,9 41
M81dwB 38,35 2,64 0,180 2,5 38,07 3,15 7,9 4,1 13
DDO 154 51,30 0,38 0,156 199,3 53,81 0,38 549,7 76,8 61
DDO 39 87,52 0,27 0,174 168,2 87,96 0,30 343,0 14,3 21

гарною точнiстю, тому можна застосувати просте
спiввiдношення

𝑚𝑣(𝑟)2 =
𝐺𝑀(𝑟)𝑚

𝑟
,

що виникає, за теоремою вiрiалу, iз зв’язку мiж
кiнетичною i потенцiальною енергiями, 2𝑇 = 𝑉 ,
для стiйкої системи в гравiтацiйному потенцiалi
𝑉 ∝ 𝑟−1. Тодi швидкiсть 𝑣(𝑟) на круговiй орбiтi
радiуса 𝑟 має вигляд:

𝑣(𝑟) =

√︂
𝐺𝑀(𝑟)

𝑟
.

Це рiвняння дозволяє вивчати розподiл густини
матерiї в галактицi через спостережуванi ротацiй-
нi кривi. Ми будемо нехтувати гравiтацiйним ефе-
ктом видимої матерiї, беручи до уваги в попере-
дньому рiвняннi для 𝑀(𝑟) лише складову ТМ.

Отже, щоби визначити швидкiсть 𝑣(𝑟) на довiль-
нiй орбiтi 𝑟, необхiдно обчислити в межах цiєї ор-
бiти повну масу

𝑀(𝑟) = 4𝜋

𝑟∫︁
0

𝜌(𝑟′)𝑟′2𝑑𝑟′.

Згiдно до деформованих диференцiальних спiв-
вiдношень iз радiальною координатою 𝑟, маємо
застосовувати деформоване (чи 𝜇-) iнтегруван-
ня 5. В результатi отримуємо наступний вираз для

5 Це значить застосування оператора (𝐷
(𝜇)
𝑟 )−1, оберненого

до визначеного в (4), (5).

швидкостi на круговiй орбiтi на основi “лаплас-
деформованого” розв’язку (11):

𝑣(𝑟) =

⎯⎸⎸⎷4𝜋𝐺𝜌

𝑘2

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛(𝑘𝑟)2𝑛+2

[2𝑛+ 1]𝜇! [2𝑛+ 3]𝜇
(14)

для густини, де введено позначення

𝐴 =

√︂
4𝜋𝐺𝜌0
𝑘2

.

Подамо також вираз для швидкостi обертання,
оснований на розв’язку рiвняння (13) (“деформа-
цiя похiдної”):

𝑣(𝑟) = 𝐴

⎯⎸⎸⎸⎷ ∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛(𝑘𝑟)2𝑛+2

[2𝑛+ 3]𝜇
𝑛∏︀

𝑙=1

[2𝑙]𝜇([2𝑙 − 1]𝜇 + 2)
. (15)

Робимо аналiз “найменших квадратiв” для тих
же восьми ГСС, що вивчалися в роботi Харко [9]
в рамках класичної БЕК моделi ТМ. Спостережу-
ванi ротацiйнi кривi цих галактик взято з [11–13].

У таблицi, а також на рисунку (суцiльнi лi-
нiї зображують нашi кривi) наведено результати
фiтiнгу для восьми ГСС теоретичних ротацiйних
кривих: в рамках БЕК ТМ, що випливають iз
розв’язку для густини ТМ (4), ротацiйних кри-
вих в 𝜇-“лаплас-деформацiї” (14), а також профiлю
Наварро–Френка–Вайта [12] для ХТМ

𝜌NFW(𝑟) =
𝜌0

𝑟
𝑅𝑠

(︁
1 + 𝑟

𝑅𝑠

)︁2.
Найменшi 𝜒2-значення у кожної iз галактик в
трьох рiзних моделях видiлено жирним шрифтом.
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5. Висновки i заключнi зауваження
У розвиток моделi темної матерiї, що експлуа-
тувала 𝜇-термодинамiку [8], дослiджено пiдхiд,
базований на 𝜇-деформацiї просторової похiдної.
Введено два рiзнi 𝜇-деформованi аналоги рiвня-
ння Лейна–Емдена i знайдено їх розв’язки, що
дають профiлi густини гало ТМ. Це дозволило
отримати графiки для ротацiйних кривих низ-
ки галактик. Вiдповiднi кривi для вибраних га-
лактик потребують рiзних значень параметра де-
формацiї 𝜇. Завдяки 𝜇-деформацiї досягнуто гар-
не узгодження: для всiх вибраних галактик гра-
фiки показують значне покращення порiвняно з
БЕК iз [9].

Бiльш того, розвинутий пiдхiд дає дещо покра-
щене узгодження навiть порiвняно з вiдомими кри-
вими НФВ [12], у п’яти (з восьми) випадках, тобто
кривi для галактик DDO 53, HO I, IC 2574, NGC
2366 та M81dwB.

Важливiсть i сила 𝜇-деформацiї закладенi в пев-
нiй нелокальностi при використаннi деформова-
ної просторової 𝜇-похiдної (6): новий оператор мi-
стить звичайну похiдну у знаменнику i, отже, задi-
янi всi порядки похiдної 𝑑

𝑑𝑟 . Ця риса нагадує вiдо-
мi пiдходи з нелокальною модифiкацiєю гравiта-
цiї, див. [14–18] i цитованi там роботи. Iснує до-
сить популярна точка зору, що теорiї нелокаль-
ної гравiтацiї важливi у розв’язаннi базових про-
блем космологiї – таких як темна енергiя i темна
матерiя.

Пiдхiд на основi 𝜇-деформацiї виявився успi-
шним, тому варто прокоментувати можливий фi-
зичний сенс 𝜇-деформацiї просторової (радiальної)
похiдної та параметра 𝜇. Гало ТМ є дуже масивни-
ми, але вiдносно компактними (з точки зору мас-
штабiв у космологiї) об’єктами, i вони мали б моди-
фiкувати геометрiю зовнiшнього простору. Дефор-
мована 𝜇-похiдна може ефективно це враховувати,
при цьому 𝜇 є мiрою того, наскiльки виражена мо-
дифiкацiя.

При цьому обчислення повної маси гало ТМ га-
лактики (з фiксованим власним радiусом) показує:
чим бiльша маса гало, тим бiльшого значення 𝜇 по-
требує вiдповiдна крива. Нарештi зауважимо, що
аналогiчнi наслiдки можна отримати базуючись на
формулi (15).

Робота виконувалася за часткової пiдтрим-
ки Спецiальної Програми, Проект №0117U000240,
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GALAXY ROTATION CURVES
IN THE 𝜇-DEFORMATION-BASED
APPROACH TO DARK MATTER

S u m m a r y

We elaborate further the 𝜇-deformation-based approach to the

modeling of dark matter, in addition to the earlier proposed

use of 𝜇-deformed thermodynamics. Herein, we construct 𝜇-

deformed analogs of the Lane–Emden equation (for density

profiles) and find their solutions. Using these, we plot the rota-

tion curves for a number of galaxies. Different curves describ-

ing the chosen galaxies are labeled by respective (different)

values of the deformation parameter 𝜇. As a result, the use

of 𝜇-deformation leads to the improved agreement with ob-

servational data. For all the considered galaxies, the obtained

rotation curves (labeled by 𝜇) agree better with data, as com-

pared to the well-known Bose–Einstein condensate model re-

sults of T. Harko. Besides, for five of the eight cases of galaxies,

we find a better picture for rotation curves, than the corre-

sponding Navarro–Frenk–White (NFW) curves. The possible

physical meaning of the parameter 𝜇 basic for this version of

𝜇-deformation is briefly discussed.
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