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ВПЛИВ ПРОСТОРОВОЇ
НЕОДНОРIДНОСТI НА ФОРМУВАННЯ ХАОТИЧНИХ
РЕЖИМIВ ПРОЦЕСУ САМООРГАНIЗАЦIЇУДК 004.942

Чисельно розв’язано систему рiвнянь Лоренца з урахуванням градiєнтних доданкiв. Роз-
глянуто три принципово рiзнi режими. У першому режимi просторовий розподiл пара-
метра порядку еволюцiонує в часi, утворюючи домени двох типiв з додатним i вiд’єм-
ним значенням параметра порядку. У другому – розподiл близький до стацiонарного. I
у третьому режимi по всьому простору параметр порядку приймає однаковi значення.
Для перших двох випадкiв розраховано залежностi середньої площi доменiв, їх кiлько-
стi та сумарної площi вiд часу. В останньому випадку внесок градiєнтних доданкiв
повнiстю нiвелюється i реалiзується класичний аттрактор Лоренца.
К люч о в i с л о в а: самоорганiзацiя, система Лоренца, дивний аттрактор, параметр по-
рядку, диференцiальнi рiвняння у частинних похiдних.

1. Вступ
Самоорганiзацiя – це процес утворення упорядко-
ваних структур без змiни структуроутворюючо-
го параметра, тобто за вiдсутностi специфiчного
зовнiшнього впливу [1]. Ми стикаємося з проце-
сами самоорганiзацiї у повсякденному життi як у
живiй, так i у неживiй природi. Яскравi прикла-
ди – упорядкування електронiв при низьких тем-
пературах [2] (явище надпровiдностi), когерентне
випромiнювання в лазерi [1, 3], виникнення упо-
рядкованих потокiв-вихрiв у пiдiгрiтiй рiдинi, са-
моорганiзацiя в наноматерiалах (алотропнi фор-
ми вуглецю [4]), деякi хiмiчнi реакцiї [5] (реакцiя
Белоусова–Жаботинського та iн.), утворення впо-
рядкованих структур у в’язких рiдинах [6] тощо.
У бiологiчних системах самоорганiзацiя проявля-
ється в узгодженiй поведiнцi бактерiй, утворен-
нi океанiчних пiросом (велика кiлькiсть крихiтних
органiзмiв, якi вибудовуються у виглядi порожни-
стих трубок, закритих з одного кiнця), об’єднання
птахiв i риб у зграї тощо. Часто явища самоорга-
нiзацiї спостерiгаються у рiзноманiтних складних
системах [7,8]. Функцiонування будь-якого живого
органiзму також є безперервним процесом самоор-
ганiзацiї. Наприклад, жива клiтина – складний ме-
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ханiзм, з магiстралями, по яких доставляються по-
живнi речовини i компоненти бiлкiв, електростан-
цiями (мiтохондрiї), майстернями по синтезу бiл-
кiв та багатьма iншими важливими структурами.
За структурою клiтина нагадує мегаполiс, в яко-
му постiйно кипить життя, здавалося б, без будь-
якої на те причини, лише за рахунок внутрiшнiх
сил. У клiтинi вiдбуваються складнi процеси са-
моорганiзацiї, якi сьогоднi можна спостерiгати в
моделюваннi, та все ж багато питань при цьому
залишаються не вивченими.

Вiдповiдно до другого закону термодинамiки
для замкнутих систем ентропiя може тiльки зро-
стати, тобто ступiнь упорядкованостi з часом зав-
жди зменшується. Проте, якщо взяти пiдсистему з
нелiнiйною поведiнкою, до якої пiдводиться енер-
гiя, то в нiй вiдбувається дисипацiя i подальше
вiдведення “зайвої” енергiї iз системи. Як вiдомо,
такi локальнi системи здатнi спонтанно впорядко-
вуватись. Один iз тривiальних прикладiв – наша
Земля, на якiй спонтанно зародилось життя. Зем-
ля отримує енергiю вiд Сонця i випромiнює її в
Космос. Умовою проходження процесу самоорга-
нiзацiї впродовж тривалого часу є приблизна рiв-
нiсть вхiдного i вихiдного потокiв енергiї (у випад-
ку Землi, вона не повинна монотонно нагрiватися
або охолоджуватися). Тобто в самоорганiзованих
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системах вiдбуваються стацiонарнi нерiвноважнi
процеси, такi системи вивчає наука синергетика,
засновником якої вважається Герман Хакен [1, 7].

На сьогоднi iснує велика кiлькiсть вiдносно про-
стих математичних моделей, якi описують про-
цеси самоорганiзацiї в рiзних фiзичних системах.
Це добре вiдома модель хижак-жертва Лотки–
Вольтерри, системи диференцiальних рiвнянь Ло-
ренца i Ресслера, якi показують хаотичнi аттра-
ктори, рiзноманiтнi рiвняння хiмiчних реакцiй, мо-
делi нейронних мереж тощо. Цi моделi, як пра-
вило, описуються нелiнiйними рiвняннями, що
мають додатнi (причина самоорганiзацiї) та вiд’-
ємнi (умова стабiлiзацiї) зворотнi зв’язки мiж ди-
намiчними змiнними. У данiй роботi ми зупини-
мося на широковiдомiй системi Лоренца [9], якiй
вже понад 50 рокiв, але яка i до сьогоднi актив-
но дослiджується завдяки розвитку обчислюваль-
ної технiки. Зокрема, система рiвнянь Лоренца
багато рокiв активно використовувалася у нау-
ковiй групi О.I. Олємского для опису iндукова-
них шумом нерiвноважних фазових переходiв [10],
самоорганiзацiї процесiв квазiрiвноважної конден-
сацiї [11], кiнетики фазових переходiв першого i
другого роду [12], механiзмiв вибухової кристалi-
зацiї [13] та самоорганiзованої критичностi [14].
Крiм того, за допомогою системи Лоренца опису-
ють хаотичне випромiнювання в лазерах [3], по-
токи в рiдинi, ефекти в електричних колах при
наявностi нелiнiйних елементiв (наприклад, дiо-
да Ганна), хiмiчнi реакцiї [5] тощо. У процесi по-
будови вiдповiдних теорiй система Лоренца бу-
ла детально дослiджена з урахуванням доданкiв,
що вiдповiдають за адитивнi i мультиплiкативнi
шуми, нелiнiйних релаксацiйних доданкiв, перiо-
дичного зовнiшнього впливу тощо. Але при цьо-
му недостатньо уваги придiлено дослiдженню си-
стем з просторово розподiленими параметрами.
Наприклад, кiлька таких робiт присвячено вивчен-
ню неоднорiдного плавлення мастильного матерi-
алу в зонi контакту мiж атомарно-гладкими твер-
дими поверхнями [15, 16]. Проте при цьому бу-
ло розглянуто режими, у яких з часом по всiй
площi контакту встановлюється єдине значення
параметра порядку, тобто система гомогенiзує-
ться. У данiй роботi ми розглянемо випадок, ко-
ли у процесi еволюцiї системи вiдбувається по-
стiйна змiна просторового розподiлу параметра
порядку.

2. Класичний аттрактор Лоренца

Класична система Лоренца має вигляд [9]:

�̇� = 𝜎 (𝑌 −𝑋), (1)

�̇� = 𝑋 (𝜌− 𝑍)− 𝑌, (2)

�̇� = 𝑋𝑌 − 𝛽𝑍. (3)

Точка над змiнною у рiвняннях означає похiдну
за часом (позначимо час 𝑡′), тобто �̇� ≡ d𝑋/d𝑡′.
Змiннi 𝑋, 𝑌 i 𝑍, а також сталi 𝜎, 𝜌 i 𝛽 можуть
мати рiзний фiзичний змiст в залежностi вiд зада-
чi, яка описується за допомогою рiвнянь (1)–(3).
Наприклад, при описi одномодового лазера 𝑋 –
амплiтуда хвиль у резонаторi лазера, 𝑌 – величи-
на поляризацiї, 𝑍 – iнверсiя населеностi енергети-
чних рiвнiв. Константи 𝛽 i 𝜎 описують вiдношен-
ня коефiцiєнтiв релаксацiї вищевказаних величин,
а параметр 𝜌 – це iнтенсивнiсть накачки. З усiх
цих параметрiв в конкретнiй фiзичнiй системi з
заданими характеристиками ми можемо змiнюва-
ти тiльки параметр 𝜌, який є зовнiшнiм керуючим
параметром. Особливiсть моделi (1)–(3) полягає в
тому, що змiнюючи параметр 𝜌 можна реалiзува-
ти рiзнi режими роботи дослiджуваної системи. Це
може бути як релаксацiйний режим, так i режим
детермiнiстичного хаосу, коли поведiнка характе-
ризується дивним аттрактором. Система (1)–(3) є
найпростiшою системою, яка дозволяє представи-
ти процес самоорганiзацiї, тому її дослiдження є
цiкавим навiть без прив’язки до конкретного фi-
зичного явища.

Рiвняння (1)–(3) можуть бути перетворенi до
простiшого вигляду. Для цього необхiдно ввести
новi змiннi:

𝑡 ≡ 𝜎𝑡′; 𝑢 ≡ 𝑋/
√
𝛽; 𝑣 ≡ 𝑌/

√
𝛽;

𝑆 ≡ 𝜌− 𝑍; 𝛿 ≡ 𝜎/𝛽; 𝑆𝑒 ≡ 𝜌,
(4)

де 𝑡′ i 𝑡 – час в початковiй i перетворенiй системi
вiдповiдно. Пiсля пiдстановки нових змiнних си-
стема Лоренца прийме дещо модифiкований ви-
гляд:

�̇� = −𝑢+ 𝑣, (5)

𝜎�̇� = −𝑣 + 𝑆𝑢, (6)

𝛿�̇� = (𝑆𝑒 − 𝑆)− 𝑢𝑣. (7)

Саме рiвняння вигляду (5)–(7) дослiджувалися в
роботах [10–14]. Система рiвнянь (1)–(3) показує
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Рис. 1. Аттрактори, одержанi при розв’язаннi системи початкових рiвнянь (1)–(3) (лiва панель) та модифiкованої си-
стеми (5)–(7) (права панель). Лiва панель побудована при параметрах 𝜎 = 10, 𝜌 = 28, 𝛽 = 8/3 i початкових умо-
вах 𝑋0 = 𝑌0 = 𝑍0 = 1; права – 𝜎 = 10, 𝛿 = 3,75, 𝑆𝑒 = 28, початковi умови 𝑢0 = 𝑣0 =

√
0,375, 𝑆0 = 27

режим дивного аттрактора при параметрах 𝜎 =
10, 𝜌 = 28 i 𝛽 = 8/3, що в модифiкованiй системi
(5)–(7) вiдповiдно до виразiв (4) вiдповiдає значе-
нням 𝜎 = 10, 𝑆𝑒 = 28 i 𝛿 = 3,75. Таким чином,
змiнюється тiльки значення останнього параметра,
який у такому представленнi може бути записаний
у виглядi десяткового дробу.

При чисельному розв’язаннi рiвнянь Лоренца
важливим є вибiр початкових умов, оскiльки во-
ни суттєво впливають на кiнцевий результат. По-
чатковi умови для системи (5)–(7) позначимо як
𝑢0, 𝑣0 i 𝑆0, що для системи (1)–(3), вiдповiдно до
зв’язкiв (4), задає початковi умови 𝑋0 = 𝑢0

√︀
𝜎/𝛿,

𝑌0 = 𝑣0
√︀
𝜎/𝛿, 𝑍0 = 𝑆𝑒 − 𝑆0. Для повної вiдпо-

вiдностi одержуваних при чисельному моделюван-
нi результатiв при розв’язуваннi вихiдної систе-
ми (1)–(3) i модифiкованої (5)–(7) необхiдно та-
кож враховувати, що в цих системах час 𝑡 ви-
мiряно в рiзних одиницях (див. (4)). Якщо для
вихiдної системи розв’язок шукається в iнтерва-
лi часу 𝑡′ ∈ [0, 𝑇 ], то для модифiкованої еквi-
валентний iнтервал становить 𝑡 ∈ [0, 𝜎𝑇 ]. Варто
зазначити, що в режимi дивного аттрактора на
подальшу поведiнку впливає навiть незначна змi-
на початкових умов або завжди присутнi похиб-
ки чисельного розрахунку. Тож навiть при вiд-
носно малому кроцi iнтегрування рiвнянь Δ𝑡′ в

чисельнiй процедурi iснує фiксований час, коли
поведiнка системи починає вiдхилятися вiд такої,
яку покаже розв’язок рiвнянь при ще меншому
кроцi. Тому для повної вiдповiдностi одержаних
результатiв, окрiм описаного вище зв’язку поча-
ткових умов, для кожної системи необхiдно ви-
бирати рiзнi кроки iнтегрування за часом. Так,
якщо для системи (1)–(3) вибираємо крок Δ𝑡′,
то, вiдповiдно до виразiв (4), для модифiкован-
них рiвнянь (5)–(7) повиннi вибрати iнший крок
Δ𝑡 = 𝜎Δ𝑡′.

На рис. 1 наведенi результати чисельного роз-
в’язку систем рiвнянь (1)–(3) (лiва панель) та (5)–
(7) (права панель). При цьому вибирався набiр по-
чаткових умов 𝑋0 = 𝑌0 = 𝑍0 = 1, що, згiдно з (4),
вiдповiдає величинам 𝑢0 = 𝑣0 =

√
0,375 i 𝑆0 = 27.

Рiвняння розв’язувались методом Ейлера з кроком
по осi часу Δ𝑡′ = 10−8 i Δ𝑡 = 10−7. При таких па-
раметрах i початкових умовах залежностi на рис. 1
зображують один i той самий процес. Крiм того,
оскiльки параметри обох систем, згiдно з (4), по-
в’язанi лiнiйно, на рисунках вiдсутнi якiснi вiдмiн-
ностi. В наступному роздiлi проаналiзуємо моди-
фiковану систему рiвнянь (5)–(7). Зауважимо, що
всi одержанi далi результати при необхiдностi мо-
жна iнтерпретувати виходячи з системи Лоренца
(1)–(3).
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3. Врахування просторової
неоднорiдностi i чисельна процедура

Для опису неоднорiдного розподiлу параметрiв в
системi (5)–(7) необхiдно додатково врахувати гра-
дiєнтнi доданки: 𝐷𝑢∇2𝑢, 𝐷𝑣∇2𝑣 i 𝐷𝑆∇2𝑆. Про-
сторовi координати позначимо 𝑥′ i 𝑦′, тодi опера-
тор ∇2 для двовимiрного випадку запишеться як
∇2 = d2/d𝑥′2+d2/d𝑦′

2. Пiсля введення нових про-
сторових змiнних 𝑥 = 𝑥′/

√
𝐷𝑆 i 𝑦 = 𝑦′/

√
𝐷𝑆 рiв-

няння з урахуванням градiєнтних доданкiв набу-
дуть остаточного вигляду:

�̇� = 𝐷(𝑢𝑆)∇2𝑢− 𝑢+ 𝑣, (8)

𝜎�̇� = 𝐷(𝑣𝑆)∇2𝑣 − 𝑣 + 𝑆𝑢, (9)

𝛿�̇� = ∇2𝑆 + (𝑆𝑒 − 𝑆)− 𝑢𝑣, (10)

де 𝐷(𝑢𝑆) = 𝐷𝑢/𝐷𝑠, а 𝐷(𝑣𝑆) = 𝐷𝑣/𝐷𝑠. Для чи-
сельного розв’язку системи рiвнянь (8)–(10) розi-
б’ємо просторовi координатнi осi 𝑥 i 𝑦, а також
вiсь часу 𝑡 на певну кiлькiсть рiвних вiдрiзкiв. При
цьому розв’язок задачi на всiй просторово-часовiй
областi зводиться до визначення вузлiв тривимiр-
ної рiзницевої сiтки. Нехай 𝑛 – порядковий номер
точки подiлу по осi 𝑡, 𝑗 – по осi 𝑥 i 𝑘 – по осi
𝑦. Тодi цi порядковi номери приймають значення
𝑛 = 0, 1, 2, ...,𝑀 ; 𝑗 = 1, 2, 3, ..., 𝑁𝑥; 𝑘 = 1, 2, 3, ..., 𝑁𝑦.
У цих позначеннях значення змiнних 𝑥, 𝑦 i 𝑡 у до-
вiльнiй точцi просторово-часової сiтки задаються
спiввiдношеннями 𝑡𝑛 = 𝑛Δ𝑡; 𝑥𝑗 = (𝑗 − 1)𝐻𝑥 i
𝑦𝑘 = (𝑘 − 1)𝐻𝑦, де Δ𝑡 – ранiше введений iнтер-
вал розбиття по осi часу, а 𝐻𝑥 и 𝐻𝑦 – iнтервали
розбиття по координатах 𝑥 i 𝑦 вiдповiдно. Викори-
стаємо для чисельного моделювання явну рiзнице-
ву схему. При цьому похiднi, якi входять у систему
рiвнянь, апроксимуються таким чином [17]:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

𝑢𝑛+1
𝑗,𝑘 − 𝑢𝑛

𝑗,𝑘

Δ𝑡
;

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=

𝑢𝑛
𝑗+1,𝑘 − 2𝑢𝑛

𝑗,𝑘 + 𝑢𝑛
𝑗−1,𝑘

𝐻2
𝑥

; (11)

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
=

𝑢𝑛
𝑗,𝑘+1 − 2𝑢𝑛

𝑗,𝑘 + 𝑢𝑛
𝑗,𝑘−1

𝐻2
𝑦

.

При пiдстановцi виразiв (11) в систему (8)–(10)
отримуємо явну рiзницеву схему. При наявностi
початкових i граничних умов (див. нижче) така

схема має єдину невiдому величину 𝑢𝑛+1
𝑗,𝑘 . Виража-

ючи цю величину з рiзницевої схеми представлен-
ня основних рiвнянь i для спрощення вважаючи
𝐻𝑥 = 𝐻𝑦 = 𝐻, отримуємо:

𝑢𝑛+1
𝑗,𝑘 = 𝑢𝑛

𝑗,𝑘 +
𝐷(𝑢𝑆)Δ𝑡

𝐻2

(︀
𝑢𝑛
𝑗+1,𝑘 + 𝑢𝑛

𝑗,𝑘+1 − 4𝑢𝑛
𝑗,𝑘 +

+ 𝑢𝑛
𝑗,𝑘−1 + 𝑢𝑛

𝑗−1,𝑘

)︀
+Δ𝑡

(︀
−𝑢𝑛

𝑗,𝑘 + 𝑣𝑛𝑗,𝑘
)︀
, (12)

𝑣𝑛+1
𝑗,𝑘 = 𝑣𝑛𝑗,𝑘 +

𝐷(𝑣𝑆)Δ𝑡

𝜎𝐻2

(︀
𝑣𝑛𝑗+1,𝑘 + 𝑣𝑛𝑗,𝑘+1 − 4𝑣𝑛𝑗,𝑘 +

+ 𝑣𝑛𝑗,𝑘−1 + 𝑣𝑛𝑗−1,𝑘

)︀
+

Δ𝑡

𝜎

(︀
−𝑣𝑛𝑗,𝑘 + 𝑆𝑛

𝑗,𝑘𝑢
𝑛
𝑗,𝑘

)︀
, (13)

𝑆𝑛+1
𝑗,𝑘 = 𝑆𝑛

𝑗,𝑘+
Δ𝑡

𝛿𝐻2

(︀
𝑆𝑛
𝑗+1,𝑘+ 𝑆𝑛

𝑗,𝑘+1− 4𝑆𝑛
𝑗,𝑘+ 𝑆𝑛

𝑗,𝑘−1 +

+ 𝑆𝑛
𝑗−1,𝑘

)︀
+

Δ𝑡

𝛿
(𝑆𝑒 − 𝑆𝑛

𝑗,𝑘 − 𝑢𝑛
𝑗,𝑘𝑣

𝑛
𝑗,𝑘). (14)

Для чисельної реалiзацiї отриманої процедури
(12)–(14) її необхiдно доповнити початковими i
граничними умовами. Початковi умови подамо за
допомогою функцiї Бокса–Мюллера [18]:

𝑢0
𝑗,𝑘 =

√
2𝐼

√︀
−2 ln 𝑟1 cos (2𝜋𝑟2), 𝑟𝑖 ∈ (0, 1], (15)

де 𝑟1, 𝑟2 – псевдовипадковi числа з рiвномiрним
розподiлом, а 𝐼 – iнтенсивнiсть стохастичного дже-
рела, яка задає дисперсiю 𝜇 =

√
2𝐼. Початковi

розподiли величин 𝑢0
𝑗,𝑘 i 𝑆0

𝑗,𝑘 вибираються анало-
гiчним чином. При цьому для всiх трьох величин
початковий просторовий розподiл є гауссовим:

𝑃 (𝜉) =
1√
2𝜋𝜇

exp

{︂
− 𝜉2

2𝜇2

}︂
, (16)

де 𝜉 = 𝑢, 𝑣, 𝑆. При розв’язаннi рiвнянь (12)–(14) та-
кож необхiдно вибрати граничнi умови виходячи
з фiзичних представлень задачi. Для спрощення
будемо розглядати нескiнченнi поверхнi нехтуючи
крайовими ефектами, тому скористаємося перiо-
дичними граничними умовами. При цьому у (12)–
(14) достатньо врахувати 4 умови: якщо 𝑗 = 1, то
𝑗 − 1 → 𝑁𝑥; якщо 𝑘 = 1, то 𝑘 − 1 → 𝑁𝑦; якщо
𝑗 = 𝑁𝑥, то 𝑗 + 1 → 1; якщо 𝑘 = 𝑁𝑦, то 𝑘 + 1 → 1.

Для розв’язання описаної вище неоднорiдної си-
стеми рiвнянь необхiдно адекватно вибрати пара-
метри дискретизацiї часової осi Δ𝑡 i просторової
областi 𝐻. Як зазначалось, система Лоренца дуже
чутлива до вибору початкових умов i до обов’яз-
ково виникаючої похибки чисельного розрахунку.
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Рис. 2. Залежностi 𝑢(𝑡), отриманi при чисельному розв’я-
заннi системи (5)–(7), якi вiдповiдають параметрам правої
панелi на рис. 1

Наприклад, на рис. 2 показанi залежностi 𝑢(𝑡),
отриманi при розв’язаннi рiвнянь (5)–(7). Тут су-
цiльна крива повнiстю вiдповiдає параметрам пра-
вої панелi рис. 1, включаючи крок iнтегрування
за часом Δ𝑡 = 10−7. Штрихова крива вiдповiдає
значенню Δ𝑡 = 10−5, пунктирна – кроку за ча-
сом Δ𝑡 = 10−2. У рештi випадкiв всi параметри
iдентичнi, включаючи початковi умови. Суцiльна
крива показує найточнiший результат, оскiльки во-
на отримана при мiнiмальному значеннi кроку iн-
тегрування за часом. Двi iншi кривi у певний мо-
мент часу (коли накопичена похибка чисельного
розрахунку стає достатньою) починають вiдхиля-
тися вiд траєкторiї суцiльної лiнiї, причому чим
менше значення Δ𝑡, тим ранiше починається це
вiдхилення. Отже, можна зробити висновок, що
для точного обчислення траєкторiї спочатку не-
обхiдно її розрахувати, а потiм кiлька разiв об-
числити її ж, але вже з меншим кроком дискре-
тизацiї за часом Δ𝑡. За одержаними залежностя-
ми можна визначити область, де траєкторiї накла-
даються, i цей iнтервал часу буде вiдповiдати то-
чному розв’язку системи. Але в реальних умовах
завжди iснують рiзного роду флуктуацiї та зов-
нiшнiй неконтрольований вплив, що не дозволяє
таким складним системам показувати детермiнi-
стичну поведiнку за однакових початкових умов.
Тому точне чисельне розв’язання системи рiвнянь
Лоренца не становить iнтересу, оскiльки бiльш ва-
жливою характеристикою тут є поведiнка типу
дивного аттрактора. Як видно з рис. 2, дивний ат-
трактор Лоренца зберiгається при всiх вибраних
значеннях Δ𝑡, тому для чисельного моделюван-
ня достатньо вибрати крок за часом Δ𝑡 = 10−5.

Явна рiзницева схема (11) є умовно стiйкою. Ця
схема має стiйкий розв’язок при значеннях кое-
фiцiєнтiв перед апроксимацiями координатних по-
хiдних в рiвняннях (12)–(14) менше 0,5 [17]. На-
приклад, для рiвняння (12) ця умова запишеться
як 𝐷(𝑢𝑆)Δ𝑡/𝐻2 < 0,5. Далi виберемо параметри
дискретизацiї враховуючи умови стiйкостi.

4. Результати моделювання
та їх обговорення

Для моделювання були вибранi параметри дискре-
тизацiї Δ𝑡 = 10−5 i 𝐻 = 0,01. Розв’язання про-
водилося на сiтцi розмiром 256 × 256. Врахував-
ши параметри дискретизацiї, для розмiру квадра-
тної областi отримаємо 2,56 × 2,56. Для всiх роз-
глянутих далi випадкiв вибиралися тi ж параме-
три 𝑆𝑒 = 28, 𝜎 = 10 i 𝛿 = 3,75. Система рiв-
нянь вирiшувалася чисельно (див. роздiл 3) на вiд-
рiзку часу 𝑡 ∈ [0, 1000]. Iнтенсивнiсть стохастично-
го джерела для формування початкових умов у
функцiї (15) дорiвнювала 𝐼 = 10. Набiр початко-
вих умов генерувався один раз i використовував-
ся для всiх випадкiв. У процесi розв’язання через
певний промiжок часу зберiгалася карта значень
параметра порядку 𝑢 (𝑥, 𝑦), а також середнє зна-
чення ⟨𝑢⟩.

Було розглянуто три випадки спiввiдношень
мiж коефiцiєнтами, що вiдповiдають за градiєн-
тний внесок: 𝐷𝑢𝑆 = 𝐷𝑣𝑆 = 10−3; 𝐷𝑢𝑆 = 𝐷𝑣𝑆 =
= 10−2 i 𝐷𝑢𝑆 = 𝐷𝑣𝑆 = 10−1. Одержанi резуль-
тати наведено на рис. 3, де наочно видно, що це
три принципово рiзнi режими. У першому випадку
(верхня панель) встановлюється режим постiйної
змiни просторового розподiлу параметра порядку,
i, вiдповiдно, змiни його середнього значення в ча-
сi. Другий випадок (середня панель) вiдповiдає си-
туацiї, коли згодом утворюється певна близька до
стацiонарної структура, середнє значення параме-
тра порядку змiнюється в часi досить слабо. I тре-
тiй випадок (нижня панель) демонструє режим,
коли градiєнтнi внески впливають несуттєво. Як
видно, остання залежнiсть повторює описаний на
рис. 2 режим, який встановлюється без урахуван-
ня градiєнтних доданкiв. Варто також зазначити,
що у перших двох випадках дiапазон змiни сере-
днього значення параметра порядку значно мен-
ший, нiж у третьому. Це може спричинити як де-
яку гомогенiзацiю системи за рахунок впливу гра-
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дiєнтних вкладiв, так i фазове розшарування, ко-
ли по площинi реалiзуються острiвцi з вiд’ємни-
ми i додатними значеннями параметра порядку. В
останньому випадку залежностi середнiх значень
вiд часу не дають корисної iнформацiї про систе-
му, i в цiй ситуацiї необхiдно аналiзувати середньо-
квадратичне вiдхилення вiд середнього значення.
Для визначення середньоквадратичного вiдхилен-
ня параметра порядку скористаємось стандартною
процедурою:

⟨𝑢2⟩1/2 =
⟨
(𝑢− ⟨𝑢⟩)2

⟩1/2

, (17)

де кутовi дужки означають усереднення по коор-
динатнiй областi (всього 256 × 256 = 65536 зна-
чень). Одержанi результати наведено на рис. 4. На
верхнiй панелi рис. 4 (для значень 𝐷𝑢𝑆 = 𝐷𝑣𝑆 =
= 10−3) параметр ⟨𝑢2⟩1/2 змiнюється у набагато
бiльшому дiапазонi, порiвняно з ⟨𝑢⟩ на рис. 3. Це
можна пояснити утворенням острiвцiв з рiзним
знаком параметра порядку, причому процес змi-
ни конфiгурацiї острiвцiв вiдбувається у часi без-
перервно i система при цьому не прямує до де-
якого стацiонарного розподiлу параметра порядку.
При значеннi 𝐷𝑢𝑆 = 𝐷𝑣𝑆 = 10−2 (середня панель)
у системi встановлюється практично стацiонарна
конфiгурацiя острiвцiв. Хоча слiд зазначити, що
повiльна еволюцiя в часi все ж спостерiгається
(вставка на середнiй панелi). У третьому випадку
(нижня панель) при значеннi 𝐷𝑢𝑆 = 𝐷𝑣𝑆 = 10−1

у системi досить швидко встановлюється режим, у
якому параметр порядку на всiй площi моделюван-
ня приймає однаковi значення, внесок градiєнтних
доданкiв при цьому, згiдно з (11), повнiстю нiвелю-
ється. Отже, аналiз залежностей ⟨𝑢2⟩1/2 пiдтвер-
джує зробленi вище припущення.

Для розгляду одержаних розподiлiв параметра
порядку можна використовувати методи аналiзу
тривимiрних поверхонь. На сьогоднi двома досить
потужними способами дослiдження поверхонь є
мультифрактальний флуктуацiйний аналiз [19, 20]
i методи, заснованi на аналiзi спектральної густи-
ни потужностi [21]. Крiм цього, тривимiрнi по-
верхнi характеризуються цiлим спектром пара-
метрiв, якi розраховуються чисельно [22]. Часто
для з’ясування впливу нерiвностей (шорсткостi)
поверхонь на фiзичнi процеси взаємодiї мiж ни-
ми потрiбно бiльш складне моделювання. Напри-
клад, для розрахунку адгезiйних властивостей по-
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Рис. 3. Середнi значення параметра порядку ⟨𝑢⟩ як фун-
кцiї часу 𝑡 для спiввiдношень 𝐷𝑢𝑆 = 𝐷𝑣𝑆 = 10−3 (верхня
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Рис. 4. Середньоквадратичнi вiдхилення параметра по-
рядку ⟨𝑢2⟩1/2 (17) вiд середнього значення як функцiї часу
𝑡, якi вiдповiдають даним на рис. 3. На вставках показанi
збiльшенi фрагменти залежностей

верхонь активно застосовується метод граничних
елементiв [23, 24]. Однiєю з важливих характери-
стик поверхонь є середньоквадратичне вiдхилен-
ня (рис. 4). Другим важливим параметром, що ха-
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формулами (19) i (21), як функцiя часу 𝑡 (параметри ана-
логiчнi рис. 4). На вставках наведенi збiльшенi фрагменти
рисункiв

рактеризує нерiвностi поверхнi, є середньоквадра-
тичний нахил 𝑆𝑑𝑞, який розраховується за такою
формулою 1:

𝑆2
𝑑𝑞 =

1

𝐴

∫︁∫︁ [︃(︂
𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥

)︂2
+

(︂
𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦

)︂2]︃
d𝑥d𝑦, (18)

де 𝑥 i 𝑦 – просторовi координати, 𝐴 – площа по-
верхнi, на якiй здiйснюється моделювання, у на-
шому випадку 𝐴 = 2,56×2,56 квадратних одиниць.
Фактично, (18) – це середнє значення похiдної по
всiй поверхнi, що описує нахил нерiвностей. У си-
туацiї, яку ми розглядаємо, максимальний нахил
буде на границi доменiв при змiнi знака параме-
тра порядку. Таким чином, параметром 𝑆𝑑𝑞 (18)
непрямо можна характеризувати кiлькiсть доме-
нiв. Дискретний аналог (18) можна записати у ви-
глядi:

𝑆2
𝑑𝑞 =

1

(𝑀−1)(𝑁−1)

𝑀−1∑︁
𝑖=1

𝑁−1∑︁
𝑗=1

𝐵𝑖𝑗 , (19)

𝐵𝑖𝑗 =

(︂
𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)−𝑢(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗)

Δ𝑥

)︂2
+

1 У формулах (18) i (19) ми записуємо 𝑆2
𝑑𝑞 , щоб не писа-

ти з правої сторони формули знак радикала. При розра-
хунках необхiдно обчислювати безпосередньо параметр
𝑆𝑑𝑞 ≡ (𝑆2

𝑑𝑞)
1/2.

+

(︂
𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)−𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗−1)

Δ𝑦

)︂2
, (20)

де Δ𝑥 = Δ𝑦 = 𝐻 – параметр дискретизацiї просто-
ру, 𝑀 = 𝑁 = 256 – кiлькiсть точок на обох осях.

Конструкцiя (19) не є єдиною для визначення
параметра 𝑆𝑑𝑞. Часто використовується iнша чи-
сельна схема, яка апроксимує похiднi по 6-ти су-
сiднiм точкам замiнюючи їх дискретнi представ-
лення в точцi (𝑥𝑖, 𝑦𝑗). При цьому у формулi (19)
у ролi конструкцiї 𝐵𝑖𝑗 потрiбно використовувати
iнший вираз:

𝐵𝑖𝑗 =

(︂
𝐴1

60Δ𝑥

)︂2
+

(︂
𝐴2

60Δ𝑦

)︂2
, (21)

𝐴1 = 𝑢(𝑥𝑖+3, 𝑦𝑗)− 9𝑢(𝑥𝑖+2, 𝑦𝑗) + 45𝑢(𝑥𝑖+1, 𝑦𝑗)−

− 45𝑢(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗) + 9𝑢(𝑥𝑖−2, 𝑦𝑗)− 𝑢(𝑥𝑖−3, 𝑦𝑗),

𝐴2 = 𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗+3)− 9𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗+2) + 45𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗+1)−

− 45𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗−1) + 9𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗−2)− 𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗−3).

Середньоквадратичний нахил 𝑆𝑑𝑞, розрахований
при використаннi апроксимацiї (21), позначимо
𝑆𝑑𝑞6. Для вiдносно гладких поверхонь обидва ви-
значення збiгаються з високою точнiстю, проте
при сильному ступенi нерiвностей може спостерi-
гатися значна вiдмiннiсть значень. Тому порiвню-
ючи отриманi за цими двома формулами результа-
ти можна оцiнити ступiнь гладкостi дослiджуваної
поверхнi.

На рис. 5 наведенi залежностi розрахованого се-
редньоквадратичного нахилу 𝑆𝑑𝑞6 вiд часу 𝑡 для
трьох випадкiв спiввiдношень мiж градiєнтними
доданками. Якiсно залежностi практично повто-
рюють середньоквадратичнi вiдхилення параме-
тра порядку вiд часу (рис. 4), але спостерiгаються
певнi вiдмiнностi. Наприклад, середньоквадрати-
чне вiдхилення ⟨𝑢2⟩1/2 для 𝐷𝑢𝑆 = 𝐷𝑣𝑆 = 10−2

на початку руху вiдхиляється в двох напрямках,
в той час як середньоквадратичний нахил 𝑆𝑑𝑞6 до-
сить швидко припиняє опускатися нижче деякого
близького до стацiонарного значення. При пара-
метрах 𝐷𝑢𝑆 = 𝐷𝑣𝑆 = 10−1 залежностi ⟨𝑢2⟩1/2(𝑡) i
𝑆𝑑𝑞6(𝑡) якiсно збiгаються.

Рiзниця мiж трьома розглянутими випадками
залишається незмiнною: постiйна варiацiя параме-
тра порядку в часi, близький до стацiонарного ре-
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Рис. 6. Просторовий розподiл параметра порядку. Злiва направо рисунки вiдповiдають моментам часу 𝑡 = 10, 100 i 1000
вiдповiдно. Верхнi три рисунка вiдповiдають випадку 𝐷𝑢𝑆 = 𝐷𝑣𝑆 = 10−3, для нижнiх трьох рисункiв 𝐷𝑢𝑆 = 𝐷𝑣𝑆 = 10−2

жим i гомогенiзована система. У випадку повер-
хонь для повної їх характеристики необхiдно зна-
ти як середньоквадратичне вiдхилення, так i се-
редньоквадратичний нахил. Комбiнацiя цих двох
параметрiв практично повнiстю визначає власти-
востi поверхонь при їх взаємодiї. Наприклад, при
описi адгезiї шорстких поверхонь добуток ⟨𝑢2⟩1/2×
×𝑆𝑑𝑞6 зводиться до параметра Джонсона [25],
який визначає адгезiйну мiцнiсть контакту.

Отже, за результатами дослiдження можна зро-
бити висновок, що при спiввiдношеннi параме-
трiв 𝐷𝑢𝑆 = 𝐷𝑣𝑆 = 10−1 iнтерес може становити
тiльки дiлянка залежностi з перехiдним режимом
(𝑡 ∈ [0, 60]), iнша частина залежностi iнтересу не
становить, оскiльки з часом просторова структура
повнiстю гомогенiзується [16]. Два iнших випад-
ки спiввiдношень мiж коефiцiєнтами 𝐷 розгляне-
мо бiльш детально.

З рис. 6, де час 𝑡 збiльшується у напрямку злi-
ва направо (𝑡 = 10, 100 i 1000), видно, що у ви-
падку 𝐷𝑢𝑆 = 𝐷𝑣𝑆 = 10−2 формується стацiонарна
структура з двома областями, а саме з додатни-
ми i вiд’ємними значеннями 𝑢, а в iншому випад-
ку при 𝐷𝑢𝑆 = 𝐷𝑣𝑆 = 10−3 спостерiгається еволю-
цiя розподiлу параметра порядку. Областi з фiксо-
ваним знаком параметра порядку будемо називати
додатними або вiд’ємними доменами. Наприклад,
при описi намагнiченостi в межах одного такого
домену зберiгається орiєнтацiя вектора магнiтно-
го моменту. Дослiджувана система Лоренца може
використовуватися для опису еволюцiї намагнiче-
ностi зразка, але для цього спочатку необхiдно її

параметризувати належним чином. Наприклад, як
зовнiшнiй вплив (параметр 𝑆𝑒) може бути вибра-
на деформацiя, тодi модель буде описувати зале-
жнiсть намагнiченостi зразка вiд зовнiшньої меха-
нiчної дiї. Якщо як зовнiшнiй вплив вибрати магнi-
тне поле, то можна прослiдкувати еволюцiю кое-
фiцiєнта тензочутливостi [26]. Крiм того, подiбно-
го роду просторовi розподiли реалiзуються в бiо-
логiчних системах [27] i взагалi у багатьох дина-
мiчних процесах. Зазначимо, що подiбнi розподiли
можуть розраховуватися як безпосередньо розв’я-
занням еволюцiйних рiвнянь [27], так i застосува-
нням бiльш складних методiв, наприклад, методiв
молекулярної динамiки [28].

У деяких задачах абсолютне значення параме-
тра порядку не таке важливе, бо поведiнку систе-
ми визначає лише його знак. У таких випадках на-
багато простiше аналiзувати розподiли бiнарного
типу, в яких домени набувають значення 0 або 1.
Обробка таких бiнарних розподiлiв вимагає наба-
гато менше процесорного часу i пам’ятi для їх збе-
реження на жорсткий диск. Вiзуально рiзнi знаки
параметра порядку можна зобразити рiзним ко-
льором (рис. 7). Бiлим кольором зображенi дода-
тнi домени, а чорним – вiд’ємнi. Проведемо аналiз
бiнарних розподiлiв параметра порядку на осно-
вi зображень рис. 7. Нагадаємо, що в ходi моде-
лювання ми зберiгали просторовi розподiли з пев-
ною перiодичнiстю протягом усього часу моделю-
вання, на рис. 6 та рис. 7 наведено лише деякi з
них для вiдображення рiзних сценарiїв поведiнки
системи.
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Рис. 7. Просторовi розподiли параметра порядку, якi повнiстю вiдповiдають розподiлам,
наведеним на рис. 6. Бiлi областi – додатнє значення параметра порядку, чорнi – вiд’ємне
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Рис. 8. Нормована на розмiр системи загальна площа до-
датних доменiв 𝐴full(+) як функцiя часу 𝑡. Верхня панель
рисунка вiдповiдає випадку 𝐷𝑢𝑆 = 𝐷𝑣𝑆 = 10−3, для ни-
жньої панелi 𝐷𝑢𝑆 = 𝐷𝑣𝑆 = 10−2

На рис. 8 наведенi залежностi сумарної площi
додатних доменiв 𝐴full(+) вiд часу 𝑡, яка нормо-
вана на загальну площу системи. Площа вiд’єм-
них доменiв тут не вiдображена, оскiльки при не-
обхiдностi вона легко обчислюється як 𝐴full(−) =
= 1−𝐴full(+). З рис. 8 (верхня панель) випливає, що
на всьому часовому промiжку вiдбувається конку-
руюча взаємодiя мiж двома типами доменiв, i за-
гальна конфiгурацiя системи постiйно перебудову-

ється. При цьому спостерiгається деяка симетрiя,
оскiльки в процесi еволюцiї системи в середньо-
му значення повних площ обох типiв доменiв при-
близно рiвнi, що вiдповiдає еквiвалентному запов-
ненню простору обома типами доменiв. У початко-
вий момент часу 𝐴full(−) ≈ 𝐴full(+) ≈ 0,5, оскiльки
початковi умови, вiдповiдно до виразу (16), пред-
ставленi рiвноймовiрно обома знаками параметра
порядку 𝑢. На нижнiй панелi рис. 8 реалiзується
ситуацiя, коли площi доменiв змiнюються набага-
то повiльнiше, нiж у випадку 𝐷𝑢𝑆 = 𝐷𝑣𝑆 = 10−3

(верхня панель рис. 8) 2.
Проаналiзуємо, як залежить кiлькiсть доменiв

обох знакiв вiд часу. Данi залежностi наведенi на
рис. 9 в подвiйному логарифмiчному масштабi.
Для обох випадкiв спiльним є те, що на початково-
му етапi еволюцiї системи кiлькiсть доменiв обох
знакiв сильно зменшується за рахунок злиття дрi-
бних доменiв. Тiльки через доволi великий промi-
жок часу поведiнка у цих випадках починає зна-
чно рiзнитись. На верхнiй панелi рисунка протя-
гом всього часу моделювання вiдбувається постiй-

2 На рис. 8 на верхнiй i нижнiй панелях по осi ординат вiд-
кладено однаковий дiапазон значень, що становить 0,24,
аби вiзуально можна було порiвняти, наскiльки сильно
змiнюються площi одна вiдносно iншої.
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на змiна кiлькостi доменiв обох знакiв. На встав-
цi додатково показана змiна кiлькостi доменiв на
вiдрiзку часу 𝑡 ∈ [100, 1000] в лiнiйному масшта-
бi по обох осях. Мiж поведiнкою доменiв спосте-
рiгається певна кореляцiя – зi збiльшенням одно-
го типу доменiв збiльшується i кiлькiсть доменiв з
протилежним знаком, що цiлком логiчно, оскiльки
домени рiзного знаку один для одного є межами.
Щоб уникнути непорозумiнь варто вiдзначити ва-
жливу деталь. При аналiзi зображень (наприклад
рис. 7, правий нижнiй кут), ми не враховуємо пе-
рiодичнi граничнi умови. Тобто в цiй ситуацiї про-
грамою буде iдентифiкований один вiд’ємний i два
додатних домени. Таке нелогiчне на перший по-
гляд спiввiдношення мiж кiлькостями доменiв ре-
алiзується за рахунок обмеженостi системи. Таку
ж методику розрахунку ми використовували ранi-
ше в роботi [16].

На нижнiй панелi рис. 9 (𝐷𝑢𝑆 = 𝐷𝑣𝑆 = 10−2) си-
стема повiльно еволюцiонує до стану з одним вiд’-
ємним i двома додатними доменами (залежнiсть
в правому нижньому кутi рис. 7). При цьому тут
кiлькiсть доменiв з часом зменшується набагато
iнтенсивнiше. Якщо на верхнiй панелi рис. 9 для
часу 𝑡 = 1 доменiв обох знакiв приблизно по 70, то
на нижнiй панелi їх кiлькiсть для того самого ча-
су становить вже приблизно по 10 доменiв кожного
типу.

Графiки залежностi змiни середньої площi до-
менiв ⟨𝐴⟩ обох типiв наведенi на рис. 10. Якiсно
залежностi схожi на iнвертованi залежностi кiль-
костi доменiв 𝑁 вiд часу 𝑡 (рис. 9).

В обох ситуацiях (рис. 10 верхня i нижня пане-
лi) середня площа доменiв з часом зростає, що мо-
жна пояснити зменшенням їх кiлькостi. Цей про-
цес вiдбувається одночасно зi збiльшенням розмi-
рiв доменiв. При 𝐷𝑢𝑆 = 𝐷𝑣𝑆 = 10−2 (нижня па-
нель) площа доменiв до кiнця часу моделюван-
ня виходить на практично стацiонарний рiвень, а
при 𝐷𝑢𝑆 = 𝐷𝑣𝑆 = 10−3 стацiонарний режим не
встановлюється (це краще видно на вставцi). Се-
редня площа доменiв певного типу розраховува-
лась як вiдношення сумарної площi доменiв цього
типу до їх кiлькостi. Тобто фактично залежностi
представляють вiдношення загальної площi доме-
нiв 𝐴full (рис. 8) до їх кiлькостi 𝑁 (рис. 9). Рiзниця
полягає в тому, що на рис. 8 наведена нормована на
повний розмiр системи площа, а на рис. 10 показа-
но абсолютне значення площi, де загальна площа

Рис. 9. Залежнiсть вiд часу 𝑡 кiлькостi доменiв 𝑁 з дода-
тним (пунктирна лiнiя) i вiд’ємним (суцiльна лiнiя) значе-
ннями параметра порядку. Верхня панель: 𝐷𝑢𝑆 = 𝐷𝑣𝑆 =

= 10−3, нижня панель: 𝐷𝑢𝑆 = 𝐷𝑣𝑆 = 10−2

Рис. 10. Залежнiсть вiд часу 𝑡 середньої площi ⟨𝐴⟩ доменiв
з додатним (пунктирна лiнiя) i вiд’ємним (суцiльна лiнiя)
значеннями параметра порядку. Верхня панель – 𝐷𝑢𝑆 =

= 𝐷𝑣𝑆 = 10−3, нижня панель – 𝐷𝑢𝑆 = 𝐷𝑣𝑆 = 10−2

системи становить 256×256×𝐻2 = 6,5536 квадра-
тних одиниць, 𝐻 – параметр дискретизацiї, який
входить у рiвняння (12)–(14).

5. Аналiз фрактальних
властивостей розподiлiв
параметра порядку

Як було зазначено вище, досить потужними мето-
диками дослiдження поверхонь є мультифракталь-
ний флуктуацiйний аналiз i методи, заснованi на
аналiзi спектральної густини 𝐶(𝑞) [19–21]. На на-
шу думку, бiльш унiверсальною методикою є оста-
ння, оскiльки вона базується на безпосередньому
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аналiзi отриманої залежностi спектральної густи-
ни 𝐶(𝑞), яку можна розрахувати для будь-якої по-
верхнi. У той час як мультифрактальний флуктуа-
цiйний аналiз дозволяє аналiзувати лише поверхнi,
якi характеризуються фрактальними властивостя-
ми. Однак обидва пiдходи дають цiкавi результа-
ти саме для фрактальних об’єктiв. Iснує декiлька
означень функцiї 𝐶(𝑞), ми будемо використовува-
ти означення з роботи [21]:

𝐶(q) =
1

(2𝜋)
2

∫︁
d2𝑥⟨ℎ(x)ℎ(0)⟩e−𝑖qx, (22)

де ℎ – висота точок поверхнi, x – радiус-век-
тор (|x| ≡ 𝑥), q – хвильовий вектор. Для розра-
хунку залежностi 𝐶(q) зручно використати вбу-
довану у MATLAB функцiю двовимiрного фур’є-
перетворення 𝑌 = fft2(𝑋,𝑚, 𝑛). Якщо матриця 𝑋
має розмiр 𝑚 × 𝑛, то дана вбудована функцiя до-
зволяє ефективно i швидко знаходити суми

𝑌𝑝+1,𝑞+1 =

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑋𝑗+1,𝑘+1 e
−2𝜋𝑖(𝑗𝑝/𝑀+𝑘𝑞/𝑁). (23)

В результатi отримаємо двовимiрну матрицю зна-
чень комплексної змiнної 𝑌 , яка за розмiром спiв-
падає з матрицею 𝑋. Далi необхiдно розрахувати
матрицю 𝐻(𝑚,𝑛), значення якої дорiвнюють ква-
драту модуля |𝑌 (𝑚,𝑛)|2. Пiсля цього виконуємо
радiальне усереднення матрицi 𝐻(𝑚,𝑛) i отрима-
ємо одновимiрну функцiю 𝐻(𝑞), де хвильовий ве-
ктор розраховується за формулою

𝑞 =
2𝜋𝑗

min(𝑚,𝑛)Δ
, (24)

де min(𝑚,𝑛) – мiнiмальне значення серед 𝑚 i 𝑛;
Δ – горизонтальна вiдстань мiж сусiднiми точка-
ми у файлi даних зi значеннями висот; 𝑗 – цiле
число, що змiнюється вiд 1 до [min(𝑚,𝑛)/2 − 1].
При лiнiйному розмiрi системи 𝐿 (сторона ква-
драта) мiнiмальне i максимальне значення хви-
льового вектора 𝑞 задаються як 𝑞min = 2𝜋/𝐿
i 𝑞max = 𝜋min(𝑚,𝑛)/𝐿. Далi розраховуємо одно-
вимiрну функцiю 𝐶(𝑞) за формулою:

𝐶(𝑞) =
𝐻(𝑞)Δ2

(2𝜋)
2
min(𝑚,𝑛)2

. (25)

Наведена процедура розрахунку величини спе-
ктральної густини дозволяє знайти функцiю 𝐶(𝑞),

яка спiвпадає iз означенням (22). Функцiя 𝐶(𝑞) до-
зволяє аналiзувати шорсткi фрактальнi поверхнi,
якi часто утворюються у рiзноманiтних експери-
ментах (див., наприклад, [30–32]) за рахунок вну-
трiшнiх процесiв самоорганiзацiї. Якщо поверхням
притаманнi фрактальнi властивостi, для них за
формулою [21]:

𝐶(𝑞) = 𝐶0

(︂
𝑞

𝑞0

)︂−2(1+𝐻)

(26)

може бути розрахований класичний показних Хер-
ста 𝐻, iз яким пов’язана фрактальна розмiрнiсть
поверхнi 𝐷𝑓 = 3−𝐻.

У нашому випадку за зовнiшнiм виглядом рис. 6
логiчно припустити, що фрактальними властиво-
стями можуть володiти розподiли, наведенi на
верхнiй панелi рисунка, що були отриманi при па-
раметрах 𝐷𝑢𝑆 = 𝐷𝑣𝑆 = 10−3. Для цих поверхонь
були проведенi розрахунки 𝐶(𝑞), якi вказують на
те, що данi розподiли не мають фрактальних ха-
рактеристик. Однак у природi майже завжди у
рiзноманiтних процесах самоорганiзацiї утворюю-
ться саме фрактальнi об’єкти. Це свiдчить про те,
що наявнiсть процесу самоорганiзацiї (який без-
сумнiвно може бути поданий системою Лоренца)
не є достатньою умовою виникнення фрактальних
властивостей. Деякi автори стверджують, що ва-
жливу роль у формуваннi фрактальних властиво-
стей вiдiграють випадковi впливи [27,33], дiя яких
може бути описана при врахуваннi у рiвняннях
Лоренца стохастичних доданкiв, що ми плануємо
зробити у наступних роботах.

6. Висновки

У роботi було чисельно дослiджено систему Ло-
ренца при врахуваннi в кожному рiвняннi градiєн-
тних доданкiв, якi описують просторовий розподiл
основних параметрiв. Встановлено, що в залежно-
стi вiд ступеня впливу градiєнтних внескiв реалi-
зується три принципово рiзнi режими. У першому
випадку, як i в початковiй системi, здiйснюється
режим детермiнiстичного хаосу. При цьому про-
сторовий розподiл параметра порядку еволюцiонує
i не приходить з часом до якогось стацiонарного
розподiлу. У другому випадку з часом встановлю-
ється повiльно еволюцiонуючий близький до ста-
цiонарного стану розподiл параметра порядку, в
якому система подiляється приблизно на двi рiвнi
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частини з додатним i вiд’ємним значеннями пара-
метра порядку (проте таке пропорцiйне розподi-
лення здiйснюється за рахунок певних початкових
умов). I в останньому режимi вiдбувається швидка
гомогенiзацiя системи, при якiй параметр поряд-
ку приймає однаковi значення по всiй площi мо-
делювання, а система показує однорiдний режим,
який повторює класичний аттрактор Лоренца. В
подальшому ми плануємо провести дослiдження
системи Лоренца при наявностi флуктуацiй, якi
можуть привести до iстотної змiни характеру пове-
дiнки динамiчної системи, як наприклад, у моделi
зсувного плавлення [29].

Робота виконана в рамках держбюджетної те-
матики № 0117U003923 Мiнiстерства освiти i
науки України (2017–2020 рр.). Частково робо-
та пiдтримана Мiнiстерством освiти i науки
України у рамках гранту Президента України для
пiдтримки наукових дослiджень молодих учених
”Перехiдний режим мiж адгезiєю i ковзанням у
тангенцiальному динамiчному контактi для нор-
мальних i градiєнтних матерiалiв“ (конкурс ДФ-
ФД Ф82, номер держреєстрацiї 0119U103175).
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INFLUENCE OF SPATIAL
INHOMOGENEITY ON THE FORMATION OF CHAOTIC
MODES AT THE SELF-ORGANIZATION PROCESS

S u m m a r y

The Lorentz system of equations, in which gradient terms are

taken into account, has been solved numerically. Three fun-

damentally different modes of evolution are considered. In the

first mode, the spatial distribution of the order parameter per-

manently changes in time, and domains of two types with pos-

itive and negative order parameter values are formed. In the

second mode, the order parameter distribution is close to the

stationary one. Finally, in the third mode, the order parame-

ter is identical over the whole space. The dependences of the

average area of domains, their number, and their total area on

the time are calculated in the first two cases. In the third case,

the contribution of gradient terms completely vanishes, and a

classical Lorenz attractor is realized.
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