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Проаналiзовано реакцiю класичної (неквантової) спiнової частинки на кривину прос-
тору-часу згiдно з рiвняннями Матiсона–Папапетру. З точки зору спостерiгача, супу-
тнього до частинки у полi Шварцшильда, вона визначається гравiтомагнiтними ком-
понентами гравiтацiйного поля. Величини цих компонент суттєво залежать вiд ре-
лятивiстського фактора Лоренца, обчисленого за швидкiстю частинки вiдносно швар-
цшильдiвської маси. Як наслiдок, прискорення спiнової частинки вiдносно геодезичного
руху є пропорцiйним до квадрата фактора Лоренца. Водночас iнтенсивнiсть електро-
магнiтного випромiнювання зарядженої спiнової частинки пропорцiйна до четвертого
степеня цього фактора.
К люч о в i с л о в а: спiнова частинка, рiвняння Матiсона–Папапетру, поле Шварцшиль-
да, сильна спiн-гравiтацiйна взаємодiя.

1. Вступ

У загальнiй теорiї вiдносностi iснують два пiдходи
для опису поведiнки спiнової частинки в гравiта-
цiйному полi. Перший був започаткований В. Фо-
ком, Д. Iваненком i Г. Вейлем у 1929 р., коли зви-
чайне рiвняння Дiрака узагальнили на викривле-
ний простiр-час [1–3]. Другий, класичний (некван-
товий) пiдхiд запропонував М. Матiсон [4]. Зна-
чно пiзнiше було показано, що у певному сенсi
класичнi рiвняння випливають iз загальнореляти-
вiстського рiвняння Дiрака як його класичне на-
ближення [5, 6]. Пiсля Матiсона такi ж рiвняння
для макроскопiчного спiнового пробного тiла (ча-
стинки) вивiв А. Папапетру iншим методом [7]. То-
му тепер цi рiвняння вiдомомi як рiвняння Матi-
сона–Папапетру (МП).

У центрi уваги цiєї статтi є рiвняння МП як ва-
жливе джерело знань про реакцiю спiнової частин-
ки на кривину простору-часу, що проявляється у
властивостях руху частинки у полi Шварцшiльда.
У роздiлi 2 представлено рiвняння МП i деякi їхнi
наслiдки. Залежнiсть спiн-гравiтацiйної взаємодiї
вiд швидкостi частинки розглянуто у роздiлi 3.
Оцiнку iнтенсивностi електромагнiтного випромi-
нювання для зарядженої спiнової частинки подано
у роздiлi 4. Деякi числовi оцiнки для електронiв,
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протонiв i нейтрино наведено у роздiлi 5. Висновки
мiстить роздiл 6.

2. Рiвняння Матiсона–Папапетру

Початкова форма запису рiвнянь МП є такою [4]:

𝐷

𝑑𝑠

(︂
𝑚𝑢𝜆 + 𝑢𝜇

𝐷𝑆𝜆𝜇

𝑑𝑠

)︂
= −1

2
𝑢𝜋𝑆𝜌𝜎𝑅𝜆

𝜋𝜌𝜎, (1)

𝐷𝑆𝜇𝜈

𝑑𝑠
+ 𝑢𝜇𝑢𝜎

𝐷𝑆𝜈𝜎

𝑑𝑠
− 𝑢𝜈𝑢𝜎

𝐷𝑆𝜇𝜎

𝑑𝑠
= 0, (2)

𝑆𝜆𝜈𝑢𝜈 = 0, (3)

де 𝑢𝜆 ≡ 𝑑𝑥𝜆/𝑑𝑠 є вектором 4-швидкостi частинки,
𝑆𝜇𝜈 – антисиметричний тензор спiну, 𝑚 i 𝐷/𝑑𝑠 –
вiдповiдно маса i коварiянтна похiдна вздовж 𝑢𝜆.
Тут i надалi грецькi iндекси пробiгають значен-
ня 1, 2, 3, 4, а латинськi – 1, 2, 3; прийнято си-
ґнатуру метрики (–, –, –, +) i систему одиниць
𝑐 = 𝐺 = 1. Спiввiдношення (3) вiдiграє роль до-
повняльної умови для рiвнянь (1), (2) i її фiзи-
чний змiст полягає у виборi центра маси спiнової
частинки. Часто замiсть (3) використовують iнше
спiввiдношення

𝑆𝜆𝜈𝑃𝜈 = 0,

1 Ця робота базується на результатах, якi доповiдалися на
мiжнароднiй конференцiї “XI Bolyai–Gauss–Lobachevsky
(BGL-2019): Non–Euclidean, Noncommutative Geometry
and Quantum Physics.”
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де 𝑃𝜈 є 4-вектором iмпульсу. В лiнiйному за спiном
наближеннi 𝑃𝜈 пропорцiйний до 𝑢𝜈 .

Рiвняння (1)–(3) мають iнтеграл руху

𝑆2
0 =

1

2
𝑆𝜇𝜈𝑆

𝜇𝜈 , (4)

де |𝑆0| є абсолютною величиною спiну. Необхiдно
брати до уваги фiзичну умову

|𝑆0|
𝑚𝑟

≡ 𝜀 ≪ 1, (5)

де 𝑟 є характерною просторовою довжиною (зокре-
ма, в метрицi Шварцшильда 𝑟 є радiальною коор-
динатою) [11].

Важливо, що рiвняння МП можна застосову-
вати для дослiдження рухiв спiнової частинки з
довiльною швидкiстю вiдносно джерела гравiта-
цiйного поля (наприклад, вiдносно шварцшильдiв-
ської або керрiвської маси) аж до швидкостi свi-
тла, подiбно до того як рiвняння геодезичних лiнiй
використовуються для опису швидких безспiнових
частинок.

Першi ефекти спiн-гравiтацiйної взаємодiї, що
випливають iз рiвнянь МП у полi Шварцшильда,
розглянуто в [8]. Згiдно з результатами цiєї статтi
вплив спiну на траєкторiю частинки є надто ма-
лим для його практичної реєстрацiї. Аналогiчний
висновок сформульовано у вiдомiй монографiї [9].
Тим не менше, iнше припущення можна знайти
в [10]: “Простий акт надання чорнiй дiрi кутово-
го моменту привiв до неочiкуваного багатства мо-
жливих фiзичних явищ. Слушним є питання, чи не
може надання пробному тiлу внутрiшнього обер-
тання також привести до несподiванок”. Ця стаття
поряд з [11], де проаналiзовано спiн-спiнову i спiн-
орбiтальну взаємодiї, дали поштовх до реалiзацiї
програми повнiших дослiджень фiзичних ефектiв,
якi випливають з рiвнянь МП, без апрiорних обме-
жень на ступiнь впливу спiну частинки на її тра-
єкторiю. Однi з перших результатiв реалiзацiї цiєї
програми були представленi в [12]. Було показано,
що особливi ситуацiї з рухами спiнової частинки
виникають за умов, коли її швидкiсть стає близь-
кою до швидкостi свiтла [12–14].

У випадку, коли 𝑆𝜇𝜈 = 0, рiвняння (1)–(3) зво-
дяться до рiвнянь геодезичних лiнiй. У лiнiйному
за спiном наближеннi член у правiй частинi рiвня-
ння (1) визначає основний вклад спiну частинки у

вiдхилення її руху вiд геодезичного, тобто реакцiю
частинки на кривину простору-часу.

Доцiльно розглядати рiвняння МП у їх зобра-
женнi в термiнах локальних (тетрадних) величин,
якi вiдповiдають ситуацiї, коли спостерiгач рухає-
ться разом iз спiновою частинкою. У лiнiйному за
спiном наближеннi з рiвнянь МП випливає спiввiд-
ношення [14, 16]

𝛾(𝑖)(4)(4) = −
𝑆(1)

𝑚
𝑅(𝑖)(4)(2)(3), (6)

де 𝛾(𝑘)(1)(4) – коефiцiєнти обертання Рiччi, а пер-
ший локальний вектор (1) орiєнтований вздовж 3-
вектора спiну (це означає, що 𝑆(2) = 0, 𝑆(3) = 0).
Величина 𝛾(𝑖)(4)(4) є динамiчною характеристикою
системи вiдлiку, а саме її прискоренням. Тобто, згi-
дно з (6) маємо

𝑎(𝑖) = −
𝑆(1)

𝑚
𝑅(𝑖)(4)(2)(3), (7)

де 𝑎(𝑖) є 3-прискоренням, з яким спiнова частин-
ка вiдхиляється вiд геодезичного вiльного падiння
за оцiнкою супутнього спостерiгача. У наступному
роздiлi проаналiзуємо вираз (7) за рiзної швидко-
стi частинки вiдносно шварцшильдiвського джере-
ла гравiтацiйного поля.

3. Роль дуже високої
швидкостi частинки

Для розумiння важливостi ролi швидкостi спiно-
вої частинки у спiн-гравiтацiйнiї взаємодiї розгля-
немо вираз для гравiтомагнiтних компонени 𝐵

(𝑖)
(𝑘)

гравiтацiйного поля у конкретному випадку, коли
спiнова частинка рухається у гравiтацiйному полi
шварцшильдiвської маси; за означенням [15]

𝐵
(𝑖)
(𝑘) = −1

2
𝑅

(𝑖)(4)
(𝑚)(𝑛)𝜀

(𝑚)(𝑛)
(𝑘) (8)

(тут круглi дужки позначають локальнi тетраднi
компоненти вiдповiдних величин; 𝜀

(𝑚)(𝑛)
(𝑘) є сим-

волом Левi–Чiвiти). Використовуємо стандартнi
шварцшильдiвськi координати 𝑥1 = 𝑟, 𝑥2 = 𝜃,
𝑥3 = 𝜙, 𝑥4 = 𝑡, у яких ненульовi компоненти ме-
тричного тензора 𝑔𝜇𝜈 є такими:

𝑔11 = −
(︂
1− 2𝑀

𝑟

)︂−1

, 𝑔22 = −𝑟2,

𝑔33 = −𝑟2 sin2 𝜃, 𝑔44 = 1− 2𝑀

𝑟
,

(9)
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де 𝑀 – маса шварцшильдiвського джерела гравiта-
цiйного поля. Розглядаємо випадок, коли частинка
рухається в площинi 𝜃 = 𝜋/2 i її спiн (як i пер-
ша просторова локальна вiсь (1)) ортогональний
до цiєї площини. Другу просторову вiсь (2) зручно
орiєнтувати вздовж напрямку руху частинки. Тодi
маємо

𝐵
(1)
(2) = 𝐵

(2)
(1) =

3𝑀

𝑟3
𝑢‖𝑢⊥√︀
𝛾2 − 1

(︂
1− 2𝑀

𝑟

)︂−1/2

, (10)

𝐵
(1)
(3) = 𝐵

(3)
(1) =

3𝑀

𝑟3
𝑢2
⊥𝛾√︀

𝛾2 − 1
, (11)

де 𝛾 є релятивiстським фактором Лоренца рухо-
мої частинки за оцiнкою спостерiгача, який пере-
буває у станi спокою вiдносно джерела гравiтацiй-
ного поля. Величина 𝛾 визначається виразом

𝛾 =
1√

1− 𝑣2
, (12)

де 𝑣2 є квадратом 3-швидкостi частинки вiдно-
сно вказаного спостерiгача. У випадку дiагональ-
ної метрики згiдно iз загальним виразом для ком-
понент 3-вектора швидкостi 𝑣𝑖 маємо

𝑣𝑖 =
𝑑𝑥𝑖

√
𝑔44𝑑𝑡

. (13)

Тодi для 𝑣2 записуємо

𝑣2 = 𝑣𝑖𝑣
𝑖 = 𝛾𝑖𝑘𝑣

𝑖𝑣𝑘, (14)

де 𝛾𝑖𝑘 – метричний тензор 3-простору з таким спiв-
вiдношенням мiж 𝛾𝑖𝑘 i 𝑔𝜇𝜈 для дiагональної метри-
ки: 𝛾𝑖𝑘 = −𝑔𝑖𝑘. З (12)–(14) разом iз 𝑢𝜇𝑢

𝜇 = 1 ви-
пливає, що

𝛾 =
√︀
𝑢4𝑢4. (15)

Порiвняємо величини з (10) i (11) за малої i ве-
ликої швидкостi. Для малої швидкостi з 𝑢‖ = 𝛿1,
𝑢⊥ = 𝛿2, |𝛿1| ≪ 1, |𝛿2| ≪ 1 i 𝛾2 − 1 = Δ2 ≪ 1, де

Δ2 =

(︂
1− 2𝑀

𝑟

)︂−1

𝛿21 + 𝛿22 , (16)

iз (10) i (11) випливає, що

𝐵
(1)
(2) = 𝐵

(2)
(1) ≈

3𝑀

𝑟3
𝛿1𝛿2
Δ

(︂
1− 2𝑀

𝑟

)︂−1/2

, (17)

𝐵
(1)
(3) = 𝐵

(3)
(1) ≈

3𝑀

𝑟3
𝛿22
Δ

. (18)

Тобто, за малої швидкостi спiльний член 3𝑀/𝑟3 у
виразах для гравiтомагнiтних компонент (17), (18)
домножується на вiдповiднi малi множники:⃒⃒⃒⃒
𝛿1𝛿2
Δ

⃒⃒⃒⃒
≪ 1,

⃒⃒⃒⃒
𝛿22
Δ

⃒⃒⃒⃒
≪ 1.

В областi великих швидкостей, коли 𝛾2 ≫ 1 i як
𝑢2
‖ так i 𝑢2

⊥ є величинами порядку 𝛾2, iз (10), (11)
випливає, що

𝐵
(1)
(2) = 𝐵

(2)
(1) ∼

3𝑀

𝑟3

(︂
1− 2𝑀

𝑟

)︂−1/2

𝛾, (19)

𝐵
(1)
(3) = 𝐵

(3)
(1) ∼

3𝑀

𝑟3
𝛾2. (20)

Якщо ж лише 𝑢2
⊥ ≫ 1, а 𝑢2

‖ ≪ 𝑢2
⊥, величини з (19)

є пропорцiйними до 𝑢‖, а величини з (20) пропор-
цiйнi до 𝛾2. У випадку, коли 𝑢2

‖ ≫ 1 i 𝑢2
⊥ ≪ 𝑢2

‖,
величини з (19) i (20) пропорцiйнi вiдповiдно до
𝑢⊥ and 𝑢2

⊥.
Тепер ми враховуємо, що згiдно з (7), (8) саме

гравiтомагнiтнi компоненти (8) визначають вели-
чини компонент прискорення 𝑎(𝑖) iз (7) згiдно з ви-
разом

𝑎(𝑖) = −
𝑆(1)

𝑚
𝐵

(1)
(𝑖) . (21)

Тодi для абсолютної величини прискорення

|a| =
√︁
𝑎2(1) + 𝑎2(2) + 𝑎2(3)

внаслiдок (19)–(21) маємо

|a| = 3𝑀

𝑟2
|𝑆0|
𝑚𝑟

|𝑢⊥|
√︁
1 + 𝑢2

⊥, (22)

i вектор a орiєнтований вздовж радiального на-
прямку. Згiдно з (22) |a| не залежить вiд радiаль-
ної компоненти швидкостi частинки i суттєво за-
лежить вiд її тангенцiальної компоненти.

У випадку дуже швидких рухiв iз 𝑢2
⊥ ≫ 1 згiдно

з (22) маємо

|a| = 3𝑀

𝑟2
𝜀𝛾2, (23)

де 𝛾 – фактор Лоренца, обчислений за тангенцiаль-
ною швидкiстю 𝑢⊥, а 𝜀 визначено в (7). (Зазначи-
мо, що у дослiджуваному тут частковому випадку
руху частинки у шварцшильдiвському полi справ-
джується спiввiдношення |𝑆(1)| = |𝑆0|).
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Отже, згiдно з (23) абсолютна величина приско-
рення частинки стає значно бiльшою за дуже ве-
ликої швидкостi спiнової частинки, нiж за малої
швидкостi. Це означає, що малiсть величини 𝜀 з
(5) не завжди приводить до висновку щодо малостi
впливу спiну частинки на її прискорення за оцiн-
кою супутнього спостерiгача.

З (23) випливає кiлькiсний критерiй, який вка-
зує величину 𝛾, за якої реакцiя спiнової частин-
ки на кривину простору-часу є значною. Справдi,
якщо 𝛾 є величиною порядку 1/

√
𝜀, згiдно з (23)

величина |a| має порядок 𝑀/𝑟2, що дорiвнює вi-
домому значенню прискорення вiльного падiння в
ньютонiвськiй теорiї тяжiння.

Результати цього роздiлу описують спiн-гравi-
тацiйну взаємодiю у власнiй системi вiдлiку ча-
стинки. Водночас необхiдно вивчати вплив спiн-
гравiтацiйної взаємодiї на траєкторiї частинки,
особливо коли її швидкiсть є дуже високою. Рiзнi
випадки суттєво негеодезичних орбiт дуже швид-
кої спiнової частинки у полi Шварцшильда, якi
випливають iз рiвнянь МП, дослiджено в [16–21].
Зокрема, показано, що внаслiдок сильного впливу
високорелятивiстської спiн-гравiтацiйної взаємодiї
у полi Шварцшильда iснують коловi орбiти спiно-
вої частинки, якi значно вiдрiзняються вiд колових
орбiт безспiнової частинки у цьому полi. Для реа-
лiзацiї таких орбiт спiнова частинка мусить мати
високу швидкiсть, що вiдповiдає величинi 𝛾 поряд-
ку 1/

√
𝜀.

4. Про електромагнiтне випромiнювання
зарядженої спiнової частинки

Використаємо вираз (23) для оцiнки електромагнi-
тного випромiнювання спiнової частинки, що має
електричний заряд 𝑞. Справдi, згiдно з вiдомим
результатом класичної електродинамiки iнтенсив-
нiсть 𝐼 електромагнiтного випромiнювання в си-
стемi вiдлiку, в якiй швидкiсть зарядженої частин-
ки дорiвнює нулевi за ненульового прискорення 𝑤
визначається виразом

𝐼 =
2𝑞2𝑤2

3𝑐3
, (24)

де 𝑐 – швидкiсть свiтла. Пiдставляючи в (24) вираз
(23) як 𝑤 в системi одиниць, де 𝑐 = 1, отримуємо

𝐼 = 6𝑞2
𝑀2

𝑟4
𝜀2𝛾4. (25)

Спiввiдношення (25) показує, що завдяки множни-
ку 𝛾4 величина 𝐼 може бути значною для певних
значень тангенцiальної швидкостi навiть за малих
значень 𝜀 i далеко вiд шварцшильдiвського гори-
зонту (𝑟 ≫ 2𝑀).

5. Числовi оцiнки

Поряд iз малою величиною 𝜀 з (5), зручно врахо-
вувати величину 𝜀0, означену як

𝜀0 ≡ |𝑆0|
𝑚𝑀

.

На вiдмiну вiд 𝜀, величина 𝜀0 не залежить вiд ко-
ординати 𝑟. Легко перевiрити, що для електрона
у гравiтацiйному полi чорної дiри з масою у три
маси Сонця 𝜀0 дорiвнює 4 · 10−17. Тодi необхiдна
величина фактора Лоренца 𝛾 для реалiзацiї еле-
ктроном певних високорелятивiстських орбiт по-
близу чорної дiри має порядок 108. Таке значення
вiдповiдає енергiї вiльного руху електрона поряд-
ку 1014 еВ. Аналогiчно для протона в полi такої
чорної дiри вiдповiдне значення енергiї становить
1018 еВ. Для масивної чорної дiри цi значення є
бiльшими: наприклад, якщо 𝑀 дорiвнює 106 соня-
чних мас, вiдповiдна величина енергiї для електро-
на дорiвнює 1017 еВ, а для протона – 1021 еВ. Зви-
чайно, далеко вiд чорної дiри цi величини є бiль-
шими, оскiльки необхiдна величина 𝛾 пропорцiйна
до

√
𝑟.

Зазначимо, що для нейтрино поблизу чорної дi-
ри з масою у три маси Сонця необхiдна величина
𝛾 для рухiв по високорелятивiстських орбiтах вiд-
повiдає енергiї вiльного руху нейтрино, що стано-
вить 105 еВ. Якщо ж маса чорної дiри дорiвнює
106 сонячних мас, вiдповiдна величина становить
108 еВ.

6. Висновки

З рiвнянь МП випливає, що внаслiдок реакцiї спi-
нової частинки на кривину простору-часу її рух
вiдхиляється вiд руху безспiнової частинки. Це
вiдхилення є малим, коли швидкiсть спiнової ча-
стинки вiдносно шварцшильдiвської маси не є ду-
жу великою i стає значно бiльшим за швидкостi,
близької до швидкостi свiтла. Як наслiдок, високо-
релятивiстська електрично заряджена спiнова ча-
стинка може генеруавати iнтенсивне електрома-
гнiтне випромiнювання вiдповiдно до спiввiдно-
шення (25).
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Згiдно з числовими оцiнками, слiд очiкувати, що
сильна реакцiя ультрарелятивiстських електронiв
i протонiв на кривину простору-часу може прояви-
тися поблизу деяких чорних дiр, зокрема у специ-
фiцi генерованого ними електромагнiтного випро-
мiнювання.
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ON REACTION OF A SPINNING
PARTICLE ON THE SPACETIME CURVATURE

S u m m a r y

The reaction of a classical (nonquantum) spinning parti-

cle on the spacetime curvature according to the Mathisson–

Papapetrou equations is analyzed. From the point of view of

the observer comoving with the particle in Schwarzschild’s

field it is the reaction on the gravitomagnetic components of

the gravitational field. The values of these components signif-

icantly depend on the relativistic Lorentz factor calculated by

the particle velocity relative to the Schwarzschild mass. As a

result, the value of the spinning particle acceleration relative

to the geodesic motion is proportional to the second power

of the Lorentz factor. At the same time, the intensity of the

electromagnetic radiation of a charged spinning particle is pro-

portional to the fourth power of this factor. Some numerical

estimates are presented.
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