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ПРО ТОЧНIСТЬ РОЗРАХУНКУ
ПЕРЕНЕСЕННЯ ПОХИБОК ЗА АНАЛIТИЧНИМИ
ФОРМУЛАМИ ДЛЯ ОБЕРНЕНОГО ПЕРЕТВОРЕННЯУДК 519.2, 53.08

Оцiнено точнiсть розрахунку перенесення похибок при перетвореннi 𝑥 → 𝑦 = 𝑓(𝑥) при
нормальному розподiлi випадкової величини 𝑥 на основi формул для перенесення похибок,
отриманих для оберненого перетворення 𝑦 → 𝑥 з розподiленою за нормальним законом
випадковою величиною 𝑦. Показано, що у загальному випадку точнiсть розрахунку се-
реднього значення i дисперсiї випадкової величини 𝑦 має перший порядок за дисперсiєю
випадкової величини 𝑥.
К люч о в i с л о в а: перенесення похибки, дисперсiя, середнє значенння, нормальний роз-
подiл.

1. Вступ

При опрацьовуваннi результатiв фiзичного експе-
рименту часто виникає необхiднiсть обчислення
точностi отриманих результатiв за вiдомою точнi-
стю вимiрюваних величин. Наприклад, у ренге-
ноструктурному аналiзi вимiрянi кути дифракцiї
ренгенiвських променiв використовують для об-
числення постiйної кристалiчної ґратки. Форму-
ли для обчислення точностi розрахованих вели-
чин добре вiдомi i бездоганно працюють, якщо по-
хибка (саредньоквадратичне вiдхилення 𝜎𝑥) вимi-
рюваної величини 𝑥 настiльки мала, що у межах
цiєї похибки залежнiсть результату 𝑦 = 𝑓(𝑥) вiд
вимiрюваної величини можна ввважати лiнiйною
[1]. В той самий час не виключена можливiсть до-
сить великої дисперсiї величини, що вимiрюється.
Це може помiтно змiнити оцiнку похибки величи-
ни 𝑦, яка обчислюється на основi експерименталь-
них даних. Очевидно, у випадку функцiї розподi-
лу 𝐹 (𝑥) величини 𝑥, для якої аналiтично обчислю-
ються iнтеграли

∫︀∞
−∞ 𝑥𝑛𝐹 (𝑥)𝑑𝑥,

∫︀∞
−∞ 𝑓(𝑥)𝑛𝐹 (𝑥)𝑑𝑥

(𝑛 = 1, 2), середнє значення (математичне сподi-
вання) та дисперсiя величини 𝑦 виражаються че-
рез характеристики розподiлу 𝐹 (𝑥), а, отже, мо-
жна в принципi виразити математичне сподiван-
ня 𝑦 i дисперсiю 𝜎2

𝑦 величини 𝑦 через математи-
чне сподiвання �̄� i дисперсiю 𝜎2

𝑥 величини 𝑥. Такi
обчислення проведенi, наприклад, для 𝑦 = cos𝑥
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[2], 𝑦 = 𝑥2 [3] у випадку нормального розподiлу
𝑥 i для 𝑦 =

√
𝑥 [4] у випадку стандартного (з ну-

льовим математичним сподiванням) нормального
розподiлу 𝑥. Якщо ж вказанi iнтеграли не можна
обчислити аналiтично, а iнтеграли

∫︀∞
−∞ 𝑦𝑛𝐺(𝑦)𝑑𝑦,∫︀∞

−∞ 𝑔(𝑦)𝑛𝐺(𝑦)𝑑𝑦 (𝑛 = 1, 2) можна, де 𝑔(𝑦) = 𝑥 –
обернена до 𝑓(𝑥) функцiя, а 𝐺(𝑦) – функцiя розпо-
дiлу 𝑦, ми знову отримаємо спiввiдношення, якi по-
в’язують �̄�, 𝜎2

𝑥 з 𝑦, 𝜎2
𝑦 [2, 3]. Це було зроблено у ро-

ботах [2] для 𝑦 = arccos(𝑥) та [3] для 𝑦 =
√
𝑥 (обер-

ненi перетворення мають вигляд 𝑥 = cos 𝑦, 𝑥 = 𝑦2).
Слiд зазначити, що для нелiнiйної функцiї 𝑓(𝑥) (i,
вiдповiдно, 𝑔(𝑦)) вигляд функцiї розподiлу випад-
кової величини 𝑦 вiдрiзняється вiд вигляду розпо-
дiлу випадкової величини 𝑥. Наприклад, якщо ви-
падкова величина 𝑥 була розподiлена за нормаль-
ним законом, то розподiл випадкової величини 𝑦
нормальним вже не буде. В той самий час у робо-
тах [2, 3] пропонується використовувати формули,
отриманi при оберненому перетвореннi 𝑦 → 𝑥 за
припущення про нормальний розподiл 𝑦, для роз-
рахунку 𝑦 i 𝜎2

𝑦 при перетвореннi 𝑥 → 𝑦 = 𝑓(𝑥) нор-
мально розподiленої величини 𝑥, iгноруючи той
факт, що при перетвореннi 𝑦 → 𝑥 розподiл 𝑥 не
нормальний. На жаль, похибка, що виникає при
пiдмiнi не нормального розподiлу 𝑥 нормальним у
роботах [2, 3] не обговорюється. Оскiльки iдея за-
пропонованого в цитованих роботах методу в цiло-
му нам видається цiкавою, варто оцiнити похибку
такого методу розрахунку.
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Робота побудована так: у наступному роздiлi
описана схема розрахунку точностi статистичних
характеристик розподiлу величини 𝑦 = 𝑓(𝑥), сам
розрахунок викладено у роздiлi 3, у четвертому
роздiлi наведено приклад розрахунку для 𝑓(𝑥) =
=

√
𝑥 та його порiвняння з чисельним розра-

хунком, в кiнцi роботи сформульовано короткий
висновок.

2. Схема розрахунку

Оцiнювати точнiсть розрахунку статистичних ха-
рактеристик 𝑦 = 𝑓(𝑥) за аналiтичними форму-
лами, отриманими для оберненого перетворення
𝑥 = 𝑔(𝑦), будемо таким чином.

1. Уважаємо, що випадкова величина 𝑥 характе-
ризується нормальним розподiлом iз середнiм зна-
ченням �̄� та дисперсiєю 𝜎2

𝑥. Змiнна 𝑦 пов’язана з 𝑥
спiввiдношенням 𝑦 = 𝑓(𝑥), яке можна записати у
виглядi ряду Тейлора.

2. Розраховуємо середнє значення 𝑦 та дисперсiю
𝜎2
𝑦 величини 𝑦.
3. Уважаємо, що випадкова величина 𝑦 характе-

ризується нормальним розподiлом iз середнiм зна-
ченням 𝑦𝑎 та дисперсiєю 𝜎2

𝑦𝑎
. Величина 𝑥 пов’язана

з 𝑦 спiввiдношенням 𝑥 = 𝑔(𝑦), яке можна записати
у виглядi ряду Тейлора.

4. Розраховуємо середнє значення 𝑥𝑎 та диспер-
сiю 𝜎2

𝑥𝑎
величини 𝑥. Очевидно, розподiл 𝑥 не буде

нормальним.
5. Ототожнюємо величини 𝑥𝑎 та 𝜎2

𝑥𝑎
, якi хара-

ктеризують не нормальний розподiл величини 𝑥
для перетворення 𝑦 → 𝑥 = 𝑔(𝑦) нормально розпо-
дiленої величини 𝑦, з �̄� та 𝜎2

𝑥 (саме це ототожнення,
яке є основою робiт [2, 3], призводить до обмежен-
ня точностi наведених в [2, 3] формул).

6. Порiвнюємо 𝑦 з 𝑦𝑎 та 𝜎2
𝑦 з 𝜎2

𝑦𝑎
. Вiдмiннiсть цих

величин i дасть похибку запропонованого в [2, 3]
методу розрахунку математичного сподiвання та
дисперсiї при перетвореннi 𝑥 → 𝑦 = 𝑓(𝑥) з викори-
станням аналiтичних формул для цих величин при
оберненому перетвореннi 𝑦 → 𝑥 = 𝑔(𝑦) нормально
розподiленої величини 𝑦.

3. Точнiсть перенесення
похибок 𝑥 → 𝑦 = 𝑓(𝑥) на основi
результатiв для 𝑦 → 𝑥

Нехай випадкова величина 𝑥 характеризується
функцiєю нормального розподiлу iз середнiм зна-

ченням �̄� та дисперсiєю 𝜎2
𝑥 (𝜎𝑥 – середньоквадра-

тичне вiдхилення):

𝐹 (𝑥) =
1

𝜎𝑥

√
2𝜋

exp

[︂
− (𝑥− �̄�)2

2𝜎2
𝑥

]︂
. (1)

Для цiєї функцiї розподiлу у випадку цiлого 𝑛
справедливi спiввiдношення
∞∫︁

−∞

(𝑥− �̄�)2𝑛+1𝐹 (𝑥) 𝑑𝑥 = 0, (2)

∞∫︁
−∞

(𝑥− �̄�)2𝑛𝐹 (𝑥) 𝑑𝑥 = (2𝑛− 1)!!𝜎2𝑛
𝑥 (𝑛 ≥ 1), (3)

∞∫︁
−∞

𝐹 (𝑥) 𝑑𝑥 = 1. (4)

Змiнна 𝑦 пов’язана з 𝑥 спiввiдношенням 𝑦 =
= 𝑓(𝑥), яке також можна записати у виглядi ря-
ду Тейлора:

𝑓(𝑥) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛(𝑥− �̄�)𝑛, (5)

де

𝑎𝑛 =
1

𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝑓(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑥=�̄�

. (6)

3.1. Середнє значення
та дисперсiя при перетвореннi 𝑦 = 𝑓(𝑥)

Беручи до уваги формули (2) i (3), знаходимо се-
реднє значення 𝑦 функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥) при розподiлi
випадкової величини 𝑥 за законом (1):

𝑦 =

∞∫︁
−∞

𝑓(𝑥)𝐹 (𝑥) 𝑑𝑥 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛

∞∫︁
−∞

(𝑥− �̄�)𝑛𝐹 (𝑥) 𝑑𝑥 =

= 𝑎0 +

∞∑︁
𝑛=1

𝑎2𝑛(2𝑛− 1)!!𝜎2𝑛
𝑥 . (7)

З точнiстю до четвертого порядку по 𝜎𝑥 маємо

𝑦 = 𝑎0 + 𝑎2𝜎
2
𝑥 + 3𝑎4𝜎

4
𝑥. (8)

Обчислимо тепер дисперсiю 𝑦 (середнiй квадрат
вiдхилення вiд середнього значення):

𝜎2
𝑦 =

∞∫︁
−∞

(𝑦 − 𝑦)2𝐹 (𝑥) 𝑑𝑥 =

∞∫︁
−∞

𝑦2𝐹 (𝑥) 𝑑𝑥− 𝑦2. (9)
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Середнє значення 𝑦2

𝑦2 =

∞∫︁
−∞

𝑦2𝐹 (𝑥) 𝑑𝑥 (10)

можна також записати у виглядi

𝑦2 =

∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑚=0

𝑎𝑛𝑎𝑚

∞∫︁
−∞

(𝑥− �̄�)𝑛+𝑚𝐹 (𝑥) 𝑑𝑥 (11)

або

𝑦2 =

∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑚=𝑛

𝑎𝑛𝑎𝑚−𝑛

∞∫︁
−∞

(𝑥− �̄�)𝑚𝐹 (𝑥) 𝑑𝑥. (12)

Беручи до уваги формули (2) i (3), останню рiв-
нiсть можна також подати як

𝑦2 =

∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑚=[𝑛+1

2 ]

𝑎𝑛𝑎2𝑚−𝑛

∞∫︁
−∞

(𝑥− �̄�)2𝑚𝐹 (𝑥) 𝑑𝑥. (13)

Тут квадратнi дужки означають видiлення цiлої
частини числа. Останнiй вираз можна записати у
виглядi

𝑦2 = 𝑎0𝑎0 +

∞∑︁
𝑚=1

𝑎0𝑎2𝑚

∞∫︁
−∞

(𝑥− �̄�)2𝑚𝐹 (𝑥) 𝑑𝑥+

+

∞∑︁
𝑛=1

∞∑︁
𝑚=[𝑛+1

2 ]

𝑎𝑛𝑎2𝑚−𝑛

∞∫︁
−∞

(𝑥− �̄�)2𝑚𝐹 (𝑥) 𝑑𝑥. (14)

Звiдси та з (3) випливає

𝑦2 = 𝑎0𝑎0 +

∞∑︁
𝑚=1

𝑎0𝑎2𝑚(2𝑚− 1)!!𝜎2𝑚
𝑥 +

+

∞∑︁
𝑛=1

∞∑︁
𝑚=[𝑛+1

2 ]

𝑎𝑛𝑎2𝑚−𝑛(2𝑚− 1)!!𝜎2𝑚
𝑥 . (15)

З точнiстю до 𝜎4
𝑥 останнiй вираз має вигляд:

𝑦2 = 𝑎0𝑎0+(2𝑎0𝑎2+𝑎21)𝜎
2
𝑥+3(2𝑎0𝑎4+2𝑎1𝑎3+𝑎22)𝜎

4
𝑥.

(16)

Беручи до уваги (8), (9) i (16), маємо
𝜎2
𝑦 = 𝑎21𝜎

2
𝑥 + 2(𝑎22 + 3𝑎1𝑎3)𝜎

4
𝑥. (17)

Отриманi вирази для 𝑦 (8) та 𝜎2
𝑦 (17) повнiстю збi-

гаються з отриманими для 𝑓(𝑥) = 𝑥2 (𝑎0 = �̄�2,
𝑎1 = 2�̄�, 𝑎2 = 1, 𝑎3 = 𝑎4 = 0) у роботi [3] i
збiгаються з точнiстю до 𝜎4

𝑥 з отриманими для
𝑓(𝑥) = cos𝑥 (𝑎0 = cos �̄�, 𝑎1 = − sin �̄�, 𝑎2 = − 1

2 cos �̄�,
𝑎3 = 1

6 sin �̄�, 𝑎4 = 1
24 cos �̄�) у роботi [2].

3.2. Середнє значення
та дисперсiя при перетвореннi 𝑥 = 𝑔(𝑦)

Розглянемо тепер обернену до 𝑦 = 𝑓(𝑥) функцiю
𝑥 = 𝑔(𝑦). Вважаємо, що випадкова величина 𝑦 роз-
подiлена за нормальним законом

𝐺(𝑦) =
1

𝜎𝑦𝑎

√
2𝜋

exp

[︂
− (𝑦 − 𝑦𝑎)

2

2𝜎2
𝑦𝑎

]︂
(18)

iз середнiм значенням 𝑦𝑎 та дисперсiєю 𝜎2
𝑦𝑎

(𝜎𝑦𝑎
–

середньоквадратичне вiдхилення). Нехай розклад
функцiї 𝑔(𝑦) в ряд Тейлора має вигляд

𝑔(𝑦) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑏𝑛(𝑦 − 𝑦0)
𝑛, (19)

де

𝑏𝑛 =
1

𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝑦𝑛
𝑔(𝑦)

⃒⃒⃒
𝑦=𝑦0

, 𝑦0 = 𝑓(�̄�) = 𝑎0. (20)

Далi обчислюємо середнє значення 𝑥𝑎 та диспер-
сiю 𝜎2

𝑥𝑎
значень функцiї 𝑥 = 𝑔(𝑦). Звернемо увагу

на те, що точка 𝑦0, поблизу якої записано розви-
нення функцiї 𝑔(𝑦) в ряд Тейлора (19), у загально-
му випадку не збiгається з максимумом розподiлу
𝐺(𝑦), який досягається при 𝑦 = 𝑦𝑎. У зв’язку з цим
зручно 𝑔(𝑦) записати у виглядi

𝑔(𝑦) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑏𝑛(𝑦 − 𝑦𝑎 + 𝛿)𝑛, (21)

де 𝛿 = 𝑦𝑎 − 𝑦0, i користуватися при обчисленнi 𝑥𝑎

та 𝜎2
𝑥𝑎

iнтегралами
∞∫︁

−∞

(𝑦 − 𝑦𝑎)
2𝑛+1𝐺(𝑦) 𝑑𝑦 = 0, (22)

∞∫︁
−∞

(𝑦 − 𝑦𝑎)
2𝑛𝐺(𝑦) 𝑑𝑦 = (2𝑛− 1)!!𝜎2𝑛

𝑦𝑎
(𝑛 ≥ 1), (23)

∞∫︁
−∞

𝐺(𝑦) 𝑑𝑦 = 1. (24)

З точнiстю до четвертого порядку за 𝜎𝑦𝑎
маємо

𝑥𝑎 =

∞∫︁
−∞

𝐺(𝑦)𝑔(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑏0 + 𝑏1𝛿+

+ 𝑏2(𝛿
2 + 𝜎2

𝑦𝑎
) + 𝑏3(𝛿

3 + 3𝛿𝜎2
𝑦𝑎
)+

+ 𝑏4(𝛿
4 + 6𝛿2𝜎2

𝑦𝑎
+ 3𝜎4

𝑦𝑎
). (25)
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Дисперсiю 𝜎2
𝑥𝑎

розраховуємо за формулою:

𝜎2
𝑥𝑎

= 𝑥2
𝑎 − 𝑥𝑎

2, (26)

де

𝑥2
𝑎 =

∞∫︁
−∞

𝐺(𝑦)𝑔(𝑦)2𝑑𝑦. (27)

З точнiстю до четвертого порядку за 𝜎𝑦𝑎 маємо,
вважаючи 𝛿 того ж порядку малостi,

𝜎2
𝑥𝑎

= 𝑏21𝜎
2
𝑦𝑎

+ 4𝑏1𝑏2𝛿𝜎
2
𝑦𝑎

+ 2𝜎4
𝑦𝑎
(3𝑏1𝑏3 + 𝑏22)+

+2𝜎2
𝑦𝑎
𝛿2(3𝑏1𝑏3 + 2𝑏22). (28)

3.3. Зв’язок коефiцiєнтiв у рядах
Тейлора для функцiй 𝑦 = 𝑓(𝑥) i 𝑥 = 𝑔(𝑦)

Для подальших обчислень слiд знайти зв’язок су-
купностi коефiцiєнтiв 𝑏𝑛 (𝑛 = 1, 2, 3, 4) iз сукупнi-
стю коефiцiєнтiв 𝑎𝑛 (𝑛 = 1, 2, 3, 4), якi визначаю-
ться рiвнянням (6) через похiднi функцiї 𝑓(𝑥). Цей
зв’язок знаходимо з тотожностi

𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑥, (29)

яка, переписана через ряди Тейлора для функцiй
𝑓(𝑥) i 𝑔(𝑥), набуває вигляду:
∞∑︁

𝑛=0

𝑏𝑛

(︃ ∞∑︁
𝑚=0

𝑎𝑚(𝑥− �̄�)𝑚 − 𝑎0

)︃𝑛
= 𝑥. (30)

Прирiвнюючи члени при однакових ступенях 𝑥 у
правiй i лiвiй частинi рiвняння (30), можна знайти
рiвняння, що визначають сукупнiсть коефiцiєнтiв
𝑏𝑛 через вiдому сукупнiсть коефiцiєнтiв 𝑎𝑛. Для
обчислень зручно ввести 𝜉 = 𝑥 − �̄� i прирiвнюва-
ти до нуля суму членiв при кожному ступенi 𝜉 у
правiй i лiвiй частинi рiвняння
∞∑︁

𝑛=0

𝑏𝑛

(︃ ∞∑︁
𝑚=1

𝑎𝑚𝜉𝑚

)︃𝑛
= �̄�+ 𝜉. (31)

Першi п’ять рiвнянь мають вигляд:

𝑏0 = �̄�, (32)

𝑏1𝑎1 = 1, (33)

𝑎21𝑏2 + 𝑎2𝑏1 = 0, (34)

𝑎31𝑏3 + 2𝑎1𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏1 = 0, (35)

𝑎41𝑏4 + 3𝑎21𝑎2𝑏3 + 2𝑎1𝑎3𝑏2 + 𝑎22𝑏2 + 𝑎4𝑏1 = 0. (36)

Вони дають:

𝑏0 = �̄�, (37)

𝑏1 =
1

𝑎1
, (38)

𝑏2 = −𝑎2
𝑎31

, (39)

𝑏3 =
−𝑎1𝑎3 + 2𝑎22

𝑎51
, (40)

𝑏4 =
−𝑎21𝑎4 + 5𝑎1𝑎2𝑎3 − 5𝑎32

𝑎71
. (41)

3.4. Похибки в обчисленнi
середнього значення та дисперсiї
у запропонованому в [2, 3] методi

Для розрахунку похибок обчислення 𝑦 i 𝜎𝑦 отото-
жнимо величини �̄�𝑎 та 𝜎𝑥𝑎

, якi характеризують не
нормальний розподiл величини 𝑥 для перетворен-
ня 𝑦 → 𝑥 = 𝑔(𝑦) нормально розподiленої величини
𝑦, з �̄� та 𝜎𝑥. Як зазначалося вище, саме це ото-
тожнення, яке є основою робiт [2, 3], призводить
до обмеження точностi наведених в [2, 3] формул.
Далi порiвняємо 𝑦 з 𝑦𝑎 i 𝜎2

𝑦 з 𝜎2
𝑦𝑎

. Рiзницi значень
цих величин i дадуть похибку запропонованого в
[2, 3] методу розрахунку математичного сподiва-
ння та дисперсiї випадкової величини 𝑦 = 𝑓(𝑥).
Обчислення проводимо з точнiстю до четвертого
порядку за 𝜎𝑥.

Розв’язок рiвнянь

𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝛿 + 𝑏2(𝛿
2 + 𝜎2

𝑦𝑎
) + 𝑏3(𝛿

3 + 3𝛿𝜎2
𝑦𝑎
)+

+ 𝑏4(𝛿
4 + 6𝛿2𝜎2

𝑦𝑎
+ 3𝜎4

𝑦𝑎
), (42)

𝜎2
𝑥 = 𝑏21𝜎

2
𝑦𝑎

+ 4𝑏1𝑏2𝛿𝜎
2
𝑦𝑎

+ 2𝜎4
𝑦𝑎
(3𝑏1𝑏3 + 𝑏22)+

+2𝜎2
𝑦𝑎
𝛿2(3𝑏1𝑏3 + 2𝑏22) (43)

для 𝛿 i 𝜎𝑦𝑎 шукаємо у виглядi

𝛿 = 𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 + 𝑑4, (44)

𝜎2
𝑦𝑎

= 𝑠2 + 𝑠4, (45)

де вважаємо величини 𝑑𝑛 i 𝑠𝑛 порядку 𝜎𝑛
𝑥 . Пiд-

ставляючи (44), (45) в (42) i (43) та прирiвнюючи
коефiцiєнти при членах з однаковим порядком ма-
лостi у правiй i лiвiй частинi рiвнянь, маємо, беру-
чи до уваги рiвняння (37)–(41):

𝑑1 = 0, (46)
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Про точнiсть розрахунку перенесення похибок за аналiтичними формулами

𝑑2 = 𝑎2𝜎
2
𝑥, (47)

𝑑3 = 0, (48)

𝑑4 = 3𝑎4𝜎
4
𝑥 − 6

𝑎2𝑎3
𝑎1

𝜎4
𝑥, (49)

𝑠2 = 𝑎21𝜎
2
𝑥, (50)

𝑠4 = 6𝑎1𝑎3𝜎
4
𝑥 − 10𝑎22𝜎

4
𝑥, (51)

що дає
𝑦𝑎 = 𝑎0 + 𝑎2𝜎

2
𝑥 + 3𝑎4𝜎

4
𝑥 − 6

𝑎2𝑎3
𝑎1

𝜎4
𝑥, (52)

𝜎2
𝑦𝑎

= 𝑎21𝜎
2
𝑥 + 6𝑎1𝑎3𝜎

4
𝑥 − 10𝑎22𝜎

4
𝑥. (53)

Порiвнюючи (52) i (53) з (8) i (17), бачимо, що по-
хибки середнього значення i дисперсiї випадкової
змiнної 𝑦, пов’язаної з нормально розподiленою ви-
падковою змiнною 𝑥 спiввiдношенням 𝑦 = 𝑓(𝑥),
обчислених запропонованим в [2, 3] методом, ста-
новлять вiдповiдно

𝑦𝑎 − 𝑦 = −6
𝑎2𝑎3
𝑎1

𝜎4
𝑥, (54)

𝜎2
𝑦𝑎

− 𝜎2
𝑦 = −12𝑎22𝜎

4
𝑥. (55)

4. Обговорення результатiв

Для iлюстрацiї отриманих результатiв порiвняємо
середнє значення i дисперсiю випадкової величини
𝑦 = 𝑓(𝑥) =

√
𝑥, отриманих рiзними способами:

1) чисельним iнтегруванням виразiв (7) i (9);
2) за формулами роботи [3];
3) за отриманими нами формулами (8) i (17);
4) за отриманими нами формулами (52) i (53).
Крiм того, наведемо розраховану нами оцiнку

точностi запропонованого в [2, 3] методу переносу
похибок за формулами (54) i (55).

Для обчислення 𝑦, 𝑦𝑎, 𝜎2
𝑦, 𝜎2

𝑦𝑎
треба знати коефi-

цiєнти розкладу функцiї 𝑓(𝑥) =
√
𝑥 в ряд Тейлора

поблизу середнього значення �̄� випадкової величи-
ни 𝑥. Користуючись (6), маємо

𝑎0 =
√
�̄�, (56)

𝑎1 =
1

2
√
�̄�
, (57)

𝑎2 = − 1

8�̄�
√
�̄�
, (58)

𝑎3 =
1

16�̄�2
√
�̄�
, (59)

𝑎4 = − 5

128�̄�3
√
�̄�
. (60)

Наведемо також формули для середнього значен-
ня i дисперсiї, отриманi у роботi [3]:

𝑦Rode =
4

√︂
�̄�2 − 1

2
𝜎2
𝑥, (61)

𝜎2
𝑦Rode

= �̄�−
√︂

�̄�2 − 1

2
𝜎2
𝑥. (62)

Порiвнювати результати розрахункiв за наве-
деними вище формулами будемо з 𝑦Numerical i
𝜎2
𝑦Numerical

, отриманими при чисельному iнтегру-
ваннi виразiв (7) i (9) з точнiстю 10−10, вважаючи
𝑓(𝑥) =

√︀
|𝑥|. Далi на цi результати чисельного iн-

тегрування будемо посилатися як на “точнi” зна-
чення. Похибку визначаємо як рiзницю мiж вели-
чиною, що обчислюється, i вiдповiдним їй резуль-
татом чисельного iнтегрування.

В таблицi наведено результати обчислення се-
реднього значення i дисперсiї пiсля перетворення
𝑦 =

√
𝑥 для розподiленої згiдно з (1) випадкової

величини з �̄� = 25, 𝜎𝑥 = 5. Як i слiд було очiку-
вати, найближче до точних значень лежать 𝑦 i 𝜎2

𝑦.
Похибки обчислення 𝑦Rode i 𝑦𝑎 приблизно однако-
вi, так само, як i похибки обчислення 𝜎2

𝑦Rode
i 𝜎2

𝑦𝑎
.

Це означає, що вирази для 𝑦𝑎 (52) i 𝜎2
𝑦𝑎

(53) добре
описують залежностi (61) i (62), отриманi у роботi
[3]. Їх рiзницi за вказаних параметрiв становлять
𝑦Rode−𝑦𝑎 = −2,2·10−6, 𝜎2

𝑦Rode
−𝜎2

𝑦𝑎
= 1,3·10−5. З на-

ведених у таблицi даних також випливає, що пiдмi-
на нормального розподiлу на не нормальний, для
якого справедливi формули (52), (53) i (61), (62),
зроблена в роботах [2, 3], вносить похибки 𝑦𝑎− 𝑦 =
= 7,5 · 10−4 i 𝜎2

𝑦𝑎
− 𝜎2

𝑦 = −7,5 · 10−3.
Зазначимо, що iлюстративний приклад, наведе-

ний в [3] як додатковий аргумент на пiдтримку за-
пропонованого в [2,3] методу розрахунку переносу

Результати обчислення середнього значення
i дисперсiї величини 𝑦 =

√
𝑥 для �̄� = 25, 𝜎𝑥 = 5

Величина Значення Похибка

𝑦Rode 4,9748103 8,7 · 10−4

𝑦 4,9740625 1,2 · 10−4

𝑦𝑎 4,9748125 8,7 · 10−4

𝜎2
𝑦Numerical

0,2599280 0

𝜎2
𝑦Rode

0,2512627 −8,7 · 10−3

𝜎2
𝑦 0,2587500 −1,2 · 10−3

𝜎2
𝑦𝑎

0,2512500 −8,7 · 10−3
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похибок на основi обернених функцiй, для яких
iнтеграли в (7), (9) обчислюються аналiтично, ви-
глядає переконливо. Причина дуже проста – ви-
користанi при розрахунку параметри �̄� = 40,45,
𝜎𝑥 = 0,89 вiдповiдають досить малому вiдношен-
ню 𝜎𝑥/�̄� = 2,2 · 10−2. У цьому разi можна чекати,
що одного — двох членiв розкладу 𝑓(𝑥) =

√
𝑥 в

ряд Тейлора буде цiлком достатньо для досить то-
чного обчислення середнього значення i дисперсiї.
Проведенi нами розрахунки для цих значень ста-
тистичних параметрiв дають 𝑦Rode − 𝑦Numerical =
1,4 · 10−7, 𝜎2

𝑦Rode
− 𝜎2

𝑦Numerical
= −1,8 · 10−6.

5. Висновок

Проведений нами аналiз точностi перенесення по-
хибок при перетвореннi 𝑦 = 𝑓(𝑥) на основi формул,
отриманих для оберненої функцiї 𝑥 = 𝑔(𝑦) за умо-
ви нормального розподiлу випадкової величини 𝑦
означає, що запропонований в [2,3] метод обчисле-
ння середнього значення i дисперсiї випадкової ве-
личини 𝑦 при розрахунку дисперсiї не має, взагалi
кажучи, переваг перед звичайним методом розкла-
дення функцiї 𝑓(𝑥) в ряд Тейлора з врахуванням
тiльки нульового i першого членiв [1]. В той самий
час вiн дає точнiшу, з точнiстю до 𝜎2

𝑥, величину
середнього значення, що еквiвалентно врахуванню
другого члена у рядi Тейлора. Як видно з формул
(52)–(55), винятком є випадок, коли друга похiдна

𝑓(𝑥) при 𝑥 = �̄� дорiвнює нулю. У цьому разi за-
пропонований в [2, 3] метод дає середнє значення i
дисперсiю принаймнi з точнiстю до 𝜎4

𝑥.
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ON THE ACCURACY OF ERROR PROPAGATION
CALCULATIONS BY ANALYTIC FORMULAS OBTAINED
FOR THE INVERSE TRANSFORMATION

S u m m a r y

The accuracy of error propagation calculations is estimated for

the transformation 𝑥 → 𝑦 = 𝑓(𝑥) of the normally distributed

random variable 𝑥. The estimation is based on the formulas for

the error propagation obtained for the inverse transformation

𝑦 → 𝑥 of the normally distributed random variable 𝑦. In the

general case, the calculation accuracy for the mean value and

the variance of the random variable 𝑦 is shown to be of the first

order of magnitude in the variance of the random variable 𝑥.
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