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СТОСОВНО МОДЕЛЮВАННЯ
МАТЕМАТИЧНОГО СПОДIВАННЯ
I ДИСПЕРСIЇ ВИБIРОК ГАУСОВО
РОЗПОДIЛЕНИХ ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИНУДК 53.088.3

Проведений аналiз виведення запропонованих у роботах УФЖ 6, № 4, 355–362 (2017)
та УФЖ 62, № 2, 184–190 (2017) правил переносу середнього i дисперсiї фiзичних вели-
чин, функцiонально пов’язаних перетвореннями 𝑋2, cos𝑋,

√
𝑋, arccos𝑋. Показано, що

обґрунтування “правил переносу похибок” не ґрунтуються на базових положеннях те-
орiї ймовiрностей i математичної статистики, а запропоноване пониження iндексiв
𝑋 →

√
𝑋;𝑋2 → 𝑋 в коренях квадратних рiвнянь, покладеного в основу запису формул

переносу, обмежує значення параметрiв нормального розподiлу 𝑚𝑋 , 𝜎𝑋 .
К люч о в i с л о в а: нормальний розподiл, математичне сподiвання, дисперсiя, випадковi
величини, правила статистичного усереднення, похибки.

1. Вступ

Нещодавно в УФЖ вийшли роботи [1], присвяченi
отриманню так званих правил “переносу похибо-
к” для прямих 𝑌 = 𝑔(𝑋) = 𝑋2, cos𝑋2 i оберне-
них до них 𝑍 = 𝑔−1(𝑋) =

√
𝑋, arccos𝑋 перетво-

рень випадкової величини (ВВ) 𝑋, що пiдпорядко-
вана нормальному закону розподiлу 𝑁(𝑚𝑋 , 𝜎𝑋) 1.
Для їх одержання, використанi елементарнi ари-
фметичнi перетворення квадратних рiвнянь дис-
персiй ВВ𝑋,𝑋2, cos𝑋, arccos𝑋, в яких явний ви-
гляд функцiй середнiх обчислювався шляхом за-
стосування табличних iнтегралiв [2].

Однак в основу обґрунтування аналiтичних ви-
разiв – правил переносу, не покладенi базовi поло-
ження теорiї ймовiрностей i математичної стати-
стики [3–5]. Крiм того, одержанi спiввiдношення
апробувались на експериментальних вибiрках, що
не задовольняли критерiї нормального розподiлу.
Приймаючи до уваги актуальнiсть цього пiдходу
для статистичного усереднення результатiв фiзи-
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чних дослiджень, що завжди несуть в собi флу-
ктуацiйну ознаку, дана робота присвячена аналiзу
обґрунтування формул переносу похибок [1].

2. Теоретичний аналiз

При аналiзi експериментальних даних широко
використовується статистичний розподiл Гауса
𝑁(𝑚𝑋 , 𝜎𝑋), в якому щiльнiсть ймовiрностi одер-
жати значення вимiрюваної величини ознаки 𝑥 за-
лежить вiд дисперсiї 𝜎2

𝑋 = 𝐷𝑋 i змiщення 𝑚𝑋 =
𝐸𝑋 . На основi розподiлу Гауса розвинута теорiя
статистичних оцiнок похибок [6]. Вона ґрунтується
на базових закономiрностях кривої щiльностi ймо-
вiрностей стандартного 𝑁(0, 𝜎𝑋) розподiлу, як си-
метричнiсть, одномодовiсть, з максимумом в точцi
з координатою 𝐸𝑋 висотою 1√

2𝜋𝜎2
𝑋

. На висотi ма-

1 З експериментом пов’язують величину iз випадковим чи-
словим значенням 𝜓. Функцiя 𝜓 дiйсна, повинна задо-
вольняти всi аксiоми ймовiрностi. Параметри 𝑚Ψ, 𝜎Ψ –
визначають не фiзичну величину, а вигляд розподiлу
щiльностi ймовiрностей її випадкових значень.
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ксимуму 0.607√
2𝜋𝜎2

𝑋

, ширина контуру 2𝜎𝑋 , а значення

координат у цих точках дорiвнюють 𝐸𝑋 ∓ 𝜎𝑋 .
Для кривої Гауса середнє збiгається з медiаною

i модою, а ймовiрнiсть великих вiдхилень Δ𝑥 вiд
𝑚𝑋 спадає пропорцiйно експонентi exp

(︁
−Δ𝑥2

2𝜎2
𝑋

)︁
. Це

дозволяє здiйснювати експрес-оцiнку вiдповiдно-
стi емпiричного розподiлу нормальному, чому ча-
сто не придiляється належна увага [1], порушую-
чи цим самим вимоги стосовно перевiрки статисти-
чних моделей на гаусовiсть.

Мета роботи [1] – запропонувати аналiтичнi спiв-
вiдношення, якi б дозволили оцiнити параметри
𝐸√

𝑋 , 𝐷√
𝑋 ,𝐸arccos𝑋 , 𝐷arccos𝑋 ВВ, пiдданих обер-

неним до прямих перетворень 𝑌 = 𝑔(𝑋) = 𝑋2,
cos𝑋 перетворенням 𝑌 = 𝑔−1(𝑋) =

√
𝑋, arccos𝑋,

через заданi параметри 𝐸𝑋 , 𝐷𝑋 iз випадкови-
ми значеннями нормально 𝑁(𝑚𝑋 , 𝜎𝑋) розподiле-
ної ВВ𝑋. Такi одержанi ним у виглядi спiввiдно-
шень:

𝐸4√
𝑋

= 𝐸2
𝑋 −𝐷𝑋/2, (1a)

𝐷√
𝑋 = 𝐸𝑋 −

√︁
𝐸2

𝑋 −𝐷𝑋/2. (1b)

З метою аналiзу статистичної правомiрностi схеми
пониження iндексiв, застосованої автором [1] при
одержаннi спiввiдношень (1), проаналiзуємо алго-
ритм їх обґрунтування в дещо iншому викладi.

В теорiї ймовiрностей i математичнiй статисти-
цi, фундаментальним поняттям ВВ є дисперсiя, як
мiра iнтенсивностi флуктуацiй, що дорiвнює сере-
дньому квадрата без квадрата середнього, для якої
строго виконується нерiвнiсть

𝐷 > 0. (2)

Якщо вихiдна ВВ𝑋 перетворена квадратично 𝑌 =
= 𝑋2, то за умови статистичної незалежностi ВВ,
їх коварiацiя дорiвнює нулю i рiвняння дисперсiї
набирають вигляду:

𝐷𝑋 = 𝐸𝑋2 − 𝐸2
𝑋 , (3a)

𝐷𝑋2 = 𝐸𝑋4 − 𝐸2
𝑋2 . (3b)

Цi рiвняння справджуються для довiльних ВВ не-
залежно вiд закону їх розподiлу. Тому за ана-
логiєю (3), для перетворень ВВ за законами
arccos𝑋,

√
𝑋 ⇐ 𝑋 ⇒ 𝑋2, cos𝑋, можна скласти

систему рiвнянь:

𝐷√
𝑋 + 𝐸2√

𝑋
= 𝐸𝑋 , (4a)

𝐷𝑋 + 𝐸2
𝑋 = 𝐸𝑋2 , (4b)

𝐷𝑋2 + 𝐸2
𝑋2 = 𝐸𝑋4 , (4c)

𝐷arccos 𝑋 + 𝐸2
arccos𝑋 = (arccos𝑋)2, (4d)

𝐷𝑋 + 𝐸2
𝑋 = 𝑋2, (4f)

𝐷cos 𝑋 + 𝐸2
cos 𝑋 = (cos 𝑋)2. (4e)

Рiвняння (4) – базовi для обґрунтування аналiти-
чних спiввiдношень оцiнок дисперсiї i математи-
чного сподiвання ВВ, справджуються для незале-
жних ВВ 2 i не залежать вiд типу розподiлу ймо-
вiрностей. В лiтературi поширена думка, що за-
дача розв’язується тодi, коли iнтеграли 𝐸√

𝑋 , 𝐸𝑋 ,
𝐸𝑋2 , 𝐸𝑋4 , (arccos 𝑋)2, 𝐸cos𝑋 , як правi частини
(4), виражаються через елементарнi функцiї.

Автор [1] обчислив iнтегральнi середнi 𝑋2, 𝑋4,
cos𝑋, для вихiдної ВВ𝑋, розподiленої нормально
𝑁(𝑚𝑋 , 𝜎𝑋), для якої випадковi значення параме-
трiв змiнюються в межах

−∞ < 𝑚𝑋 < +∞, 𝜎 > 0. (5)

Такi обчислення здiйсненi з використанням табли-
чних iнтегралiв (3.462.2) та (3.896.2) [2] (аналогi-
чне iнтегрування можна зробити частинами [7]). В
результатi чого ним одержанi вирази:
𝐸𝑋 = 𝑚,

𝐸𝑋2 = 𝜎2
𝑋 +𝑚2

𝑋 ,

𝐸𝑋4 = 3𝜎4
𝑋 + 6𝜎2

𝑋𝑚2
𝑋 +𝑚4

𝑋 =

= 𝐸2
𝑋2 + 2𝜎2

𝑋(𝐸𝑋2 +𝑚2
𝑋),

𝐸cos𝑋 = exp
(︀
−𝜎2

𝑋/2
)︀
cos𝑚𝑋 .

(6)

Тодi на пiдставi (6), система рiвнянь (4) перетво-
риться до вигляду:

𝐷√
𝑋 = 𝐸𝑋 − 𝐸2√

𝑋

𝑌 =
√
𝑋⇔

𝑌 =
√
𝑋⇔ 𝐷𝑋 = 𝐸𝑋2 − 𝐸2

𝑋
𝑌 =𝑋2

⇔

𝑌 =𝑋2

⇔ 𝐷𝑋2 = 2𝐷𝑋(𝐸𝑋2 + 𝐸2
𝑋),

𝐷arccos𝑋 = 𝐸cos𝑋 − 𝐸2
arccos𝑋

𝑌 =arccos𝑋⇔
𝑌 =arccos𝑋⇔ 𝐷𝑋 = 𝐸𝑋2 − 𝐸2

𝑋
𝑌 =cos𝑋⇔

𝑌 =cos𝑋⇔ 𝐷cos𝑋 =
1

2
[1− exp (−𝐷𝑋)]×

×{1− exp (−𝐷𝑋) cos𝐸𝑋}.

(7)

2 Для незалежних ВВ коварiацiя дорiвнює нулю.
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що дозволяє для прямих 𝑌 = 𝑋2 i 𝑌 = cos𝑋 пе-
ретворень ВВ𝑋 записати рiвняння:

𝐷𝑋= 𝐸𝑋2 − 𝐸2
𝑋 , (8a)

𝐷𝑋2= 2𝐷𝑋(𝐸𝑋2 + 𝐸2
𝑋2), (8b)

𝐷𝑋 = 𝐸𝑋2 − 𝐸2
𝑋 , (8c)

2𝐷cos𝑋 − 1=

(︂
𝐸cos𝑋

𝐸𝑋

)︂4
cos 2𝐸𝑋 − 2𝐸2

cos𝑋 , (8d)

розв’язки (8) яких мають вигляд [1]:

𝐷𝑋 = 𝐸𝑋2 −
√︁

𝐸2
𝑋2 −𝐷𝑋2/2,

𝐸4
𝑋 = 𝐸2

𝑋2 −𝐷𝑋2/2;
(9)

для (8a)–(8b), та

𝐷𝑋 = ln

(︂
cos2 𝐸𝑋

𝐸2
cos𝑋

)︂
,

𝐸cos𝑋 = 𝐸𝑋 exp(−𝐷𝑋/2).

(10)

для (7c)–(7d).
Оскiльки для нормально 𝑁(𝑚𝑋 , 𝜎𝑋) розподiле-

ної вихiдної ВВ𝑋, задача обчислень середнiх
√
𝑋

i arccos𝑋

√
𝑋 = 𝐶

+∞∫︁
−∞

√
𝑥 exp

(︂
−𝑧2

2

)︂
𝑑𝑥

та

arccos 𝑥 = 𝐶

+∞∫︁
−∞

arccos 𝑥 · exp
(︂
−𝑧2

2

)︂
𝑑𝑥, (11)

автором [1] не була розв’язана, для знаходження
𝐸√

𝑋 ,𝐷√
𝑋 та 𝐸arccos𝑋 , 𝐷arccos𝑋 , в рiвняннях (7)

(або розв’язках (10) та (11)), ним була запропоно-
вана схема зниження iндексiв за алгоритмом:

𝑋 →
√
𝑋; 𝑋2 → 𝑋. (12)

Тодi iз (9) можна скласти систему рiвнянь:

𝐷√
𝑋 = 𝐸𝑋 − 𝐸2√

𝑋
, (13a)

𝐷𝑋 = 2𝐷√
𝑋(𝐸𝑋 + 𝐸2√

𝑋
), (13b)

розв’язками якої є радикали (1). Автор [1] не дав
алгоритму (12) статистичного обґрунтування.

Графiки розв’язкiв (13b) – це параболи з одним
максимумом iз координатами 𝐸2

𝑋 , 0 для (1а) та
𝐸2

𝑋 , 𝐷√
𝑋 = 𝐸𝑋 (1b). Це означає, що на значення

величин 𝐸𝑋 , 𝐷𝑋 накладаються обмеження

2𝐸2
𝑋 > 𝐷𝑋 , (14)

i в формулах (1) не можна використовувати нор-
мально 𝑁(𝑚𝑋 , 𝜎𝑋) розподiлену вихiдну ВВ𝑋 iз
математичним сподiванням в iнтервалi

𝑚𝑋 6
𝜎𝑋√
2
. (15)

Аналогiчне обмеження iснує для дисперсiї
𝐷arccos𝑋 [1]:
√
2𝜎 6 1− 𝐸𝑦 6 1− 𝐸2

𝑦 →

→
√
2𝜎 6 1 6 1 + 𝐸𝑦 → 𝜎 6 1/

√
2. (16)

Обмеження (14)–(16) заперечують початковiй умо-
вi задачi про випадковiсть вибору в iнтервалi (5)
параметрiв 𝐸𝑋 , 𝐷𝑋 нормально 𝑁(𝑚𝑋 , 𝜎𝑋) розпо-
дiленої вихiдної ВВ𝑋.

Наведемо деякi ймовiрнiсно-статистичнi аргу-
менти, що свiдчать про некоректнiсть застосува-
ння схеми пониження iндексiв. Нелiнiйнi перетво-
рення, в тому числi типу (12), змiнюють вигляд
функцiй розподiлу щiльностi ймовiрностей пере-
творених ВВ [3–5]. Автор [1] провiв звичне обчи-
слення середнiх типу 𝐸𝑋 , 𝐷𝑋 , 𝐸𝑋2 , 𝐷𝑋2 , 𝐸𝑋4 для
ВВ 𝑋 ∈ 𝑁(𝑚𝑋 ;𝜎2

𝑋), на пiдставi яких склав рiв-
няння типу (4), не провiвши аналiз статистичних
закономiрностей перетворених ВВ.

Насправдi обґрунтування рiвняння дисперсiї пе-
ретвореної ВВ:

𝐷𝑌 =

∞∫︁
−∞

(︀
𝑦 − 𝑌

)︀2
𝑓𝑌 (𝑦)𝑑𝑦 =

=

∞∫︁
−∞

(︁
𝑦2 + 𝑌

2 − 2𝑦𝑌
)︁
𝑓𝑌 (𝑦)𝑑𝑦 =

=

∞∫︁
−∞

𝑦2𝑓𝑌 (𝑦)𝑑𝑦 + 𝑌
2

∞∫︁
−∞

𝑓𝑌 (𝑦)𝑑𝑦 − 2𝑌

∞∫︁
−∞

𝑦𝑓𝑌 (𝑦)𝑑𝑦=

= 𝑌 2 + 𝑌
2

∞∫︁
−∞

𝑓𝑌 (𝑦)𝑑𝑦 −
(︀
2𝑌

)︀2
, (17)
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з подальшим можливим розв’язком, вимагає ана-
лiзу множини iснування коренiв функцiї перетво-
рення, встановлення областей її монотонностi та,
в разi потреби, коректування умови нормування
функцiї 𝑓𝑌 (𝑦) розподiлу щiльностi ймовiрностей
перетвореної ВВ нормуючим множником у додан-
ку 𝑌

2 ∫︀∞
−∞ 𝑓𝑌 (𝑦)𝑑𝑦 (17). Наприклад, функцiя нелi-

нiйного перетворення 𝑦 = 𝑥2 двозначна в iнтервалi
(−∞,+∞) i має два коренi 𝑋1 = −

√
𝑌 в областi

значень 𝑥 < 0 i 𝑋2 = +
√
𝑌 , тодi як типу радикала

𝑦 =
√
𝑥 має один корiнь лише в областi значень

𝑥 >0, тощо.
На завершення вiдзначимо таке. Спiввiдношен-

ня (1) узгоджуються iз вiдомим в статистицi на-
ближеним методом оцiнок перетворених ВВ 𝑋, що
ґрунтується на теоремi 2.18 [9, с.77]:

𝐸√
𝑋

∼=
√︀

𝐸𝑋 , 𝐷𝑌
∼= 𝐷𝑋

(︂
𝑑𝑦

𝑑𝑥

)︂2 ⃒⃒⃒⃒
𝑋=𝐸𝑋

, (18)

лише в граничному випадку 𝐸𝑌 ≫ 𝐷𝑌 . Так,
якщо 𝑌 =

√
𝑋, то 𝐸√

𝑋
∼=

√
𝑚𝑋 , 𝐷√

𝑋
∼= 𝜎2

𝑋

4𝑚𝑋
.

Аналогiчно для iнших перетворень: 𝑌 = 𝑋2 –
𝐸𝑋2 ∼= 𝑚2

𝑋 , 𝐷𝑋2 ∼= 4𝐸2
𝑋𝐷𝑋 = 4𝑚2

𝑋 𝜎2
𝑋 i 𝑌 =

= cos𝑋 – 𝐸cos𝑋
∼= cos(𝐸𝑋) = cos(𝑚𝑋), 𝐷cos𝑋 =

= sin2 𝐸𝑋 𝐷𝑋 = sin2 𝑚𝑋 𝜎2
𝑋 .

Випадок 𝐸𝑌 ≫ 𝐷𝑌 має малу практичну цiн-
нiсть. В процесi обробки ВВ криву розподiлу
𝑓𝑌 (𝑦) переважно центрують в окiл вибiркового
середнього. Це дозволяє шляхом оптимiзацiї ста-
тистично незалежних параметрiв розподiлу, для
нормального двопараметричного 𝐸𝑌 ,𝐷𝑌 , застосо-
вувати розробленi стандартнi алгоритми побудо-
ви статистичної моделi дослiджуваної фiзичної
системи.

3. Висновки

1. Схема зниження iндексiв запропонована авто-
ром [1] без статистичного обґрунтування. Одер-
жанi спiввiдношення оцiнок середнього нормально
розподiленої випадкової величини узгоджуються з
вiдомим у лiтературi наближеним методом лише у
граничному випадку 𝐸𝑌 ≫ 𝐷𝑌 .

2. Сформульована автором [1] задача актуаль-
на, має практичну цiннiсть i оскiльки не розв’я-
зана належним чином, то потребує подальшого
вирiшення.
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P.Kosobutskyy

ON THE SIMULATION
OF THE MATHEMATICAL EXPECTATION
AND VARIANCE OF SAMPLES
FOR GAUSSIAN-DISTRIBUTED RANDOM VARIABLES

S u m m a r y

The derivation of propagation rules for the mean and the vari-

ance of physical quantities functionally connected by the trans-

formations 𝑋2, cos𝑋,
√
𝑋, and arccos𝑋, which were pro-

posed in Ukr. J. Phys. 61, 345 (2016) and Ukr. J. Phys. 62,

184 (2017), has been analyzed. It is shown that the substan-

tiation of the “error propagation rules” was not based on the

fundamentals of probability theory and mathematical statis-

tics. Moreover, the proposed reduction of indices, 𝑋 →
√
𝑋

and 𝑋2 → 𝑋, in the roots of the square equations forming a

basis for the propagation formulas restricts the values of the

normal distribution parameters 𝑚𝑋 and 𝜎𝑋 .
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