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В роботi пропонується апроксимацiя звiдних групових iнтегралiв необмежено високих
порядкiв для вiдомої статистичної моделi ґраткового газу довiльної геометрiї та ви-
мiрностi. Апроксимацiя ґрунтується на нещодавно отриманiй точнiй iнформацiї сто-
совно радiусу збiжностi вiрiальних серiй для тиску й густини за степенями активно-
стi. У порiвняннi з попереднiми дослiдженнями симетричних вiрiальних розкладiв у
газоподiбних та конденсованих станах ґраткового газу, запропонована апроксимацiя
робить значення тиску у вiдповiдних точках насичення та кипiння суттєво ближчи-
ми одне до одного, а для моделi ґраткового газу Лi–Янга значно пiдвищує збiжнiсть до
вiдомого точного розв’язку.
К люч о в i с л о в а: ґратковий газ, вiрiальний ряд, груповий iнтеграл, симетрiя частинка-
дiрка, радiус збiжностi, точка насичення, точка кипiння.

1. Вступ

Однiєю з добре вiдомих в статистичнiй фiзицi мо-
делей речовини є ґратковий газ, в якому частин-
ки можуть знаходитись тiльки в окремих комiрках
просторових ґраток: система має дискретний кон-
фiгурацiйний простiр без будь-яких обмежень на
простiр iмпульсiв.

З одного боку, ця статистична модель тiсно по-
в’язана з теорiєю феромагнетикiв (задачею Iзiнга
[1]), а, з iншого боку, вона ж надає по сутi єдиний
на сьогоднi приклад строгого теоретичного опису
конденсацiї речовини [2,3] (не беручи до уваги рiв-
няння Ван-дер-Ваальса–Максвелла [4, 5], яке бу-
ло отримано на основi нереалiстичної апроксима-
цiї середнього поля) з реалiстичним потенцiалом
парної взаємодiї (тобто, потенцiалом, що враховує
як притягання, так i вiдштовхування для кожної
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пари молекул в залежностi вiд взаємної вiдстанi
мiж ними). На жаль, згаданий приклад стосується
тiльки опису самого фазового переходу (розв’язок
Лi–Янга [3] визначає лише параметри конденсацiї:
тиск, активнiсть та густину в точках насичення й
кипiння для двовимiрного ґраткового газу з по-
тенцiалом прямокутної ями) i не дає точної iнфор-
мацiї щодо поведiнки системи у газоподiбних або
рiдких станах.

Нещодавнi дослiдження на основi групового
(кластерного) розкладу Майєрiв [6–8] для стати-
стичної суми значно просунули вперед статисти-
чну теорiю неiдеальних газiв в цiлому [9–15] та те-
оретичний опис поведiнки ґраткового газу зокрема
[16–18]. Новi рiвняння в термiнах незвiдних гру-
пових iнтегралiв (вiрiальних коефiцiєнтiв) [9–13]
дозволили встановити границi застосовностi добре
вiдомого вiрiального розкладу тиску за степенями
густини (вiрiальне рiвняння стану або ВРС [6]) та
отримати загальну теоретичну умову, що точно ви-
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значає точку насичення для рiзних систем взаємо-
дiючих частинок. Дослiдження вiрiальних розкла-
дiв для тиску й густини за степенями активностi
зi звiдними груповими iнтегралами [14, 15, 18, 19]
(вiрiальне рiвняння в термiнах активностi або ВР-
СА [6, 13]) цiлком пiдтвердили вказанi результа-
ти (отриманi в термiнах незвiдних iнтегралiв) i,
навiть, продемонстрували потенцiйну можливiсть
визначення точки кипiння в рамках кластерного
пiдходу Майєрiв [15].

Що ж стосується безпосередньо самого ґратко-
вого газу, то для широкого кола його моделей
(довiльної геометрiї та вимiрностi з рiзними по-
тенцiалами взаємодiї) була встановлена симетрiя
“частинка-дiрка” статистичної суми по вiдношен-
ню до замiни частинок на “дiрки” (порожнi комiр-
ки вiдповiдних ґраток) [16], а, на основi цiєї си-
метрiї, були отриманi рiвняння стану ґраткового
газу в областi великої густини в термiнах, як не-
звiдних (СВРС – рiвняння симетричне до ВРС)
[16], так i звiдних (СВРСА – рiвняння симетричне
до ВРСА) [17] групових iнтегралiв. Дослiдження
цих рiвнянь встановили повну симетрiю точок на-
сичення та кипiння ґраткового газу (тобто симе-
трiю його бiнодалi – кривої спiвiснування газу та
рiдини), та додатково пiдтвердили [19, 20] наведе-
нi вище результати для точки насичення. Бiльше
того, зовсiм нещодавно було строго доведено [14]
однаковiсть тиску та активностi в точках насиче-
ння та кипiння для обох пар симетричних рiвнянь
(ВРСА та СВРСА; ВРС та СВРС), а також отри-
мано загальний вираз для активностi фазового пе-
реходу (який для окремого випадку двовимiрного
ґраткового газу з потенцiалом прямокутної ями в
точностi збiгається з розв’язком Лi–Янга [3]).

Однак, всi цi результати стосуються скорiше
успiхiв самої теорiї, а їх практичне застосування з
метою точного визначення тих самих параметрiв
фазового переходу або розрахункiв iзотерм для
конкретних моделей речовини все ще пов’язано з
великими технiчними складнощами. За вiдомого
повного (тобто, нескiнченного) набору звiдних або
незвiдних групових iнтегралiв теоретичнi рiвнян-
ня дiйсно повиннi строго визначати точки насиче-
ння i кипiння (густину в цих точках та однаковий
тиск), але ж безпосереднє обчислення таких iнте-
гралiв (навiть, не нескiнченного, а просто великого
порядку) для конкретного потенцiалу парної вза-
ємодiї все ще залишається неможливим технiчно.

Найбiльше число розрахованих незвiдних iнте-
гралiв належить на сьогоднi добре вiдомому потен-
цiалу Леннард-Джонса [21, 22] (найпотужнiше об-
числювальне обладнання разом iз сучасними ефе-
ктивними методами числового iнтегрування дозво-
лило розрахувати вiрiальнi коефiцiєнти до 14-го
порядку для двох субкритичних температур та до
16-го порядку лише для однiєї температури [23]).
Нещодавно, на основi вiдомих даних для подiбних
просторово-неперервних моделей були запропоно-
ванi двi рiзнi апроксимацiї всього нескiнченного вi-
рiального ряду в обмеженому iнтервалi темпера-
тур [24, 25], що добре вiдтворюють поведiнку суб-
критичних iзотерм в околi точки насичення на якi-
сному рiвнi (зокрема, теоретичнi iзотерми мають
злам в цiй точцi подiбно до реальних), але порiв-
няння з експериментальними даними все ще де-
монструють помiтнi кiлькiснi вiдхилення.

Для моделi ґраткового газу Лi–Янга (будемо в
подальшому скорочено називати так двовимiрну
модель квадратного ґраткового газу з потенцiалом
прямокутної ями, для якої Лi та Янгом був отри-
маний точний розв’язок) нещодавно були отрима-
нi точнi вирази (у виглядi функцiональної зале-
жностi вiд температури) вiрiальних коефiцiєнтiв
до сьомого порядку [17]. Дослiдження вiдповiдних
рiвнянь з коефiцiєнтами скiнченого порядку (ВРС
та СВРС), так само, як i розкладiв за степенями
активностi (ВРСА та СВРСА, якi хоча й мiстили
звiднi iнтеграли дуже високих порядкiв, але роз-
рахованi на основi обмеженого набору незвiдних
iнтегралiв) [17, 18] дiйсно демонструють поступо-
ву збiжнiсть до точного розв’язку [3], однак, i рi-
зниця все ще залишається досить суттєвою, а сама
збiжнiсть є дуже повiльною.

В цiй роботi пропонується апроксимацiя звiдних
групових iнтегралiв високих порядкiв, що ґрунту-
ється на новiтнiй iнформацiї стосовно радiуса збi-
жностi вiдповiдних серiй для тиску й густини за
степенями активностi. Розрахованi на основi цiєї
апроксимацiї субкритичнi iзотерми ВРСА та СВР-
СА для рiзних моделей ґраткового газу мають на-
багато ближчi значення тиску в точках насичен-
ня та кипiння у порiвняннi з результатами попере-
днiх дослiджень [18], а для моделi Лi–Янга ще й
демонструють значно кращу збiжнiсть до точного
розв’язку.

Теоретичному обґрунтуванню запропонованої
апроксимацiї присвячений другий роздiл статтi. У
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третьому роздiлi наведено основнi результати роз-
рахункiв на основi цiєї апроксимацiї та проведено
порiвняння з попереднiми результатами, а також, з
точним розв’язком Лi–Янга. В останньому роздiлi
обговорюються отриманi результати та робляться
вiдповiднi висновки.

2. Асимптотика звiдних
iнтегралiв та їх апроксимацiя

Для класичної системи частинок з парним потен-
цiалом мiжмолекулярної взаємодiї груповий роз-
клад Майєрiв [6–8] дозволяє безпосередньо (без до-
даткових спрощень та припущень) виразити лога-
рифм великої статистичної суми (тиск 𝑃 в систе-
мi) та його похiдну по хiмiчному потенцiалу (сере-
дня густина числа частинок 𝜌 = 𝑁/𝑉 ) в термiнах
активностi (𝑧 = 𝜆−3 exp (𝜇/𝑘B𝑇 ), де 𝜇 – хiмiчний
потенцiал; 𝜆 – довжина хвиль де Бройля молекул)
та звiдних групових iнтегралiв {𝑏𝑛} [6] (будемо в
подальшому скорочено позначати це параметри-
чне рiвняння стану як ВРСА):

𝑃

𝑘B𝑇
=

∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛𝑧
𝑛,

𝜌 =

∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝑏𝑛𝑧
𝑛.

(1)

Точнiсть ВРСА (у сенсi того, наскiльки точно
воно вiдображає реальну поведiнку статистичної
суми системи) прямо залежить тiльки вiд точно-
стi визначення всього нескiнченного набору гру-
пових iнтегралiв, i саме це питання завжди по-
в’язане з певними складнощами, як теоретично-
го, так i суто технiчного характеру. Зазвичай, цi
iнтеграли визначаються у необмеженому об’ємi iн-
тегрування, що робить їх незалежними вiд реаль-
ного об’єму системи або густини [6, 13]. Насправ-
дi, це спрощення повинно бути коректним тiльки
для мiкроскопiчних кластерiв частинок (𝑛 ≪ 𝑁)
i, як це було показано нещодавно [14], залишає-
ться застосовним строго до точки насичення сухої
пари. Однак, навiть iз використанням цього спро-
щення визначення звiдних iнтегралiв високих по-
рядкiв все одно залишається дуже складною технi-
чною проблемою.

Формально, кожен звiдний iнтеграл 𝑏𝑛 порядку
𝑛 (тобто, для групи 𝑛 частинок), визначений у не-
обмеженому об’ємi, є сумою рiзних добуткiв незвi-
дних iнтегралiв {𝛽𝑘} (𝑘 < 𝑛) [6]. Найпростiшим

чином зв’язок мiж звiдними та незвiдними iнте-
гралами виражається такою рекурсiєю [18, 20]:

𝑛2𝑏𝑛 = 𝐵𝑛,𝑛−1, (2)

де

𝐵𝑛,𝑖 = 𝑛

𝑖∑︁
𝑘=1

𝑘

𝑖
𝛽𝑘𝐵𝑛,𝑖−𝑘.

На сьогоднi накопичений значний досвiд розра-
хункiв незвiдних iнтегралiв (тобто вiрiальних ко-
ефiцiєнтiв) для найрiзноманiтнiших моделей мiж-
молекулярної взаємодiї [26–30], здебiльшого завдя-
ки тому, що практичне використання вiрiального
розкладу тиску за степенями густини [6] (вiрiаль-
ного рiвняння стану або ВРС) є набагато зручнi-
шим у порiвняннi iз застосуванням ВРСА. Дiйсно,
дуже простому за своєю формою ВРС скiнченого
порядку (з обмеженим набором незвiдних iнтегра-
лiв – вiрiальних коефiцiєнтiв) вiдповiдає ВРСА не-
скiнченного порядку, в якому треба обчислити всi
звiднi iнтеграли (наприклад, за допомогою рекур-
сивного зв’язку (2)) на основi того самого обмеже-
ного набору незвiдних, що, звiсно, дуже ускладнює
практичне застосування ВРСА.

Однак, сучаснi дослiдження [9, 11, 13] доводять,
що трансформацiя “складного” ВРСА у “простi-
ше” ВРС все ж таки має свої строгi обмеження.
Насправдi, ВРС залишається адекватним тiльки
до точки 𝜌𝐺 нуля свого iзотермiчного модуля пру-
жностi, що визначається як найменший позитив-
ний корiнь рiвняння∑︁
𝑘≥1

𝑘𝛽𝑘𝜌
𝑘
𝐺 = 1. (3)

Бiльше того, саме ця густина 𝜌𝐺 i є точкою на-
сичення сухої пари [10, 12, 14, 20] (а температури,
за яких рiвняння (3) має хоча б один позитивний
корiнь, є, вiдповiдно, субкритичними).

Тi самi дослiдження показали, що густина 𝜌𝐺
безпосередньо пов’язана з радiусом збiжностi ВР-
СА [12, 14, 20]:

𝑧𝐺 = 𝜌𝐺 exp

⎛⎝−∑︁
𝑘≥1

𝛽𝑘𝜌
𝑘
𝐺

⎞⎠. (4)

За наближення активностi в (1) до значення 𝑧𝐺
з (4) ряд для густини у ВРСА має розбiжнiсть, що
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й призводе до стрибка густини на iзотермах за ста-
лих значень хiмiчного потенцiалу (активностi) та
тиску (ряд для тиску просто не встигає при цьому
змiнюватись) [18, 20]. Для сталого набору звiдних
iнтегралiв (визначених у необмеженому об’ємi) ця
розбiжнiсть густини буде на нескiнченнiсть (роз-
рив II роду). В роботi [15] було показано, що справ-
жнiй скiнчений стрибок густини до точки кипiння
(який вiдповiдав би дiйснiй фiзичнiй картинi фазо-
вого переходу I роду) все ж таки можна отримати
в рамках групового розкладу Майєрiв, але тiльки
з врахуванням залежностi звiдних iнтегралiв най-
вищих порядкiв (що вiдповiдають макроскопiчним
кластерам частинок) вiд реального об’єму системи
(реальних меж iнтегрування).

Тим не менш, для моделi ґраткового газу iснує
й iнший пiдхiд до визначення точки кипiння 𝜌𝐿
та опису конденсованих станiв у рамках групового
розкладу Майєрiв. В роботах [16, 17] була обґрун-
тована симетрiя статистичної суми ґраткового га-
зу по вiдношенню до замiни частинок на “дiрки”
(порожнi комiрки ґраток) та отримане рiвняння
стану, симетричне до ВРСА (СВРСА):

𝑃

𝑘B𝑇
= 𝜌0

(︂
𝑢0

𝑘B𝑇
+ ln

𝜌0
𝜂

)︂
+

∑︁
𝑛≥1

𝑏𝑛𝜂
𝑛,

𝜌 = 𝜌0 −
∑︁
𝑛≥1

𝑛𝑏𝑛𝜂
𝑛,

(5)

в термiнах тих самих звiдних групових iнтегралiв
{𝑏𝑛} та оберненої активностi

𝜂 =
𝜌20
𝑧

exp

(︂
2𝑢0

𝑘B𝑇

)︂
,

де 𝜌0 – густина щiльного пакування ґраткового га-
зу; 𝑢0 – потенцiальна енергiя однiєї частинки в ста-
нi щiльного пакування.

Якщо ВРСА (1), навiть iз обмеженим або набли-
женим набором групових iнтегралiв, дає найкращу
точнiсть у розрiджених станах (коли густина 𝜌 є
близькою до нуля), то точнiсть СВРСА (5), нав-
паки, є найвищою у станах, близьких до щiльного
пакування (коли густина числа “дiрок” 𝜌′ = 𝜌0 − 𝜌
наближається до нуля). Обидва рiвняння мають
один радiус збiжностi (активнiсть 𝑧 у ВРСА та
обернена активнiсть 𝜂 у СВРСА), що визначається
рiвнянням (4), а вiдповiдна густина в точцi наси-
чення 𝜌𝐺 є в точностi симетричною до густини в

точцi кипiння:

𝜌𝐿 = 𝜌0 − 𝜌𝐺.

Усi цi особливостi поведiнки ВРСА та СВРСА
безпосередньо спостерiгались у числових розра-
хунках [18] з використанням великого (хоча й скiн-
ченного) набору звiдних iнтегралiв {𝑏𝑛} (порядок
𝑛 досягав кiлькох тисяч), розрахованих за допомо-
гою рекурсивного зв’язку (2) на основi обмеженого
набору вiдомих незвiдних iнтегралiв {𝛽𝑘} (вiдпо-
вiдного набору вiрiальних коефiцiєнтiв).

Асимтотика звiдних iнтегралiв високих поряд-
кiв цiлком вiдповiдає теоремi Кошi–Адамара [31]: з
ростом порядку 𝑛 значення iнтегралiв (як степене-
вих коефiцiєнтiв в серiях за степенями активностi)
дiйсно наближаються до величини зворотного ра-
дiуса збiжностi у вiдповiднiй степенi (див. рис. 1).
В роботi [19] навiть був запропонований новий ме-
тод визначення звiдних iнтегралiв дуже високих
порядкiв на основi вiдомого набору незвiдних не
за допомогою рекурсивного спiввiдношення (2), а

Рис. 1. Асимтотика звiдних iнтегралiв рiзних порядкiв,
розрахованих на основi перших п’ятьох незвiдних iнтегра-
лiв (

{︀
𝑏0𝑛

}︀
– суцiльна лiнiя), та апроксимованих рiвнянням

(8) ({𝑏𝑛} – пунктир) для моделi Лi–Янга (𝑇 = 0,5𝜀/𝑘B).
Горизонтальнi лiнiї вiдповiдають радiусам збiжностi 𝑧𝐺 з
(4) (верхня) та 𝑧0 з (6) (нижня). Вертикальна лiнiя вка-
зує порядок 𝑛max, до якого звiднi iнтеграли мають точне
значення
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з використанням вiдповiдного радiуса збiжностi 𝑧𝐺
з рiвняння (4).

На жаль, значна обмеженiсть набору вiдомих не-
звiдних iнтегралiв (вiрiальних коефiцiєнтiв), до-
зволяє ВРСА та СВРСА бiльш-менш адекватно
вiдтворювати фазовий перехiд ґраткового газу
тiльки на якiсному рiвнi. Порiвняння з точним
розв’язком Лi–Янга [3] для двовимiрної моделi
ґраткового газу з потенцiалом прямокутної ями
(коли кожна абсолютно тверда частинка притягує
iншi тiльки в чотирьох найближчих до себе комiр-
ках квадратних ґраток) демонструють досить сут-
тєвi кiлькiснi вiдхилення [18], i, навiть, значення
тиску у ВРСА та СВРСА пiд час фазового пере-
ходу помiтно вiдрiзняються одне вiд одного. Зви-
чайно, збiльшення числа врахованих звiдних iнте-
гралiв поступово змiнює радiус збiжностi 𝑧𝐺 в (4)
та наближає розрахунковi точки фазового перехо-
ду [18] до розв’язку Лi–Янга, але цi змiни, як i збi-
жнiсть до точного розв’язку, все ж таки виявились
дуже повiльними. Судячи з отриманих в роботi [18]
результатiв, навiть врахування десяткiв незвiдних
iнтегралiв (розрахунок яких все одно залишається
на сьогоднi технiчно неможливим) може не наба-
гато полiпшити ситуацiю.

З iншого боку, зовсiм нещодавно на основi тiєї
самої симетрiї “частинка-дiрка” моделей ґратково-
го газу був отриманий точний вираз для радiуса
збiжностi степеневих серiй у ВРСА та СВРСА [14]:

𝑧0 = 𝜌0 exp

(︂
𝑢0

𝑘B𝑇

)︂
, (6)

що вiдкриває принципово новi можливостi у ви-
значеннi ряду групових iнтегралiв для будь-якої
моделi ґраткового газу (геометрiя моделi та пара-
метри потенцiалу мiжмолекулярної взаємодiї пов-
нiстю визначаються величиною 𝑢0).

З одного боку, вже вiдомий набiр незвiдних iнте-
гралiв {𝛽𝑘} до певного порядку 𝑘max точно визна-
чає звiднi iнтеграли {𝑏𝑛} тiльки до порядку 𝑛max =
= 𝑘max + 1, а всi iншi звiднi iнтеграли (𝑛 > 𝑛max),
хоча й визначаються за допомогою тiєї ж рекурсiї
(2), але вже з певною систематичною похибкою (у
наближеннi, що всi їх незвiднi складовi порядкiв
вище 𝑘max просто дорiвнюють нулю).

З iншого ж боку, вiдоме точне значення радiу-
са збiжностi 𝑧0 у (6) дозволяє безпосередньо ви-
значити асимптотичне значення звiдних iнтегра-
лiв дуже високих порядкiв за допомогою теореми

Кошi–Адамара [31]:

lim
𝑛→∞

(︀
𝑛2𝑏𝑛

)︀
= 𝑧

−(𝑛−1)
0 , (7)

так само, як це було запропоновано в роботi [19]
стосовно наближеної (визначеної на основi обме-
женого набору вiдомих незвiдних iнтегралiв) ве-
личини радiуса збiжностi 𝑧𝐺 з (4).

Безпосереднє використання рiвняння (7) може
бути дiйсно коректним тiльки для iнтегралiв дуже
високих порядкiв, у зв’язку iз чим виникає логi-
чне питання: а якi ж саме порядки 𝑛 можна дiй-
сно вважати достатньо високими. В цiй ситуацiї
точно вiдомими є тiльки вiдносно невелике число
звiдних iнтегралiв найнижчих порядкiв (до поряд-
ку 𝑛max включно) та асимптотичнi значення iн-
тегралiв найвищих (термодинамiчних) порядкiв, а
значення звiдних iнтегралiв промiжних порядкiв
залишаються при цьому по сутi невiдомими.

Для того, щоб наближено вiдтворити справжню
поведiнку звiдних групових iнтегралiв зi змiною
порядку у промiжку вiд 𝑛max до дуже великих
𝑛, можна скористатись залежнiстю вiд 𝑛 для вже
вiдомого ряду звiдних iнтегралiв

{︀
𝑏0𝑛
}︀
, якi були

обчисленi на основi обмеженого набору незвiдних
{𝛽𝑘}. Отже, пропонується просто масштабувати
кожен 𝑏0𝑛 таким чином, щоб асимптотична пове-
дiнка результуючого ряду звiдних iнтегралiв {𝑏𝑛}
вiдповiдала точному радiусу збiжностi 𝑧0 з (6) за-
мiсть наближеного 𝑧𝐺 з (4) (визначеного на основi
скiнченого ряду незвiдних iнтегралiв), а саме,

𝑏𝑛 = 𝑏0𝑛

(︂
𝑧𝐺
𝑧0

)︂𝑛−1

, (8)

при цьому, таке масштабування повинно стосува-
тись тiльки усiх “сумнiвних” iнтегралiв 𝑏0𝑛 порядкiв
вище за 𝑛max.

Звичайно, запропонований пiдхiд нi в якому ра-
зi не може претендувати на абсолютну точнiсть
(зокрема, перехiд вiд точного iнтегралу 𝑏0𝑛max

до
кiлькох наступних значень 𝑏𝑛 виглядає досить
сумнiвним, див. рис. 1), але його все ж таки мо-
жна розглядати як апроксимацiю у першому на-
ближеннi, яка повинна в цiлому адекватно опи-
сувати поведiнку звiдних iнтегралiв досить висо-
ких порядкiв i, принаймнi, гарантує асимптотичну
(𝑛 → ∞) збiжнiсть звiдних iнтегралiв до точних
значень (що вiдповiдають точному значенню радi-
уса збiжностi 𝑧0).
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3. Числовi дослiдження
Практичне використання запропонованого пiдходу
до визначення звiдних iнтегралiв {𝑏𝑛} для конкре-
тної моделi ґраткового газу передбачає декiлька
крокiв. На основi вiдомого для цiєї моделi набору
незвiдних iнтегралiв {𝛽𝑘} (за певної температури)
визначається набiр звiдних iнтегралiв

{︀
𝑏0𝑛
}︀

до яко-
мога бiльших порядкiв за допомогою рекурсивно-
го спiввiдношення (2). Крiм того, з використанням
того самого обмеженого набору незвiдних iнтегра-
лiв з рiвняння (3) визначається густина 𝜌𝐺 в точцi
насичення, а з рiвняння (4) – наближений радiус
збiжностi 𝑧𝐺. Наприкiнцi, набiр звiдних iнтегралiв{︀
𝑏0𝑛
}︀

масштабується рiвнянням (8) (починаючи з
порядку 𝑛max + 1) у набiр {𝑏𝑛} з використанням
вiдомих значення 𝑧𝐺 та точного радiуса збiжностi
𝑧0 з рiвняння (6), а отриманий таким чином набiр
{𝑏𝑛} i можна вже безпосередньо використовувати
в рiвняннях (1) (ВРСА) та (5) (СВРСА) для роз-
рахункiв iзотерм ґраткового газу.

На основi цього алгоритму були проведенi роз-
рахунки iзотерм ВРСА та СВРСА з врахуван-
ням рiзного числа степеневих коефiцiєнтiв (звi-
дних iнтегралiв) в цих рiвняннях для рiзних мо-
делей ґраткового газу в широкому дiапазонi тем-
ператур. Результати проведених розрахункiв для
ВРСА та СВРСА, що включали 10000 звiдних
iнтегралiв, частково наведенi на рис. 2–5 (вра-
хування ще бiльшого числа iнтегралiв призво-
дить до дуже незначних змiн, якi вже практи-
чно неможливо розрiзнити в масштабах наведених
рисункiв).

Для порiвняння, на рис. 2 та 3 показанi точнi па-
раметри фазового переходу двовимiрного ґратко-
вого газу з потенцiалом прямокутної ями згiдно з
розв’язком Лi–Янга [3], а на рис. 2 наведенi також
iзотерми ВРСА та СВРСА з вiдповiдним набором
звiдних iнтегралiв

{︀
𝑏0𝑛
}︀
, що не були трансформо-

ванi рiвнянням (8).
Перш за все, результати розрахункiв свiдчать

про набагато кращу збiжнiсть до точного розв’яз-
ку, як ВРСА (1), так i СВРСА (5), що мiстять
апроксимований рiвнянням (8) набiр звiдних iнте-
гралiв {𝑏𝑛}, у порiвняннi з тими самими рiвнян-
нями, де використовувався не масштабований на-
бiр

{︀
𝑏0𝑛
}︀
, визначений на основi обмеженого ряду

незвiдних iнтегралiв {𝛽𝑘} за допомогою спiввiдно-
шення (2). Зокрема, точки, в яких густина починає
рiзко змiнюватись (ВРСА та СВРСА дають розбi-

Рис. 2. Iзотерми ВРСА (1) (лiворуч) та СВРСА (5) (пра-
воруч) зi звiдними iнтегралами, розрахованими на основi
перших п’ятьох незвiдних iнтегралiв (пунктирнi лiнiї) та
апроксимованими рiвнянням (8) (суцiльнi лiнiї) для моделi
Лi–Янга. Точки вiдповiдають точному розв’язку [3]

Рис. 3. Iзотерми ВРСА (1) (лiворуч) та СВРСА (5) (пра-
воруч) для моделi Лi–Янга (𝑇 = 0,5𝜀/𝑘B) зi звiдними iн-
тегралами, апроксимованими рiвнянням (8) на основi рi-
зних наборiв незвiдних iнтегралiв (вiрiальних коефiцiєнтiв):
𝑛max = 6 (суцiльнi лiнiї); 𝑛max = 4 (пунктир); 𝑛max = 2

(штрих-пунктир). Точки вiдповiдають точному розв’язку
[3] (масштаб осi тиску є значно збiльшеним у порiвняннi
з попереднiм рисунком)
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Рис. 4. Значення критичної температури 𝑇C (вiдносно вi-
домих значень 𝑇 0

C) для моделi Лi–Янга (𝑎) та тривимiрного
кубiчного ґраткового газу (𝑏), розрахованi з врахуванням
рiзного числа незвiдних iнтегралiв (𝑛max – максимальний
порядок вiдповiдних вiрiальних коефiцiєнтiв), як темпера-
тури, за якої 𝜌𝐺 для ВРСА (1) та 𝜌𝐿 для СВРСА (5) досяга-
ють густини 𝜌0/2. Значення 𝑇 0

C для тривимiрного випадку
вiдповiдає результатам симуляцiй [32]

Рис. 5. Iзотерми ВРСА (1) (лiворуч) та СВРСА (5) (право-
руч) зi звiдними iнтегралами, апроксимованими рiвнянням
(8) на основi перших трьох незвiдних iнтегралiв для три-
вимiрної моделi кубiчного ґраткового газу з потенцiалом
прямокутної ями

жнiсть – стрибок густини) є набагато ближчими
до точок насичення й кипiння (𝜌𝐺 та 𝜌𝐿) розв’яз-
ку Лi–Янга, саме для рiвнянь з апроксимованим
набором {𝑏𝑛}, а, крiм того, значення тиску, що да-
ють ВРСА та СВРСА пiд час такого стрибка гу-
стини (пiд час фазового переходу) є незрiвнянно
ближчими одне до одного, та до точного розв’язку
(див. рис. 2) у порiвняннi з результатами попере-
днiх розрахункiв [18], виконаних без використан-
ня iнформацiї щодо точного радiуса збiжностi 𝑧0
(тобто, без апроксимацiї звiдних iнтегралiв за до-
помогою рiвняння (8)).

Така поведiнка додатково пiдтверджує справе-
дливiсть усiх висновкiв стосовно радiуса збiжно-
стi ВРСА та СВРСА, характеру розбiжностi цих
рiвнянь i фiзичного змiсту величин 𝜌𝐺 та 𝜌𝐿, що
були отриманi аналiтично в роботi [14] та iнших [9–
12,24]. Крiм того, сама точнiсть результатiв, отри-
маних на основi досить грубої апроксимацiї групо-
вих iнтегралiв середнього порядку (звiднi iнтегра-
ли низьких порядкiв розрахованi на основi точної
iнформацiї щодо незвiдних iнтегралiв вiдповiдних
низьких порядкiв, а асимптотика iнтегралiв дуже
високих порядкiв також досить точно повинна ви-
значатись радiусом збiжностi 𝑧0) може опосеред-
ковано пiдтверджувати висновки, зробленi в робо-
тах [13, 15, 18, 20] щодо реального впливу групових
iнтегралiв рiзних порядкiв на поведiнку статисти-
чної суми.

За температур нижче критичної (для двовимiр-
ної моделi Лi–Янга 𝑇C = 0,5673𝜀/𝑘𝐵 , де 𝜀 – глибина
прямокутної потенцiальної ями) вплив групових
iнтегралiв вiдносно низьких порядкiв (як звiдних,
так i незвiдних) є визначальним тiльки у розрi-
джених станах до точки насичення (або симетри-
чно для СВРСА – за низьких значень густини чи-
сла “дiрок” поза точкою кипiння). В околi точки
насичення (а, тим бiльш, поза цiєю точкою) ви-
значальним стає внесок до статистичної суми вже
iнтегралiв найвищих порядкiв. Саме декiлька пер-
ших iнтегралiв разом iз найвищими i визначають
здебiльшого параметри фазового переходу (тиск
та густину в точках насичення й кипiння). Навiть
суттєвi змiни числа врахованих незвiдних iнтегра-
лiв не дуже сильно впливають на результати (див.
рис. 3).

З iншого боку, з пiдвищенням температури (за
її наближення до критичної) ситуацiя дещо змi-
нюється: зростають, як вiдхилення вiд точного
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розв’язку Лi–Янга, так i залежнiсть вiд числа вра-
хованих незвiдних iнтегралiв (тобто, залежнiсть
вiд числа точно визначених звiдних iнтегралiв).
Зокрема, розрахованi значення 𝜌𝐺 та 𝜌𝐿 все силь-
нiше вiдрiзняються вiд тих, що визначаються то-
чним розв’язком, а значення критичної темпера-
тури є помiтно вищими за точну 𝑇 0

C для моделi
Лi–Янга (див. криву 𝑎 на рис. 4) та вiдому кри-
тичну температуру [32] для подiбної тривимiрної
моделi (крива 𝑏 на тому самому рисунку). Розра-
хунки показали, що в навколокритичнiй областi
температур iзотерми ВРСА та СВРСА поступо-
во наближаються до точного розв’язку з ростом
числа врахованих незвiдних iнтегралiв, i розрахо-
вана критична температура все ж таки знижує-
ться вбiк точної (див. рис. 4), але ця збiжнiсть є
доволi повiльною, i спостережуванi значнi вiдхи-
лення свiдчать про те, що для точного теорети-
чного опису поведiнки ґраткового газу в навколо-
критичнiй областi необхiдно мати iнформацiю по
значно вищим незвiдним iнтегралам (вiрiальним
коефiцiєнтам).

Варто пiдкреслити, що подiбнi результати (на
порядки ближчi значення тиску в точках кипiння i
насичення для апроксимованого ряду звiдних iнте-
гралiв {𝑏𝑛} в порiвняннi зi звичайним рядом

{︀
𝑏0𝑛
}︀
)

спостерiгаються для самих рiзних моделей ґратко-
вого газу: рiзної вимiрностi (вiдповiднi розрахун-
ки проводились як для двовимiрних, так i триви-
мiрних моделей), довiльної геометрiї (трикутних
або квадратних комiрок), з рiзними потенцiалами
взаємодiї. Наприклад, на рис. 5 наочно продемон-
стровано поведiнку iзотерм ВРСА та СВРСА для
тривимiрного ґраткового газу з потенцiалом пря-
мокутної ями (коли кожна абсолютно тверда ча-
стинка притягує iншi частинки тiльки в шiстьох
найближчих до себе комiрках кубiчних ґраток).
На рис. 6 продемонстровано те саме для двови-
мiрного квадратного ґраткового газу зi складним
потенцiалом взаємодiї, де найближчi чотири сусi-
днi частинки вiдштовхуються (висота вiдповiдно-
го бар’єра дорiвнює 𝜀), а шiстнадцять частинок у
“другiй координацiйнiй сферi” притягуються (гли-
бина прямокутної ями – 2𝜀) до центральної, i, на
якiсному рiвнi, ця поведiнка по сутi не вiдрiзня-
ється вiд описаної вище для двовимiрної моделi
Лi–Янга, а це, в свою чергу, дозволяє наближено
використовувати запропонований метод апрокси-
мацiї звiдних iнтегралiв у дослiдженнях поведiнки

Рис. 6. Iзотерми ВРСА (1) (лiворуч) та СВРСА (5) (право-
руч) зi звiдними iнтегралами апроксимованими рiвнянням
(8) на основi перших чотирьох незвiдних iнтегралiв для дво-
вимiрного ґраткового газу зi складним потенцiалом взаємо-
дiї (його форму наведено в лiвому верхньому кутi рисунка),
що включає як додаткове скiнчене вiдштовхування (бар’єр
висотою 𝜀), так i притягання (яма глибиною 2𝜀)

широкого кола моделей ґраткового газу, для яких
на сьогоднi вiдсутня достовiрна iнформацiя з iн-
ших джерел.

4. Висновки

Аналiз сучасних пiдходiв до статистичного опису
поведiнки неiдеальних газiв, взагалi, та фазових
переходiв I роду, зокрема, дозволяє зробити ви-
сновок про те, що, незважаючи на суттєвi нещо-
давнi успiхи самої статистичної теорiї в цих пита-
ннях, достовiрний кiлькiсний опис процесу конден-
сацiї на основi iнформацiї про характер мiжмоле-
кулярної взаємодiї все ще залишається проблема-
тичним, навiть для найпростiших моделей реаль-
них речовин.

У роботi розроблено метод апроксимацiї набо-
ру звiдних групових iнтегралiв {𝑏𝑛} для широкого
кола моделей ґраткового газу на основi iнформа-
цiї щодо обмеженого набору вiрiальних коефiцiєн-
тiв (кiлькох перших незвiдних групових iнтегралiв
{𝛽𝑘}) та вiдомого радiуса збiжностi 𝑧0 вiдповiд-
них вiрiальних розкладiв за степенями активностi
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(спосiб точного визначення цього радiуса збiжно-
стi для рiзних моделей ґраткового газу був нещо-
давно запропонований в роботi [14]).

Отриманi за допомогою цiєї апроксимацiї звi-
днi iнтеграли можуть безпосередньо використову-
ватись у вiдповiдних рiвняннях стану (ВРСА (1)
та СВРСА (5)) для опису поведiнки ґраткового
газу за субкритичних температур вiд розрiдже-
них до конденсованих станiв (включаючи область
конденсацiї).

Проведенi числовi дослiдження продемонстру-
вали вiдносно високу точнiсть запропонованої
апроксимацiї у порiвняннi з традицiйними мето-
дами визначення звiдних iнтегралiв. Зокрема, для
рiзних моделей ґраткового газу обидва вказанi рiв-
няння (ВРСА та СВРСА) з апроксимованим набо-
ром {𝑏𝑛} дають близькi значення тиску в теорети-
чних точках насичення та кипiння, а для двови-
мiрної моделi ґраткового газу з потенцiалом пря-
мокутної ями цi значення тиску, як i самi значення
густини в точках насичення (𝜌𝐺) та кипiння (𝜌𝐿),
добре збiгаються з вiдомим точним розв’язком Лi–
Янга [3].

Крiм того, проведенi дослiдження на практи-
цi пiдтверджують отриманi ранiше теоретичнi ре-
зультати стосовно характеру розбiжностi вiрiаль-
них розкладiв за степенями активностi (ВРСА та
СВРСА), впливу групових iнтегралiв рiзних по-
рядкiв на поведiнку статистичної суми в щiльних
станах та, загалом, статистичного опису фiзичного
явища конденсацiї.

Одним з перспективних напрямкiв подальшо-
го розвитку запропонованого пiдходу може бути
розв’язок оберненої задачi: дослiдження поведiн-
ки незвiдних iнтегралiв (вiрiальних коефiцiєнтiв)
високих порядкiв на основi iнформацiї про звiднi.

Фiнансова пiдтримка роботи здiйснювалась Мi-
нiстерством освiти i науки України в рамках ви-
конання д/б НДР № 0117U000348.
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APPROXIMATION OF CLUSTER
INTEGRALS FOR VARIOUS LATTICE-GAS MODELS

S u m m a r y

An approximation for cluster integrals of an arbitrary high or-

der has been proposed for the well-known lattice-gas model

with an arbitrary geometry and dimensions. The approxima-

tion is based on the recently obtained accurate relations for

the convergence radius of the virial power series in the activ-

ity parameter for the pressure and density. As compared to

the previous studies of the symmetric virial expansions for the

gaseous and condensed states of a lattice gas, the proposed

approximation substantially approaches the pressure values at

the saturation and boiling points. For the Lee–Yang lattice-gas

model, the approximation considerably improves the conver-

gence to the known exact solution.
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