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ОПТИМАЛЬНI ЗАКОНОМIРНОСТI
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ОЦIНКИ СТАТИСТИКИ ВИБIРКИ РЕЗУЛЬТАТIВ
ФIЗИЧНОГО ЕКСПЕРИМЕНТУУДК 539

На пiдставi аналiзу лiтературних джерел синтезованi базовi ймовiрнiснi i принци-
пи формування нормального розподiлу випадкових розсiянь значень фiзичних величин
в умовах незалежних випадкових дiй на фiзичну систему. Зроблений наголос на ком-
плексному пiдходi ймовiрнiсно-статистичного аналiзу вибiрки результатiв експери-
ментальних вимiрювань.
К люч о в i с л о в а: нормальний розподiл, математичне сподiвання, дисперсiя, випадковi
величини.

1. Вступ

Як вiдомо, складна система, як iдеальний газ iз 𝑁
частинок, в станi теплової рiвноваги пiдпорядко-
вується лапласiвському детермiнiзму. Але як по-
казав Крилов, зiткнення частинок одна з одною
призводить до нестiйкостi руху багаточастинкової
системи за Ляпуновим – рух стає хаотичним i де-
термiнована модель для опису руху не пiдходить.

Насправдi роль випадковостей у формуваннi
рiвноважного стану складної системи зрозумiв ще
Максвелл i обґрунтував фiзичний змiст функцiї
ймовiрностi. Правильнiсть її змiсту i сутi було пiд-
тверджено дослiдами Броуна i Перрена, якi вста-
новили, що незважаючи на те, що середнє значе-
ння колективного параметра змiщення блукаючої
частинки дорiвнює нулю, ⟨Δ𝑥⟩ = 0, її середнє ква-

дратичне значення вiдмiнне вiд нуля
√︁

(Δ𝑥)
2 ̸=0.

Пiсля фундаментальних теоретичних робiт Ма-
ксвелла i Больцмана остаточно стало ясно, на-
скiльки важлива роль ймовiрнiсних пiдходiв у фi-
зичному моделюваннi.

Базовою в теорiї ймовiрностей i математичної
статистики є центральна гранична теорема (ЦГТ).
Вона стверджує, що коли на вимiрювану фiзичну
величину дiє багато випадкових незалежних (або
слабо залежних) факторiв, кожний iз яких зокре-
ма вiдiграє в загальному результатi недомiнантну
роль, то статистичний розподiл значень вибiрки
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прямує до нормального (розподiлу Гауса) iз пара-
метрами 𝑚𝑋 (математичне сподiвання (МС) 𝐸𝑋

або 𝑀 [𝑋]) i 𝜎𝑋 (середньоквадратичне вiдхилення
(СКВ) 𝜎𝑋 : 𝜎2

𝑋 = 𝐷𝑋 (дисперсiя, як характеристи-
ка розсiяння ВВ вiдносно МС, має розмiрнiсть її
квадрата, що не дуже зручно для статистики, тому
введений параметр 𝜎𝑋) [1].

Нормальний 𝑁(𝑚𝑋 , 𝜎𝑋) розподiл найчастiше
використовується для побудови фiзичних моделей
методом неперервних ВВ i йому присвячено ду-
же багато робiт [2]. Ця теоретична модель найкра-
ще опрацьована аналiтично i на її основi розви-
нута теорiя статистичних оцiнок похибок [3]; ме-
тод Аленцева–Фока розкладу спектрiв на iндивi-
дуальнi моди [4]; ймовiрнiснi пiдходи дослiдження
динамiки лiнiйних i нелiнiйних систем [5]; явищ
квантової механiки [6, 7]; створенi потужнi обчи-
слювальнi ресурси комп’ютерної симуляцiї дина-
мiки атомно-молекулярних сполук [8], тощо [9].
На основi гаусово розподiлених ВВ розвинутий цi-
лий напрям статистичної оптики [10]. Доведено та-
кож, що нормальний розподiл реалiзується у ба-
гатьох хаотичних системах, як бiльярд Больцма-
на, броунiвський рух у гармонiчному потенцiалi
тощо.

Нормальний розподiл стiйкий i здатний до само-
вiдтворення. Тому успiшно був використаний для
статистичного моделювання сучасних високих те-
хнологiй, як лазерне охолодження атомiв [11], сто-
хастичнi явища в радiотехнiчних системах [12, 13].
Крiм цього, розподiл Гауса вiдноситься до розпо-
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дiлiв iз “важкими хвостами” 1. Це дозволяє на пiд-
ставi ЦГТ допустити, що сума достатньо значної
кiлькостi малих ВВ розподiлена нормально i цей
розподiл граничний для багатьох розподiлiв, яким
би законам не були пiдпорядкованi окремi похиб-
ки, оскiльки особливостi їх у сумi великої кiлькостi
доданкiв нiвелюються [14]. Тому клас нормальних
функцiй найчастiше вибирають за наближену мо-
дель генеральної сукупностi випадкових даних i за
їх вибiркою досить оцiнити два параметри 𝑚𝑋 i
𝜎𝑋 , а сумiшi розподiлiв на їх основi, що володiють
безмежною диференцiйованiстю, гладкiстю тощо,
широко використовуються для рiзноманiтного мо-
делювання [15–19].

Мотивацiєю даної статтi стало застереження про
те, що статистичний аналiз закономiрностей вибi-
рок експериментальних результатiв i вибiр теоре-
тичної моделi [20, 21] не завжди супроводжується
належною увагою до базових засад теорiї ймовiр-
ностей та математичної статистики, що вiдзнача-
лось автором ще в роботi [22].

2. Базовi принципи аналiзу даних
фiзичної моделi на предмет нормальностi
розподiлу випадкових значень
вимiрюваної величини

Фiзичнi величини чи умови їх вимiрювання, зав-
жди зазнають випадкових флуктуацiй. Тому коре-
ктно вести мову про їх статистично усередненi зна-
чення, для чого використовують ймовiрнiснi мето-
ди опрацювання результатiв, в тому числi на осно-
вi лiнiйних i нелiнiйних перетворень ВВ. Флукту-
ацiї – це випадковi вiдхилення макроскопiчних ве-
личин вiд їх середнiх (наприклад, термодинамiчно
рiвноважних) значень. У макросистемах, флукту-
ацiї спричиненi наявнiстю великої кiлькостi ступе-
ней вiльностi, якi мають макроскопiчну природу.
В мiкросистемах, флуктуацiї зумовленi корпуску-

1 Суть розподiлу з “важкими хвостами ” полягає в тому,
що не досить частi подiї, як, зiткнення лiтакiв, насправ-
дi не досить рiдкi з точки зору безпекового функцiону-
вання систем, щоб їх ймовiрнiстю можна було нехтува-
ти. Якщо в гаусовiй моделi гiпотетично аварiя вiдсутня,
то в показниковiй моделi вона хоч i рiдка, але ймовiр-
на: P (𝑋 ⟩𝑥) ∼= 𝑥−𝛼, оскiльки 𝑥 → ∞, 0 ⟨𝛼, де параметр 𝛼

описує швидкiсть сповiльнення “хвоста” розподiлу. Асим-
птотична модель розподiлу – гiперболiчна, тому повiль-
нiша, нiж експоненцiйна i бiльша частина ймовiрнiсної
мiри може бути зосереджена в хвостi розподiлу.

лярною (атомною) природою будови речовини та
електрики (найменша частка електрики дорiвнює
електрону).

Джерелом флуктуацiй систем атомiстичної при-
роди є тепловi коливання мiкрочастинок, електро-
нiв, iонiв, тощо, iз якими пов’язаний броунiвський
рух, молекулярне розсiяння свiтла в середовищi,
тепловi шуми в електричних колах, теплове ви-
промiнювання тiл, дробовий ефект в електронiцi,
спричиненi варiацiями електронного потоку в про-
цесах перенесення. Хаотичний характер має про-
цес перемагнiчування доменiв у феромагнiтних се-
редовищах.

Оскiльки в реальних умовах вимiрювання роз-
подiл зростаючої кiлькостi вимiряних фiзичних да-
них завжди прямує до нормального, то наведе-
мо найбiльш вагомi аргументи важливостi у фi-
зичному моделюваннi застосування закону Гауса:
1. Розподiл типу 𝑁(𝑚𝑋 ;𝜎2

𝑋) – це добра матема-
тична модель для опису явищ i процесiв з вико-
ристанням випадкових чисел. 2. Довiльнi лiнiйнi
комбiнацiї нормально розподiлених ВВ, розподiле-
нi нормально. 3. Гаусовий випадковий процес цiл-
ком пiддається теоретичному моделюванню лише
з використанням першого i другого моментiв, що
не справджується для iнших розподiлiв. 4. При
проходженнi нормально розподiленого випадково-
го сигналу через лiнiйну систему, сигнал на вихо-
дi також розподiлений нормально. Тому якщо вiд-
сутня теоретична та експериментальна iнформа-
цiя про характер розподiлу ВВ (наприклад, шуму
вимiрювань), то найчастiше допускають, що непе-
рервна ВВ розподiлена нормально, а аналогiчно
дискретна – за законом Пуасона, який прямує до
розподiлу Гауса при зростаннi обсягу вибiрки.

Але в статистицi актуальнi й iншi зв’язанi з нор-
мальним розподiли, як розподiл 𝜒2-квадрат, роз-
подiл Стьюдента (𝑡-розподiл) та розподiл Фiшера
(𝐹 -розподiл). Якщо кожна iз 𝑛 незалежних ВВ
𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 розподiленi за стандартним законом
𝑁(0, 1), то ВВ типу 𝜂 = 𝜉21 + 𝜉22 + ... + 𝜉2𝑛 вже роз-
подiлена за законом 𝜒2 iз 𝑛 ступенями вiльностi.
Якщо кожна iз 𝑛+1 незалежних ВВ 𝜉0, 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛
розподiлена за законом 𝑁(0, 𝜎2), то ВВ типу

𝜂 =
𝜉0√︃

1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜉2𝑖
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розподiлена за законом Стьюдента iз 𝑛 ступенями
вiльностi. Якщо кожна iз 𝑛 + 𝑚 незалежних ВВ
𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛, 𝜉𝑛+1, ..., 𝜉𝑛+𝑚 розподiлена за законом
𝑁(0, 𝜎2), то ВВ типу вiдношення

𝜂 =

1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜉2𝑖

1
𝑚

𝑛+𝑚∑︀
𝑖=𝑛+1

𝜉2𝑖

розподiлене за законом Фiшера iз 𝑛 i 𝑚 ступенями
вiльностi. Часто ВВ вдається перетворити в нор-
мально розподiлену за допомогою нескладних ма-
тематичних перетворень. Наприклад, якщо непе-
рервна ВВ 𝜉 розподiлена логнормально з параме-
трами 𝑚𝑋 i 𝜎2

𝑋 , то ВВ 𝜂 = ln 𝜉 матиме нормальний
двопараметричний логнормальний 𝐿𝑁(𝑚𝑋 , 𝜎2

𝑋) =
= 𝐿𝑁2 розподiл. Якщо 𝐿𝑁2-розподiл також не
пiдпорядковується нормальному, то перед взяттям
логарифма вводиться граничний параметр Σ, який
перетворює цей розподiл в трипараметричний ло-
гнормальний 𝐿𝑁3-розподiл [23], так щоб ВВ 𝑌 =
= ln (𝑋 − Σ) мала нормальний розподiл.

Аналiз експериментальних даних на предмет пе-
ревiрки нормальностi розподiлу з точки зору оцiн-
ки дисперсiї 𝜎2

𝑋 = 𝐷𝑋 i змiщення 𝑚𝑋 за даними
вибiрки вимiрювань Ω𝑛 = {𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛} рекомен-
дується здiйснювати за таким алгоритмом. Мето-
дом моментiв обчислити параметри вибiрки:

𝑋 = 𝑚𝑋 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖

i

𝑆2 = 𝜎2
𝑋 =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 −𝑋)2.

Обчислене середнє арифметичне вибiрки є спро-
можною, незсуненою та ефективною оцiнкою МС.
Оцiнку дисперсiї вибiрки здiйснюють за формулою

𝑆2 = 𝜎2
𝑋 =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 −𝑋)2,

яка зсунена, оскiльки

𝑀
[︀
𝑆2
]︀
=

(︂
1− 1

𝑛

)︂
𝜎2
𝑋 ̸= 𝜎2

𝑋 .

Зсув оцiнки зумовлений множником Больцмана
1− 1

𝑛 , однак для обсягiв вибiрки 𝑛 > 30 його роль

нiвелюється. При 𝑛 < 30 незсунуту оцiнку треба
обчислювати за формулою

𝐷𝑋 =
1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 −𝑋)2.

Тому для нормально розподiленої вибiрки, оцiнка

𝑆2 = 𝜎2
𝑋 =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 −𝑋)2

не ефективна. Однак, якщо МС 𝑚𝑋 заздалегiдь
вiдоме, то оцiнка

𝜎2
𝑋 =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 −𝑚𝑋)2

незсунута, спроможна i ефективна. Якiсть одержа-
них оцiнок параметрiв оцiнюється на пiдставi мi-
ри точностi оцiнок, серед яких найбiльш пошире-
ною є середня квадратична похибка. Ця мiра поро-
джує вiдповiдний критерiй оптимальностi оцiнок –
критерiй мiнiмуму середньоквадратичної похибки.
Для незмiщених оцiнок мiрою їх точностi є диспер-
сiя, а критерiєм оптимальностi – критерiй мiнiму-
му дисперсiї.

Але параметри положення 𝑚𝑋 екстремуму кри-
вої щiльностi 𝑓𝑋(𝑥) розподiлу та її розмах 𝜎𝑋 ви-
значають не фiзичну величину, а характеризують
вигляд функцiї 𝑓𝑋(𝑥) розподiлу щiльностi ймовiр-
ностей її випадкових значень. Цi поняття зручнi
для нормального, експоненцiйного, трапецеїдаль-
ного та iнших розподiлiв, що використовують ме-
тод моментiв, який справджується лише тодi, коли
iнтеграли вiдповiдних обчислень не розбiгаються.
Бiльш унiверсальним є поняття про центр розпо-
дiлу, який визначається як центр тяжiння розпо-
дiлу або 50% квантиль. Центр тяжiння розподiлу
ВВ – це механiчний аналог МС, якщо прийняти,
що ймовiрностi значень – це маси точок.

У фiзицi на основi моделi про центр тяжiння
обґрунтовується, що довiльне тiло у невизначено-
му станi намагається зайняти рiвноважний стан.
Точно так довiльна ВВ за умови значної кiлько-
стi вимiрювань прямує до свого рiвноважного (в
розумiннi середнього). Такий пiдхiд вимагає ли-
ше iснування моменту нульового порядку та па-
раметра, що характеризує ширину розподiлу. Для
симетричного розподiлу, центр тяжiння збiгається
iз модою. Але на вiдмiну вiд моди, поняття про
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центр тяжiння розподiлу правомiрне для усiх роз-
подiлiв. Так, для розподiлу Кошi МС не iснує, то-
дi як визначення центра тяжiння кривої розподiлу
для нього правомiрне. Вiдсутня мода i для рiвно-
мiрного розподiлу.

Характеристикою флуктуацiї в хаотичних си-
стемах є дисперсiя, що пов’язує мiж собою пер-
ший i другий початковi моменти та характеризує
її iнтенсивнiсть, тому випадок 𝐷𝑋 = 0 фiзично-
го змiсту не має. Наприклад, в електричному колi
дисперсiя, переважно виражає середню електри-
чну потужнiсть, що видiляється на активному еле-
ктричному опорi змiнною складовою електричної
напруги чи струму. В змiнному електричному ко-
лi параметру 𝜎𝑋 будуть вiдповiдати покази вольт-
метра або амперметра, якщо шляхом включення
в коло конденсатора, усунена стала складова еле-
ктричного сигналу .

З точки зору теоретичного моделювання диспер-
сiї в фiзичнiй системi, важливо встановити ста-
тистично залежнi чи незалежнi фiзичнi величи-
ни, значення яких змiнюються випадково. В безме-
жному 𝑋 ∈ [−∞; +∞] iнтервалi розсiяння значень
ВВ, дисперсiя обчислюється як другий централь-
ний момент:

𝐷𝑋 =

∞∫︁
−∞

(︀
𝑥−𝑋

)︀2
𝐶𝑋𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 =

=

∞∫︁
−∞

(︁
(𝑥)

2
+𝑋

2 − 2𝑥𝑋
)︁
𝐶𝑋𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 (1)

i характеризує розкид значень вiдносно початку
вiдлiку на осi абсциси 2. Для статистично незале-
жних ВВ, iнтеграл (1) дорiвнює

𝐷𝑋 = 𝐶𝑋

{︃ ∞∫︁
−∞

(𝑥)
2
𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥+𝑋

2

∞∫︁
−∞

𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥−

− 2𝑋

∞∫︁
−∞

𝑥𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥

}︃
=𝑋2+𝑋

2

∞∫︁
−∞

𝐶𝑋𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥−2𝑋
2
.

(2)

2 В теорiї ймовiрностей, дисперсiя – це мiра розсiяння вiд
середнього, тодi як у математичнiй статистицi, вона ха-
рактеризує ступiнь розсiяння кiлькiсних значень стати-
стичної вибiрки вiдносно середнього – МС квадрату вiд-
хилення ВВ вiд її МС.

Оскiльки при цьому треба задовiльнити умову
нормування, то для статистично незалежних ВВ,
рiвняння дисперсiї матиме вигляд:

𝐷𝑋 = 𝑋2 −𝑋
2
. (3)

Тут за оцiнку МС 𝑚𝑋 ВВ𝑋 взято середнє 𝑋, як
незмiщена, обґрунтована спроможна оцiнка, яка за
наявностi в розподiлi дисперсiї, ще є асимптотично
нормальною оцiнкою.

Статистичнi середнi 𝑋 i 𝑋2 також вiдiграють
важливу роль в фiзичних системах. Наприклад,
якщо в електричному колi середнiй квадрат 𝑋2

можна пов’язати iз усередненим по часу середнiм
квадратом випадкової напруги або струму, то се-
реднiй квадрат буде пропорцiйний середнiй еле-
ктричнiй потужностi, яка видiляється на активно-

му опорi
√︁
𝑥(𝑡)2. В електротехнiцi, таке значення

вiдоме як ефективне.
З iншого боку, в ймовiрнiсних моделях для фiзи-

чного моделювання треба враховувати, що в дiй-
сностi абсолютнi величини невiд’ємнi i iнтервал
розсiяння їх випадкових значень насправдi напiво-
бмежений 𝑋 ∈ (0,+∞). Оскiльки, як свiдчить до-
свiд, щiльнiсть розподiлу ймовiрностi 𝑓𝑋(𝑥) вели-
ких вiдхилень 𝑥 вiд середнього 𝑚𝑋 спадає пропор-
цiйно експонентi exp

(︀
−𝑥2

)︀
з екстремумом в точцi

𝑥 = 0, то для практичного застосування прида-
тнiший закон розподiлу щiльностi ймовiрностей, в
якому шляхом вiднiмання вiд змiнної середнього
значення 𝑚𝑋 ВВ 𝑋 центрована:

𝑔(𝑋) = 𝑋 −𝑚𝑋 . (4)

Тодi на шкалi центрованої змiнної, екстремум екс-
поненти 𝑓𝑋(𝑥) ≈ exp

(︀
−(𝑥−𝑚𝑋)2

)︀
зсувається в

точку з координатою 𝑥 = 𝑚𝑋 .
Перехiд на осi абсцис вiд шкали абсолютних зна-

чень 𝑋 фiзичної величини до шкали центрованих
значень 𝑋 − 𝑚𝑋 не деформує самої кривої Гау-
са, тому центровану змiнну можна пiддати норму-
ванню:

𝑔(𝑋) = 𝑈 =
𝑋 −𝑚𝑋√

2𝜎𝑋

=
√
𝑝𝑋 (𝑋 −𝑚𝑋), (5)

що дозволяє забезпечити в розрахунках безвимiр-
нiсть показника експоненти i нормаль 𝑁(𝑚𝑋 , 𝜎𝑋)
спростити до стандартного з нульовим МС i оди-
ничною дисперсiєю 𝑁(0, 1). Вiн симетричний i для
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нього точкою симетрiї є координата моди, значен-
ня якої збiгається iз центром тяжiння – МС, а не-
парнi центральнi моменти дорiвнюють нулю, хоч
зворотне твердження не завжди справджується.
Так, рiвнiсть нулю третього центрального момен-
ту – це лише необхiдна умова симетричностi роз-
подiлу.

Нормування (5) не змiнює координати макси-
муму експоненти exp

(︁
− (𝑥−𝑚𝑋)2

𝜎2
𝑋

)︁
, тому функцiя

щiльностi 𝑓𝑋(𝑥) матиме аналiтичний вигляд:

𝑓𝑋(𝑥) =
𝐶𝑋√︀
2𝜋𝜎2

𝑋

𝑒
−
(︁
𝑥−𝑚𝑋√

2𝜎𝑋

)︁2
=

= 𝐶𝑋

√︂
𝑝𝑋
𝜋

exp
(︀
−𝑝𝑋(𝑥−𝑚𝑋)2

)︀
. (6)

Напiвобмеженому iнтервалi 𝑋 ∈ (0,+∞) розсiян-
ня значень нормально розподiленої ВВ 𝑋, вiдпо-
вiдає область 𝑈 ∈ (−√

𝑝𝑚𝑋 ,+∞) для центровано-
нормованої ВВ:

𝑥 = 0 : 𝑢|𝑥=0=−√
𝑝𝑚𝑋 , 𝑥 = +∞ : 𝑢|𝑥=+∞=+∞

(7)

i iнтеграл нормування для визначення сталої 𝐶𝑋

запишеться у виглядi:

𝐶𝑋∈(0,+∞)

∞∫︁
0

𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐶𝑋∈(0,+∞) ×

×
∞∫︁
0

√︂
𝑝𝑋
𝜋

exp
(︀
−𝑝𝑋(𝑥−𝑚𝑋)2

)︀
𝑑𝑥 =

=
𝐶𝑋∈(0,+∞)√

𝜋

∞∫︁
−√

𝑝𝑋𝑚𝑋

𝑒−𝑢2

𝑑𝑢 = 1. (8)

З точки зору геометричної iнтерпретацiї iнте-
грала, як площi пiд кривою 𝑓𝑋(𝑥), значен-
ня iнтеграла

∫︀∞
0

𝑓𝑋∈(0,+∞)(𝑥)𝑑𝑥 менше iнтегра-
ла

∫︀∞
−∞ 𝑓𝑋∈(−∞,+∞)(𝑥)𝑑𝑥, тобто iнтервал 𝑋 ∈

∈ (0,+∞) – це усiчений безмежний iнтервал
(−∞,+∞), в якому усунутi вiд’ємнi значення ар-
гумента. Тому усiчений нормальний розподiл за-
стосовують для моделювання надiйностi фiзико-
технiчних систем [24–27], фiзичних процесiв пере-
несення заряду в електронних приладах [28, 29],
тощо, хоч насправдi теорiя випадкових процесiв

iз обмеженою областю розсiяння значень ВВ бу-
ла побудована давно, ще в роботах Ейнштейна i
Смолуховського [30, 31]. Саме вони запропонували
один iз перших алгоритмiв математичної обробки
даних з метою оцiнки функцiї розподiлу i щiль-
ностi ймовiрностей емпiричних залежностей за ви-
бiркою експериментальних даних. Зв’язок броунiв-
ського руху iз гаусовим розподiлом зручно проде-
монструвати за допомогою вiдомого у фiзицi рiв-
няння Фоккера–Планка (або рiвняння Крамерса)
[32, 33]:
𝜕

𝜕𝑡
𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝐷

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑓(𝑡, 𝑥). (9)

Воно описує процес руху броунiвських частинок
щiльнiстю розподiлу 𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝜕

𝜕𝑡P(𝑥, 𝑡) пiд дiєю ви-
падкових сил i має розв’язок

𝑓(𝑡, 𝑥) =
𝐶√
4𝜋𝐷

1√
𝑡
exp

(︂
− 𝑥2

4𝐷𝑡

)︂
. (10)

Розв’язок (10) формально нагадує функцiю Гау-
са, якщо величину 2𝐷𝑡 трактувати як дисперсiю
𝜎2 = 2𝐷𝑡. Тут P(𝑥, 𝑡) – ймовiрнiсть перебування
частинки в точцi з координатою 𝑥 в момент часу
𝑡, де 𝐷 – коефiцiєнт дифузiї.

Для усiченого iнтервалу розсiяння значень ВВ
𝑋, iнтеграли Гауса для обчислення статистичних
середнiх 𝑋 i 𝑋2 не зводяться до квадратур ана-
лiтично, тобто не виражаються через елементарнi
функцiї. Для їх обчислення введена спецiальна не-
елементарна табульована функцiя erf(𝑥) похибок
[34]:

erf (𝑥) =
2√
𝜋

𝑥∫︁
0

exp

(︂
−𝑢2

2

)︂
𝑑𝑢. (11)

Якщо вибiрка ВВ пiдпорядковується нормально-
му розподiлу iз стандартним вiдхиленням 𝜎𝑋 , то
erf
(︁

𝑚√
2𝜎

)︁
виражає ймовiрнiсть того, що її значення

вiдхилиться вiд середнього не бiльше нiж на 𝑚𝑋 .
Функцiя похибок зв’язана з функцiєю стандартно-
го 𝑁(0, 1)розподiлу через нормовану функцiю Ла-
пласа:

Φ(𝑥) =
1√
2𝜋

𝑥∫︁
−∞

exp

(︂
−𝑢2

2

)︂
𝑑𝑢. (12)
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За допомогою функцiї erf (𝑥) за алгоритмом

P (𝑋 6 𝑥𝑎) =

⎧⎨⎩0,5− erf
(︁
𝑚𝑋−𝑥𝑎

𝜎𝑋

)︁
для 𝑥𝑎 6 𝑚𝑋

0,5 + erf
(︁
𝑥𝑎−𝑚𝑋

𝜎𝑋

)︁
для 𝑥𝑎 > 𝑚𝑋

(13)

розроблений так званий стандарт “3𝜎” довiрчих iн-
тервалiв i сформульованi правила:

P (|𝑋 −𝑚𝑋 | 6 𝜎𝑋) = 2 erf(1) = 0,685,

P (|𝑋 −𝑚𝑋 | 6 𝜎𝑋) = 2 erf(2) = 0,991,

P (|𝑋 −𝑚𝑋 | 6 𝜎𝑋) = 2 erf(3) = 0,998,

(14)

якi дозволяють iз заданою довiрчою ймовiрнiстю
проектувати параметри фiзичної моделi iз випад-
ковими флуктуацiями.

Важливiсть функцiй Гауса в статистичному мо-
делюваннi фiзичних систем пiдтверджена вiдомим
у фiзицi ймовiрнiсним розподiлом Максвелла. Не-
зважаючи на те, що декартовi складовi вектора
швидкостi хаотичного руху частинок рiвноважної
системи пiдлягають нормальному розподiлу, роз-
подiл абсолютних швидкостей частинок пiдпоряд-
ковується розподiлу Максвелла:

𝑓(𝜗𝑧) =

√︂
1

𝜋

𝑚

2𝑘B𝑇
exp

(︂
− 𝑚𝜗2

𝑧

2𝑘B𝑇

)︂
=

=

√︂
𝑝𝜗𝑍

𝜋
exp

(︀
−𝑝𝜗𝑍

𝜗2
𝑧

)︀
⇒ 𝑝𝜗𝑍

=
𝑚

2𝑘B𝑇
. (15)

Отже, прирiвнявши мiж собою функцiю (15) з
функцiєю Гауса, одержимо, що

1

2𝜎2
𝜗𝑍

=
𝑚

2𝑘B𝑇
⇒ 𝜎𝜗𝑍

=
𝑘B𝑇

𝑚
.

Таким чином, середньо-квадратичне вiдхилення
(СКВ) проекцiї швидкостi у вiдповiдному напрям-
ку зростає лiнiйно абсолютнiй температурi та обер-
нено пропорцiйне масi частинки.

Ймовiрнiсним аналогом центра мас

𝑦𝑐 =

∑︀
𝑦𝑘𝑚𝑘∑︀
𝑚𝑘

i моменту iнерцiї вiдносно нього

𝐼𝑚𝑋
=
∑︁

(𝑦𝑘 − 𝑎)2𝑚𝑘

є МС i дисперсiя. Тому зручно переносити ана-
логiю оптимiзацiї закономiрностей динамiки обер-
тання системи матерiальних точок масами 𝑚𝑘 на

невагомому стрижнi на алгоритм мiнiмiзацiї флу-
ктуацiйних процесiв (дисперсiї) у фiзичнiй системi
при русi її в напрямку рiвноважного стану. Згiдно
iз даною аналогiєю, в задачi оптимiзацiї динамiки
обертового руху системи матерiальних точок нав-
коло вибраної осi обертання означає, що треба зна-
йти оптимальне значення параметра 𝑎 її просто-
рового розташування, для якого момент iнерцiї (а
отже дисперсiя флуктуацiй) мiнiмальний. В обер-
товiй системi кожна з точок розташована вздовж
осi на вiдстанi 𝑦𝑘 вiд одного з її кiнцiв, взято-
го за початок вiдлiку, перпендикулярного до осi
обертання.

У процесi обертання радiус-вектор 𝑦𝑘 описує
круг площею 𝜋 𝑦2𝑘. Тому обчислимо щiльнiсть роз-
подiлу площi круга 𝑓𝑆𝑘

(𝑠𝑘) з параметрами цього
𝑚𝑆 , 𝜎𝑆 , якщо значення 𝑦𝑘 розсiянi за нормальним
законом 𝑁(𝑚𝑌 , 𝜎𝑌 ):

𝑦𝑘 =
1√
𝜋

√
𝑠𝑘,

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑦𝑘
𝑑𝑠𝑘

⃒⃒⃒⃒
=

1

2
√
𝜋

1
√
𝑠𝑘

. (16)

Обернена функцiя 𝑠𝑘 = 𝜋 𝑦2𝑘 двозначна, тому iз
рiвностi 𝑓𝑌𝑘

(𝑦𝑘)𝑑𝑦𝑘 = 𝑓𝑆𝑘
(𝑠𝑘)𝑑𝑠𝑘 одержимо, що

𝑓𝑆𝑘
(𝑠𝑘) = 𝑓𝑌𝑘

(𝑦𝑘)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑦𝑘
𝑑𝑠𝑘

⃒⃒⃒⃒
= 𝑓𝑌𝑘

(𝑦𝑘)
1

2
√
𝜋 𝑠𝑘

. (17)

Модуль вiд вiдношення похiдних взятий тому, щоб
усунути вплив змiни знака похiдної, тому

𝑓𝑆𝑘
(𝑠𝑘) =

√
𝑝𝑆𝑘

2𝜋
√
𝑠𝑘

{︁
exp

(︀
−𝑝𝑌 (

√
𝑠𝑘 −

√
𝜋𝑚𝑌 )

2
)︀
+

+ exp
(︀
−𝑝𝑌 (

√
𝑠𝑘 +

√
𝜋𝑚𝑌 )

2
)︀}︁
, (18)

де

𝑝𝑌 =
1

2𝜋𝜎2
𝑌

, 𝑝𝑆𝑘
=

1

2𝜎2
𝑆𝑘

.

Площа набуває невiд’ємних значень, тому стати-
стичне середнє 𝑚𝑆𝑘

буде дорiвнювати

𝑚𝑆𝑘
= 𝑆𝑘 =

=

+∞∫︀
0

𝑠𝑘

{︁
𝑒−𝑝𝑌 (

√
𝑠𝑘−

√
𝜋𝑚𝑌 )2+𝑒−𝑝𝑌 (

√
𝑠𝑘+

√
𝜋𝑚𝑌 )2

}︁
𝑑𝑠𝑘

+∞∫︀
0

{︀
𝑒−𝑝𝑌 (

√
𝑠𝑘−

√
𝜋𝑚𝑌 )2+𝑒−𝑝𝑌 (

√
𝑠𝑘+

√
𝜋𝑚𝑌 )2

}︀
𝑑𝑠𝑘

=

=

√
2

𝜋𝜎𝑌

{︂ √
𝜋

4𝑝𝑌
√
𝑝𝑌

+ 𝜋𝑚2
𝑌

√
𝜋

2
√
𝑝𝑌

}︂
= 𝜋

(︀
𝜎2
𝑌 +𝑚2

𝑌

)︀
.

(19)
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Обчислимо аналогiчно статистичне середнє 𝑆2
𝑘:

𝑆2
𝑘 =

=

+∞∫︀
0

𝑠2𝑘

{︁
𝑒−𝑝𝑌 (

√
𝑠𝑘−

√
𝜋𝑚𝑌 )2 + 𝑒−𝑝𝑌 (

√
𝑠𝑘+

√
𝜋𝑚𝑌 )2

}︁
𝑑𝑠𝑘

+∞∫︀
0

{︀
𝑒−𝑝𝑌 (

√
𝑠𝑘−

√
𝜋𝑚𝑌 )2 + 𝑒−𝑝𝑌 (

√
𝑠𝑘+

√
𝜋𝑚𝑌 )2

}︀
𝑑𝑠𝑘

=

= 𝜋2
(︀
3𝜎4

𝑌 +𝑚4
𝑌 + 6𝜎2

𝑌 𝑚
2
𝑌

)︀
. (20)

Таким чином, СКВ буде дорiвнювати

𝜎𝑆𝑘
= 𝜋(3𝜎4

𝑌 +𝑚4
𝑌 + 6𝜎2

𝑌 𝑚
2
𝑌 −𝑚4

𝑌 −

−𝜎4
𝑌 − 2𝜎2

𝑌 𝑚
2
𝑌 )

1/2 =
√
2𝜋𝜎𝑌 (𝜎

2
𝑌 + 2𝑚2

𝑌 )
1/2. (21)

Оскiльки СКВ 𝜎𝑆𝑘
i математичне сподiвання 𝑚𝑆𝑘

вже не можуть змiнюватись незалежно один вiд
одного, а залежнi вiд статистично незалежних
𝑚𝑌 , 𝜎𝑌 , то лише оптимiзацiєю значень 𝑚𝑌 , 𝜎𝑌 гау-
сових ВВ представляється можливим оптимiзува-
ти стан iз мiнiмальним СКВ.

I на завершення вiдзначимо таке. Для моделю-
вання фiзичних систем iз випадковими впливами,
актуальним питанням є обсяг вибiрки експеримен-
тальних результатiв, який взятий для проведення
статистичного аналiзу. За теоремою Ляпунова [35]
не можна використовувати ймовiрнiснi обчислен-
ня, якщо обсяг вибiрки 𝑛 6 20 − 30. При малому
обсязi вибiрки 𝑛 < 30 оцiнка СКВ розподiлу нена-
дiйна, тому застосовують розподiл Стьюдента. За
його допомогою обчислюють ймовiрнiсть вiдхиле-
ння 𝑋 вiд 𝑚𝑋 , не перевищує деяку величину 𝜎𝑋 :

𝑝
(︀
−𝜎𝑋 < 𝑋 −𝑚𝑋 < +𝜎𝑋

)︀
=

=
1

𝜎𝑋

√︂
2

𝜋

𝑚𝑋+𝜎𝑋∫︁
𝑚𝑋−𝜎𝑋

exp

(︃
−
(︀
𝑋 −𝑚𝑋

)︀2
2𝜎2

𝑋

)︃
𝑑𝑋. (22)

Тодi вiдхилення середнього арифметичного вiд
дiйсного значення вимiрюваної величини не буде
перевищувати

Δ𝑝 = 𝑡𝑝𝑆𝑋 = 𝑡𝑝
𝑆𝑋√
𝑛
. (23)

При цьому точнiсть наближеної рiвностi 𝑋 ≈ 𝑚𝑋

зростає iз збiльшенням 𝑛. Однак, цей висновок ще
не означає, що для збiльшення точностi кiнцевих

результатiв треба намагатись в першу чергу збiль-
шити точнiсть окремих вимiрювань. Коефiцiєнти
Стьюдента 𝑡𝑝 табульованi для рiзних значень ймо-
вiрностей P i ступеней вiльностi 𝑘 = 𝑛− 1. Грани-
чним випадком розподiлу Стьюдента при 𝑘 = 1 є
розподiл Кошi (вiдсутнє СКВ i дисперсiя, оскiль-
ки iнтеграл розходиться i не може бути зроблена
ефективна оцiнка центра розподiлу, тому для ви-
значення центра використовують медiану), а при
𝑘 → ∞ – розподiл Гауса. Розподiл Кошi, або Ло-
рентца, або Вiгнера–Брейта вiдiграє важливу роль
у фiзичному моделюваннi. Незважаючи на те, що
у вiдомих законах пропорцiйностi Ома, Гука чи iн-
ших при достатньому обсязi незалежних вимiрю-
вань спаду напруги 𝑈𝑅 на активному опорi 𝑅 та
сили струму крiзь нього, чи деформацiї тiла Δ𝑥 та
прикладеної до нього сили 𝐹𝑋 у законi Гука, що за-
безпечує нормальний розподiл їх флуктуацiй, роз-
подiл випадкових змiн коефiцiєнтiв пропорцiйностi
𝑅 = 𝑈𝑅

𝐼𝑅
, 𝑘 = 𝐹𝑋

Δ𝑥 пiдлягатиме розподiлу Кошi, на
що не завжди звертається достатня увага.

3. Висновки

З точки зору досягнення максимальної завершен-
ностi в побудовi статистичного портрету фiзичної
моделi, викладенi вище закономiрностi можуть
слугувати як першi кроки для встановлення ха-
рактеру розподiлу випадкових значень величин,
одержаних в результатi експериментальних вимi-
рювань. Але вони потрiбнi.

Оцiнка закону розподiлу з заданою довiрчою
ймовiрнiстю вимагає розширення спектра засто-
сування статистично-ймовiрнiсних дослiджень, як
ступеня перекриття смуг розподiлiв [36, 37], па-
раметра вiдстанi мiж ними [38], моделювання ме-
тодами узагальнених [39, 40] i змiшаних [41, 42]
розподiлiв, тощо. Саме комплекснiсть опрацюва-
ння експериментальних даних, дозволило сьогоднi
успiшно реалiзувати такi високотехнологiчнi мето-
ди вiзуалiзацiї складних об’єктiв як атомно-силова
i тунельна мiкроскопiя, ядерно-магнiтна резонан-
сна спектроскопiя [43, 44 ], тощо.

Однак, в читача не повинна скластись думка про
те, що випадковi закономiрностi фiзичних величин
обов’язково повиннi пiдпорядковуватись нормаль-
ному розподiлу. Вiдомi фiзичнi процеси, в яких ви-
падковi закономiрностi пiдтверджують правомiр-
нiсть iнших законiв, наприклад, експоненцiально-
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го в радiоактивному розпадi [45] (але якщо експе-
римент повторити 𝑛 разiв i кожного разу визна-
чати сталу розпаду, то при 𝑛 → ∞ її статистика
прямуватиме до гаусової), показникового в явищах
синергетики та фрактальної динамiки [46, 47], ло-
гнормального в прогнозах оптимальної локалiзацiї
корисних копалин за геофiзичними спостережен-
нями [48], тощо. Але це тема iншої роботи.
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P.Kosobutskyy

OPTIMAL REGULARITIES
OF THE NORMAL DISTRIBUTION
FOR ESTIMATING THE SAMPLE STATISTICS
OF THE RESULTS OF A PHYSICAL EXPERIMENT

S u m m a r y

Basic probabilistic principles for the formation of the normal

distribution for random fluctuations of physical quantities un-

der the action of independent random factors on the physical

system have been formulated. The emphasis is made on the

integrated approach to the probabilistic statistical analysis of

a sample of experimental results.
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