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БЕЗМАСОВА ГРАНИЦЯ РIВНЯНЬ
БАРГМАНА–ВIГНЕРА ДЛЯ МАСИВНОГО ГРАВIТОНАУДК 539.1.01

Данi про вiдкриття гравiтацiйних хвиль привернули увагу до питання iснування маси
у гравiтонiв, тобто до питання масивного гравiтона. Масивний гравiтон – це частин-
ка зi спiном 2 та ненульовою масою. Метою роботи є дослiдження границi реляти-
вiстських хвильових рiвнянь масивного гравiтона для випадку нульової маси частинки.
Рiвняння для гравiтона ненульової маси базуються на рiвняннях Баргмана–Вiгнера у
п’ятивимiрному просторi-часi iз сигнатурою (++++−). Безмасова границя масивного
гравiтона зберiгає усi можливi стани поляризацiї. Цi стани вiдповiдають LL-гравiтону
(спiральнiсть 0), TL-гравiтону (спiральнiсть ±1) та TT-гравiтону (спiральнiсть ±2).

К люч о в i с л о в а: рiвняння Баргмана–Вiгнера, масивний гравiтон, хвильовi рiвняння.

1. Вступ

Спостереження гравiтацiйних хвиль в перiод 2015–
2017 рр. привернуло увагу до старого питання, чи
є у гравiтонiв маса, тобто до проблеми масивного
гравiтона [1, 2]. Масивний гравiтон – гiпотетична
частинка зi спiном 2, маса 𝑚 якої оцiнюється як
менша за 10−22–10−32 eB. Мета даного дослiджен-
ня – розглянути масивний гравiтон як безмасовий
у п’ятивимiрному просторi-часi та показати, що усi
п’ять станiв його поляризацiї зберiгаються у без-
масовiй границi у просторi-часi Мiнковського, на
вiдмiну вiд загальноприйнятої точки зору [3].

2. Хвильовi рiвняння Ландау–Пайерлса для
свiтлових квантiв та рiвняння Бронштейна
для гравiтацiйних квантiв

У 1930 р. Л. Ландау та Р. Пайерлс першими роз-
глянули питання про хвильову функцiю свiтло-
вого кванта. На початку роботи [4] Ландау та
Пайерлс слушно припустили, що свiтловий квант
треба описувати рiвняннями Максвелла у вакуумi
(будемо вважати, що 𝑐 = ~ = 1):

Ė = rotH, divE = 0, (1)
Ḣ = −rotE, divH = 0. (2)

За Ландау i Пайерлсом в рiвняннях (1), (2) векто-
ри E та H є комплексними величинами.
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Ландау i Пайерлс наклали на E та H додатковi
обмеження, якi вiдтинали розв’язки рiвнянь (1),
(2) з вiд’ємними енергiями. Позначивши “хвильову
функцiю” фотона, як F ≡ E (або F ≡ H), Ландау i
Пайерлс написали для “хвильової функцiї” F такi
“хвильовi рiвняння”:

Ḟ = −
√
ΔF, (3)

divF = 0. (4)

де
√
Δ – iнтегро-диференцiйний оператор,

√
ΔE(x) =

1

2𝜋2𝑖
Δ

∫︁
E(y)

|x− y|2
𝑑3𝑦. (5)

Якщо шукати розв’язок рiвнянь (3), (4) у виглядi
плоскої хвилi

F = 𝑒𝑖(kx−𝜔𝑡)f , (6)

то з них випливають такi вирази:

𝜔 = |k|, (7)
(kf) = 0, (8)

Рiвняння (7) вiдрiзняється вiд наслiдкiв рiвнянь
Максвелла (1), (2):

𝜔 = ±|k|. (9)

Згодом стало зрозумiло, що саме рiвняння Ма-
ксвелла (1), (2) з комплексними E та H i є хвильо-
вими рiвняннями для свiтлових квантiв (фотонiв).

582 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2018. Т. 63, № 7



Безмасова границя рiвнянь Баргмана–Вiгнера для масивного гравiтона

Щоб прояснити фiзичний квантово-механiчний
змiст рiвнянь Максвелла, як хвильових рiвнянь
для фотонiв, доцiльно замiсть шести комплексних
величин E та H ввести шiсть комплексних вели-
чин (векторiв Рiмана–Зiльберштейна [5–7] 𝜓+ та
𝜓−):

𝜓± = E± 𝑖H. (10)

Тепер рiвняння Максвелла (1), (2) набувають ви-
гляду

𝑖
𝜕

𝜕𝑡
𝜓± = ±rot𝜓±, (11)

div𝜓± = 0. (12)

Вiдзначимо переваги переходу вiд векторiв E та H
до векторiв 𝜓+ та 𝜓−:

1. Рiвняння Максвелла перетворились у двi не-
залежнi пари рiвнянь для двох функцiй 𝜓+ та 𝜓−.

2. Функцiї 𝜓+ та 𝜓− при перетвореннях вла-
сної групи Лоренца перетворюються досить про-
сто i незалежно одна вiд другої. Так, при переходi
у систему вiдлiку, що рухається вiдносно iншої зi
швидкiстю v, новi функцiї мають вигляд

𝜓′
± =

𝜓± ± 𝑖[v,𝜓±]√
1− v2

. (13)

3. Рiвняння (11) має вигляд рiвняння Шредин-
гера:

𝑖
𝜕

𝜕𝑡
𝜓 = 𝐻𝜓 (14)

з гамiльтонiаном 𝐻 = ±rot.
4. Фiзичний змiст гамiльтонiана 𝐻 = ±rot та-

кий: 𝐻 = ±(sp), де s – оператор спiна фотона
(𝑠𝑖)𝑘𝑙 = −𝑖𝜀𝑖𝑘𝑙; p – оператор iмпульсу фотона,
𝑝𝑖 = −𝑖 𝜕

𝜕𝑥𝑖
; 𝜀𝑖𝑘𝑙 – повнiстю антисиметричний оди-

ничний символ Левi–Чивiта, 𝜀123 = 1.
Таким чином, якщо фотони мають певнi енергiї

та iмпульси, то рiвняння (11) описують фотони з
правою (𝑅, або +) та лiвою (𝐿, або −) спiраль-
ностями.

Як було з’ясовано у роботi [8], рiвняння Вейля
[9] для безмасового нейтрино (𝑠 = 1

2 ), хвильовi рiв-
няння Максвелла для фотона (𝑠 = 1), та хвильовi
рiвняння Бронштейна [10] для гравiтона (𝑠 = 2)
мають однакову теоретико-групову природу i вiд-
повiднi гамiльтонiани 𝐻 = ± 1

𝑠 (sp). (Докладнiше
про це див. [11–15]).

У роботi М.П. Бронштейна [10] рiвняння для
слабких гравiтацiйних хвиль були представленi у
формi, у якiй спорiдненнiсть з рiвняннями Ма-
ксвелла була очевидною. Так, рiвняння Максвелла
(1), (2) можна записати у виглядi

𝜕

𝜕𝑡
𝐸𝑖 = 𝜀𝑖𝑘𝑙

𝜕

𝜕𝑥𝑘
𝐻𝑙,

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝐸𝑖 = 0,

𝜕

𝜕𝑡
𝐻𝑖 = −𝜀𝑖𝑘𝑙

𝜕

𝜕𝑥𝑘
𝐸𝑙,

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝐻𝑖 = 0.

(15)

Рiвняння Айнштайна для слабких гравiтацiйних
хвиль у формi Бронштейна мають вигляд

𝜕

𝜕𝑡
𝐸𝑖𝑗 = 𝜀𝑖𝑘𝑙

𝜕

𝜕𝑥𝑘
𝐻𝑙𝑗 ,

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝐸𝑖𝑗 = 0,

𝜕

𝜕𝑡
𝐻𝑖𝑗 = −𝜀𝑖𝑘𝑙

𝜕

𝜕𝑥𝑘
𝐸𝑙𝑗 ,

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝐻𝑖𝑗 = 0,

(16)

де 𝐸𝑖𝑗 та 𝐻𝑖𝑗 – симетричнi безслiднi тензори 1,

𝐸𝑖𝑗 = 𝑅4𝑗4𝑖 =
1

4
𝜀𝑖𝑘𝑙𝜀𝑗𝑚𝑛𝑅𝑘𝑙𝑚𝑛,

𝐻𝑖𝑗 =
𝑖

2
𝜀𝑖𝑚𝑛𝑅4𝑗𝑚𝑛 =

𝑖

2
𝜀𝑖𝑚𝑛𝑅𝑚𝑛4𝑗 ,

(17)

𝑅𝜇𝜈𝜌𝜎 – айнштайнiвський тензор кривизни.
У роботi [10] Бронштейн не вводив термiнiв “гра-

вiтон” та “хвильова функцiя гравiтацiйного кван-
та”. Вiн розглядав комплекснi тензори 𝐸𝑖𝑗 та 𝐻𝑖𝑗 ,
як розв’язки рiвнянь (16). Що є нiчим iншим, як
хвильовими функцiями гравiтонiв, а рiвняння (16)
вiдповiдними хвильовими рiвняннями.

3. Хвильовi рiвняння для фотонiв
та гравiтонiв у спiнорнiй формi

У 1929 р. на прохання П. Еренфеста Б.Л. ван дер
Варден розвинув спiнорний аналiз [16]. Першими
у спiнорнiй формi розглянули рiвняння Максвелла
Лапорт та Уленбек у 1931 р. [17]. Вони згадали про
вектор Рiмана–Зiльберштейна i використали його
у своїй роботi (у Рiмана та Зiльберштейна був тiль-
ки один вектор H− 𝑖E). Скориставшись векторами

1 Для перевiрки симетричностi правої частини рiвнянь (16)
вiдносно iндексiв 𝑖 та 𝑗 зробимо таке: розглянемо рiзни-
цю 𝜀𝑖𝑘𝑙

𝜕
𝜕𝑥𝑘

𝐻𝑙𝑗 − 𝜀𝑗𝑘𝑙
𝜕

𝜕𝑥𝑘
𝐻𝑙𝑖. Користуючись властивiстю

(17) та 𝜀𝑖𝑘𝑙𝜀𝑚𝑛𝑙 = 𝛿𝑖𝑚𝛿𝑘𝑛 − 𝛿𝑖𝑛𝛿𝑘𝑚 можна показати, що
ця рiзниця дорiвнює нулю. А отже тензор є симетричним
вiдносно перестановки 𝑖 та 𝑗. Симетричнiсть iншого тен-
зора доводиться аналогiчно.
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Рiмана–Зiльберштейна (10), ми можемо записати
рiвняння (11) та (12) у виглядi(︂
𝜕

𝜕𝑡
𝐼 ± 𝜎

𝜕

𝜕x

)︂
𝜓(±) = 0, (18)

де 𝜓(±) – 2 × 2-матриця (𝜓(±))
𝛽
𝛼 = (𝜓±𝜎)

𝛽
𝛼, (𝜎)𝛽𝛼 –

звичайнi матрицi Паулi. Рiвняння (11) та (12) ви-
пливають з рiвнянь (18) та формули, яка визначає
добуток матриць Паулi:

𝜎𝑖𝜎𝑘 = 𝛿𝑖𝑘𝐼 + 𝑖𝜀𝑖𝑘𝑙𝜎𝑙. (19)

Введемо замiсть 10 комплексних величин 𝐸𝑖𝑗 та
𝐻𝑖𝑗 10 комплексних величин (аналогiв векторам
Рiмана–Зiльберштейна):

𝜓(±)𝑖𝑗
= 𝐸𝑖𝑗 ± 𝑖𝐻𝑖𝑗 . (20)

Визначимо спiнтензор

𝜓(±)𝛼𝛽𝛾𝛿
= 𝜓(±)𝑖𝑗

(𝜎𝑖)𝛼𝛽(𝜎𝑗)𝛾𝛿, (21)

де (𝜎𝑖)𝛼𝛽 = (𝜎𝑖)
𝛾
𝛼𝜀𝛾𝛽 – симетричнi матрицi, тоб-

то (𝜎𝑖)𝛼𝛽 = (𝜎𝑖)𝛽𝛼, 𝜀𝛾𝛽 – повнiстю антисиме-
тричний одиничний символ Левi–Чивiта, 𝜀12 = 1.
Можна довести, що спiн-тензор (21) повнiстю
симетричний.

Наведемо тепер рiвняння Вейля, рiвняння Макс-
велла, та рiвняння Бронштейна у спiнорнiй формi(︂
𝜕

𝜕𝑡
𝐼 ± 𝜎

𝜕

𝜕x

)︂𝜂

𝛼

𝜓(±)𝜂
= 0, (22)(︂

𝜕

𝜕𝑡
𝐼 ± 𝜎

𝜕

𝜕x

)︂𝜂

𝛼

𝜓(±)𝜂𝛽
= 0, (23)(︂

𝜕

𝜕𝑡
𝐼 ± 𝜎

𝜕

𝜕x

)︂𝜂

𝛼

𝜓(±)𝜂𝛽𝛾𝛿
= 0. (24)

Запис наведених рiвнянь у спiнорнiй формi пе-
реконливо демонструє спорiдненiсть всiх цих
рiвнянь.

Рiвняння (22)–(24) – це релятивiстськi хвильовi
рiвняння у нерелятивiстських позначеннях. Реля-
тивiстська iнварiантнiсть цих рiвнянь не є очеви-
дною. Це недолiк цих рiвнянь. У позначеннях, що
введенi ван дер Варденом (звичайнi спiнорнi iнде-
кси та iндекси з крапкою), вони набувають вигля-
ду

(𝜎𝜇)
�̇�𝛼 𝜕

𝜕𝑥𝜇
𝜓(−)𝛼(𝑥) = 0,

(𝜎𝜇)𝛼�̇�
𝜕

𝜕𝑥𝜇
𝜓�̇�
(+)(𝑥) = 0,

(25)

(𝜎𝜇)
�̇�𝛼 𝜕

𝜕𝑥𝜇
𝜓(−)𝛼𝛽(𝑥) = 0,

(𝜎𝜇)𝛼�̇�
𝜕

𝜕𝑥𝜇
𝜓�̇��̇�
(+)(𝑥) = 0,

(26)

(𝜎𝜇)
�̇�𝛼 𝜕

𝜕𝑥𝜇
𝜓(−)𝛼𝛽𝛾𝛿(𝑥) = 0,

(𝜎𝜇)𝛼�̇�
𝜕

𝜕𝑥𝜇
𝜓�̇��̇��̇��̇�
(+) (𝑥) = 0,

(27)

де матрицi (𝜎𝜇)�̇�𝛼 та (𝜎𝜇)𝛼�̇� визначаються як

(𝜎𝜇)
�̇�𝛼 = (𝜎, 𝑖𝐼), (𝜎𝜇)𝛼�̇� = (𝜎.− 𝑖𝐼). (28)

Рiвняння (25)–(27) набувають компактнiшої фор-
ми, якщо вiд двокомпонентних спiнорiв перейти
до дiракiвських чотирикомпонентних бiспiнорiв.
При цьому, наприклад у випадку фотона, доцiль-
но вiд векторiв Рiмана–Зiльберштейна повернути-
ся до комплексних векторiв Ландау i Пайерлса
E ≡ E та H ≡ H та до чотиривимiрного антисиме-
тричного тензора комплексного електромагнiтно-
го поля 𝐹𝜇𝜈(𝑥) = −𝐹𝜈𝜇(𝑥) = (E(𝑥),H(𝑥)), який i
вважати хвильовою функцiєю фотона. У спiнорнiй
формi обидвi пари рiвнянь Максвелла

𝐹𝜇𝜈,𝜈 = 0, 𝐹𝜇𝜈,𝜌 + 𝐹𝜈𝜌,𝜇 + 𝐹𝜌𝜇,𝜈 = 0, (29)

набувають такого вигляду

(𝛾𝜇)
𝛽
𝛼𝐹𝜌𝜎,𝜇(𝛾𝜌𝛾𝜎)

𝛿
𝛽 = 0, тобто 𝛾𝜇𝐹𝜌𝜎,𝜇𝛾𝜌𝛾𝜎 = 0,

(30)

де 𝛾𝜇 – матрицi Дiрака, а хвильовi рiвняння для
безмасового нотофа [18] 𝐹𝜇(𝑥) = (F(𝑥), 𝑖𝐹0(𝑥))

𝐹𝜇,𝜇 = 0, 𝐹𝜇,𝜈 − 𝐹𝜈,𝜇 = 0, (31)

набувають такого вигляду

(𝛾𝜇)
𝛽
𝛼𝐹𝜌,𝜇(𝛾𝜌)

𝛿
𝛽 = 0, тобто 𝛾𝜇𝐹𝜌,𝜇𝛾𝜌 = 0. (32)

(Про спiнорний аналiз та застосування спiнорiв у
теорiї релятивiстських хвильових рiвнянь та у за-
гальнiй теорiї вiдносностi див. [19–21].)

4. Три рiзновиди
рiвнянь Прока, фотон та нотоф

Релятивiстськi хвильовi рiвняння для масивної ча-
стинки зi спiном 1 (рiвняння Прока) можна запи-
сати у трьох (при 𝑚 ̸= 0) формах [22]:

𝐹𝜇𝜈,𝜈 = 𝑚2𝐹𝜇, (33)
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𝐹𝜇,𝜈 − 𝐹𝜈,𝜇 = 𝐹𝜇𝜈 , (34)

𝑊 = |E|2 + |H|2 +𝑚2(|F|2 + |𝐹0|2), (35)

де 𝑊 – густина енергiї. Прока вважав, що його рiв-
няння бiльш вiдповiднi для опису електрона, нiж
рiвняння Дiрака.

Можна також записати рiвняння Прока та пози-
тивну густину енергiї у такiй формi [23]:

𝐹𝜇𝜈,𝜈 = 𝐹𝜇, (36)

𝐹𝜇,𝜈 − 𝐹𝜈,𝜇 = 𝑚2𝐹𝜇𝜈 , (37)

𝑊 = 𝑚2(|E|2 + |H|2) + |F|2 + |𝐹0|2. (38)

Рiвняння (33)–(35) у певному сенсi симетричнi рiв-
нянням (36)–(38): у першому випадку у безмасо-
вiй границi ми втрачаємо нотоф, в другому – фо-
тон. Якщо рiвняння (33)–(35) описують “масивний
фотон”, то рiвняння (36)–(38) описують “масивний
нотоф”. У статтi [23] перший та другий варiанти
рiвнянь Прока детально проаналiзованi з викори-
станням рiвнянь Баргмана–Вiгнера [24].

Третiй варiант рiвнянь Прока було використано
у роботi Басса та Шредингера [25]. У безмасовiй
границi цих рiвнянь “виживають” i фотон, i нотоф:

𝐹𝜇𝜈,𝜈 = 𝑚𝐹𝜇, (39)

𝐹𝜇,𝜈 − 𝐹𝜈,𝜇 = 𝑚𝐹𝜇𝜈 , (40)

𝑊 = |E|2 + |H|2 + |F|2 + |𝐹0|2. (41)

В останнiх рiвняннях 𝐹𝜇𝜈 та 𝐹𝜇 мають однакову
розмiрнiсть, бо i 𝐹𝜇𝜈 , i 𝐹𝜇 це рiвноправнi компо-
ненти однiєї багатокомпонентної хвильової функ-
цiї. Третiй варiант рiвнянь Прока просто узагаль-
нюється на випадок п’ятивимiрного часопростору,
що i буде використано у данiй роботi. Слiд вiдзна-
чити, що використаний нами п’ятивимiрний опис
фотонiв та гравiтонiв вперше було застосовано у
теорiї релятивiстських рiвнянь довiльного спiну
Й.К. Любаньськiм у 1942 р. [26] i п’ята додаткова
просторово-подiбна координата цiлком рiвноправ-
на з iншими трьома просторово-подiбними коорди-
натами. Ця п’ятивимiрнiсть значно простiша i не
пов’язана з п’ятивимiрними теорiями Т. Калуци
[27] та О. Кляйна [28].

5. Рiвняння Баргмана–Вiгнера
для масивного гравiтона

Спочатку розглянемо звичайну масивну нереляти-
вiстську частинку зi спiном 2. Тобто будемо вва-
жати, що хвильова функцiя масивного гравiтона
це повнiстю симетричний спiн-тензор четвертого
рангу:

𝜙𝑎𝑏𝑐𝑑 = 𝜙𝑎𝑏𝑐𝑑(x, 𝑡). (42)

Як було доведено Е. Майораною у 1928 р. [29], до-
вiльна хвильова функцiя (42) завжди може бути
представлена у виглядi:

𝜙𝑎𝑏𝑐𝑑 = 𝐴{𝜙(1)
𝑎 𝜙

(2)
𝑏 𝜙(3)

𝑐 𝜙
(4)
𝑑 }, (43)

де 𝐴 – деяка константа, позначення {} означає пов-
ну симетризацiю за усiма iндексами, 𝜙(𝑖)

𝑎 – певнi
двокомпонентнi спiнори 2. При переходi до реля-
тивiстської теорiї, у випадку спiну 1

2 , нереляти-
вiстський спiнор 𝜙𝑎(𝑎 = 1, 2) потрiбно замiнити
4-компонентним дiракiвським бiспiнором 𝜓𝛼(𝛼 =
= 1, 2, 3, 4), який задовольняє рiвняння Дiрака:(︂
𝛾𝜇

𝜕

𝜕𝑥𝜇
+𝑚

)︂𝛽

𝛼

𝜓𝛽(𝑥) = 0, (44)

де 𝛾𝜇 – матрицi Дiрака, 𝑥𝜇 = (x, 𝑖𝑡) та𝑚 – часопро-
сторова координата та маса частинки. Природно у
(43) усi чотири нерелятивiстськi спiнори замiнити
дiракiвськими бiспiнорами та вважати, що хвильо-
ва функцiя масивного гравiтона має вигляд:

𝜓𝛼𝛽𝛾𝛿(𝑥) = 𝐴{𝜓(1)
𝛼 𝜓

(2)
𝛽 𝜓(3)

𝛾 𝜓
(4)
𝛿 }. (45)

Ясно, що хвильова функцiя (45) задовольняє рiв-
няння Баргмана–Вiгнера [24]:(︂
𝛾𝜇

𝜕

𝜕𝑥𝜇
+𝑚

)︂𝜆

𝛼

𝜓𝜆𝛽𝛾𝛿(𝑥) = 0. (46)

Оскiльки спiн-тензор 𝜓𝛼𝛽𝛾𝛿 є повнiстю симетри-
чним, то немає значення на який iндекс дiє ма-
триця (𝛾𝜇 𝜕

𝜕𝑥𝜇
+𝑚).

2 Теорема Майорани була перевiдкрита Р. Пенроузом у
1960 р. [30] i використана для аналiзу алгебраїчних вла-
стивостей тензора кривизни у загальнiй теорiї вiдносно-
стi (класифiкацiї типiв гравiтацiйних полiв за Петро-
вим [31]).
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6. П’ятивимiрна форма рiвнянь
Баргмана–Вiгнера для масивного гравiтона

Рiвняння Дiрака (44) можна представити у п’яти-
вимiрному виглядi. Домножимо рiвняння (44) на
𝑖𝛾5,(︂
𝑖𝛾5𝛾𝜇

𝜕

𝜕𝑥𝜇
+ 𝑖𝑚𝛾5

)︂
𝜓 = 0. (47)

Введемо п’яту координату 𝑋5, нову хвильову
функцiю

Ψ(𝑥,𝑋5) = 𝑒𝑖𝑚𝑋5𝜓(𝑥), (48)

та новi матрицi Γ𝐴 (𝐴 = 1, 2, 3, 4, 5):

Γ𝜇 = 𝑖𝛾5𝛾𝜇,Γ5 = 𝛾5. (49)

П’ять координат (𝑋𝜇 = 𝑥𝜇, 𝑋5) ми будемо позна-
чати великою лiтерою 𝑋. Тепер можемо записати
рiвняння Дiрака для хвильової функцiї (48) у ви-
глядi

Γ𝐴
𝜕

𝜕𝑋𝐴
Ψ(𝑋) = 0. (50)

Зробивши аналогiчнi змiни з рiвнянням (46), пере-
пишемо його у такому виглядi:

𝜕

𝜕𝑋𝐴
(Γ𝐴)

𝜆
𝛼Ψ𝜆𝛽𝛾𝛿(𝑋) = 0. (51)

7. П’ятивимiрна тензорна форма рiвнянь
Баргмана–Вiгнера для масивного гравiтона

Спочатку розглянемо випадок масивного фотона.
Будемо вважати, аналогiчно до (45), що хвильова
функцiя масивного фотона – це повнiстю симетри-
чний тензор 2 рангу:

𝜓𝛼𝛽(𝑥) = 𝐴{𝜓(1)
𝛼 𝜓

(2)
𝛽 }, (52)

де 𝐴 – деяка константа. Ясно, що хвильова фун-
кцiя (52) задовольняє рiвняння Баргмана–Вiгнера:(︂
𝛾𝜇

𝜕

𝜕𝑥𝜇
+𝑚

)︂𝜆

𝛼

𝜓𝜆𝛽(𝑥) = 0. (53)

У п’ятивимiрному просторi 𝑋𝐴 = (𝑋𝜇 = 𝑥𝜇, 𝑋5)
хвильова функцiя

Ψ𝛼𝛽(𝑋) = 𝑒𝑖𝑚𝑋5𝜓𝛼𝛽(𝑥) (54)

задовольняє рiвняння, аналогiчне до (51):

𝜕

𝜕𝑋𝐴
(Γ𝐴)

𝜆
𝛼Ψ𝜆𝛽(𝑋) = 0. (55)

Введемо iнфiнiтезимальнi оператори (𝑆𝐴𝐵)
𝛽
𝛼 уза-

гальненої групи Лоренца 𝑆𝑂(4, 1), якi дiють на
дiракiвськi бiспiнори у п’ятивимiрному просторi з
п’яти-координатами 𝑋𝐴 та iнварiантною формою
𝑋𝐴𝑋𝐴:

𝑆𝐴𝐵 =
Γ𝐴Γ𝐵 − Γ𝐵Γ𝐴

4𝑖
, (56)

Розглянемо новi матрицi

(𝑆𝐴𝐵)
𝛼𝛽 = (𝐶−1)𝛼𝛾(𝑆𝐴𝐵)

𝛽
𝛾 , (57)

де 𝐶 – антисиметрична матриця зарядового спря-
жiння 𝐶𝛼𝛽 = −𝐶𝛽𝛼. Десять матриць (𝑆𝐴𝐵)

𝛼𝛽 ма-
ють такi важливi властивостi симетрiї:

(𝑆𝐴𝐵)
𝛼𝛽 = −(𝑆𝐵𝐴)

𝛼𝛽 = (𝑆𝐴𝐵)
𝛽𝛼. (58)

Введемо тензорну хвильову функцiю масивного
фотона:

Φ𝐴𝐵(𝑋) = −Φ𝐵𝐴(𝑋) = (𝑆𝐴𝐵)
𝛼𝛽Ψ𝛼𝛽(𝑋). (59)

Неважко впевнитися, що хвильова функцiя (59)
задовольняє такi рiвняння:

Φ𝐴𝐵,𝐵 = 0, (60)

Φ𝐴𝐵,𝐶 +Φ𝐵𝐶,𝐴 +Φ𝐶𝐴,𝐵 = 0, (61)

де комою позначено частинну похiдну, тобто Φ,𝐴 ≡
≡ 𝜕

𝜕𝑋𝐴
Φ.

Введемо хвильову функцiю у просторi Мiнков-
ського 𝐹𝐴𝐵(𝑥):

Φ𝐴𝐵(𝑋) = 𝑒𝑖𝑚𝑋5𝐹𝐴𝐵(𝑥), (62)

та позначення

𝐹𝜇5(𝑥) = 𝑖𝐹𝜇(𝑥). (63)

Для функцiй 𝐹𝜇𝜈 та 𝐹𝜇 рiвняння (60) та (61) пере-
йдуть у рiвняння Прока (39) та (40) для масивної
частинки зi спiном 1:

𝐹𝜇𝜈,𝜈 = 𝑚𝐹𝜇, (64)

𝐹𝜇,𝜈 − 𝐹𝜈,𝜇 = 𝑚𝐹𝜇𝜈 . (65)
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З рiвнянь (61) та позначень у рiвняннях (62)–(64)
випливає рiвняння (66):

𝐹𝜇𝜈,𝜌 + 𝐹𝜈𝜌,𝜇 + 𝐹𝜌𝜇,𝜈 = 0, (66)

Аналогiчно iз (60) та умов (62)–(64) отримуємо
(67):

𝐹𝜇,𝜇 = 0. (67)

Безмасову границю рiвнянь Прока (64), (65) бу-
ла вперше проаналiзовано у 1955 р. Басом та Шре-
дiнгером [25]. При 𝑚 = 0 ми одержимо з рiвнянь
(64)–(67) такi вирази:

𝐹𝜇𝜈,𝜈 = 0, 𝐹𝜇𝜈,𝜌 + 𝐹𝜈𝜌,𝜇 + 𝐹𝜌𝜇,𝜈 = 0, (68)

𝐹𝜇,𝜇 = 0, 𝐹𝜇,𝜈 − 𝐹𝜈,𝜇 = 0. (69)

Рiвняння (68) є звичайними рiвняннями Максвел-
ла для комплексних полiв 𝐹𝜇𝜈(𝑥), тобто хвильови-
ми рiвняннями для фотонiв (𝑇 -фотонiв, згiдно з
[25]). Рiвняння (69) вiдповiдають частинкам, якi у
[25] було названо 𝐿-фотонами, а пiзнiше – “ното-
фами” [18]. З (69) випливає, що

𝐹𝜇 =
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝜇
, �𝜑 = 0, (70)

тобто 𝐿-фотон, або нотоф – це звичайна безмасова
скалярна частинка. Таким чином, ми бачимо, що
у випадку масивного фотона, який має 3 ступенi
поляризацiї, при 𝑚 → 0 залишаються усi 3 ста-
ни, на вiдмiну вiд хибного уявлення, поширеного
Вiгнером [3] (Згiдно з Вiгнером у безмасовiй гра-
ницi, при 𝑚 → 0, залишаються лише максимальнi
проекцiї спiну на напрямок руху частинки, в за-
гальному випадку спiну 𝑆, проекцiї 𝑆 та −𝑆).

Аналогiчно до (59), тензорна хвильова функцiя
масивного гравiтона має вигляд:

𝐺𝐴𝐵𝐶𝐷(𝑋) = 𝑆𝛼𝛽
𝐴𝐵𝑆

𝛾𝛿
𝐶𝐷Ψ𝛼𝛽𝛾𝛿(𝑋). (71)

Зрозумiло, що

𝐺𝐴𝐵𝐶𝐷(𝑋) = −𝐺𝐵𝐴𝐶𝐷(𝑋) = −𝐺𝐴𝐵𝐷𝐶(𝑋) =

= 𝐺𝐶𝐷𝐴𝐵(𝑋). (72)

З узагальнених спiввiдношень Паулi–Фiрця [32] ви-
пливає, що

𝐺𝐴𝐵𝐶𝐵(𝑋) = 0, (73)

𝜀𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐺𝐴𝐵𝐶𝐷(𝑋) = 0. (74)

З рiвнянь Баргмана–Вiгнера (51) витiкає, що нова
хвильова функцiя задовольняє рiвняння

𝐺𝐴𝐵𝐶𝐷,𝐷(𝑋) = 0, (75)
𝐺𝐴𝐵𝐶𝐷,𝐸 +𝐺𝐴𝐵𝐷𝐸,𝐶 +𝐺𝐴𝐵𝐸𝐶,𝐷 = 0. (76)

Цi рiвняння не є незалежними: (75) можна отрима-
ти iз (76) згорткою за парою iндексiв. Впевнимося
у тому, що отриманi властивостi симетрiї тензора
𝐺𝐴𝐵𝐶𝐷 обмежують кiлькiсть його компонент до
тiєї самої кiлькостi, що i властивостi симетрiї хви-
льової функцiї у формi Баргмана–Вiгнера Ψ𝛼𝛽𝛾𝛿,
яка є повнiстю симетричним спiнтензором четвер-
того рангу у чоторивимiрному спiнорному просто-
рi. Кiлькiсть компонент у повнiстю симетричного
тензора 𝑛-го рангу у 𝑚-вимiрному просторi можна
знайти за формулою:

𝑁 =
(𝑛+𝑚− 1)!

𝑛! (𝑚− 1)!
, (77)

що у нашому випадку дає 𝑁 = 35. Спiввiдноше-
ння (72) обмежують кiлькiсть компонент тензо-
ра 𝐺𝐴𝐵𝐶𝐷 до 10(10+1)

2 = 55: 15 рiвнянь (73) та
5 рiвнянь (74) зменшують загальну кiлькiсть до
𝑁 = 55− 15− 5 = 35. Таким чином, кiлькiсть ком-
понент хвильових функцiй Ψ𝛼𝛽𝛾𝛿 та 𝐺𝐴𝐵𝐶𝐷 збiга-
ються.

Ми бачимо, що симетричнi властивостi тензора
хвильової функцiї гравiтона (71) збiгаються з вла-
стивостями лiнеаризованого тензора Вейля [33] 5-
вимiрного простору.

8. Узагальненi рiвняння
Прока для масивного гравiтона

Використовуючи рiвняння (73), представимо тен-
зорну функцiю масивного гравiтона у чотириви-
мiрному виглядi:

𝐺𝜇𝜈𝜌𝜎 = 𝑅𝜇𝜈𝜌𝜎, (78)
𝐺5𝜈𝜌𝜎 = 𝑖𝐻𝜌𝜎𝜈 , (79)
𝐺5𝜇5𝜈 = 𝐻𝜇𝜈 = −𝑅𝜇𝜈 , (80)
𝑅𝜇𝜇 = 𝑅 = 0. (81)

Пiдставляючи цi властивостi у рiвняння (73)–(76),
отримуємо такi вирази:

𝑅𝜇𝜈𝜌𝜎,𝜆 +𝑅𝜇𝜈𝜎𝜆,𝜌 +𝑅𝜇𝜈𝜆𝜌,𝜎 = 0, (82)
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𝐻𝜈𝜎,𝜆 −𝐻𝜈𝜆,𝜎 = 𝑚𝐻𝜎𝜆𝜈 . (83)

Iз рiвнянь (75) випливає, що

𝑅𝜇𝜈𝜌𝜎,𝜎 = −𝑚𝐻𝜇𝜈𝜌. (84)

Наслiдком рiвняння

𝐻𝜇𝜈𝜌,𝜎 −𝐻𝜇𝜈𝜎,𝜌 = −𝑚𝑅𝜇𝜈𝜌𝜎, (85)

є рiвнiсть

𝐻𝜌𝜎𝜈,𝜎 = −𝑚𝐻𝜈𝜌. (86)

Iз (76) також випливає

𝐻𝜌𝜎𝜈,𝜆 +𝐻𝜎𝜆𝜈,𝜌 +𝐻𝜆𝜌𝜈,𝜎 = 0. (87)

У чотиривимiрному позначеннi з рiвняння (75) мо-
жна отримати таке важливе спiввiдношення:

𝐻𝜇𝜈,𝜈 = 0. (88)

Розглянемо безмасову границю рiвнянь для ма-
сивного гравiтона (78)–(88). При 𝑚 = 0 рiвняння
(83) перейдуть у

𝐻𝜈𝜎,𝜆 −𝐻𝜈𝜆,𝜎 = 0, (89)

Як наслiдок, тензор 𝐻𝜈𝜎 є похiдною другого по-
рядку вiд скалярної функцiї:

𝐻𝜈𝜎 =
𝜕2𝜑

𝜕𝑥𝜈𝜕𝑥𝜎
, (90)

За аналогiєю до роботи Баса та Шредингера, на-
звемо частинки, якi вiдповiдають цим рiвнянням
LL-гравiтоном. Запишемо попереднi вирази для
випадку нульової маси. Рiвняння (82), (87) та (88)
залишаться без змiн. Рiвняння (84)–(86) можна за-
писати як:

𝑅𝜇𝜈𝜌𝜎,𝜎 = 0, (91)

𝐻𝜇𝜈𝜌,𝜎 −𝐻𝜇𝜈𝜎,𝜌 = 0, (92)

𝐻𝜌𝜎𝜈,𝜎 = 0, (93)

Залишилися три рiвностi симетрiї

𝐻𝜌𝜎𝜎 = 0, (94)

𝐻𝜇𝜈𝜌 +𝐻𝜈𝜌𝜇 +𝐻𝜌𝜇𝜈 = 0, (95)

𝑅𝜇𝜈𝜌𝜎 +𝑅𝜇𝜌𝜎𝜈 +𝑅𝜇𝜎𝜈𝜌 = 0. (96)

Розглянемо детальнiше рiвняння (92), (94) та (95).
З них можна отримати вирази:

𝐻𝜇𝜈𝜌 =
𝜕𝑓𝜇𝜈
𝜕𝑥𝜌

, (97)
𝜕𝑓𝜇𝜈
𝜕𝑥𝜈

= 0, (98)

𝜕𝑓𝜇𝜈
𝜕𝑥𝜌

+
𝜕𝑓𝜈𝜌
𝜕𝑥𝜇

+
𝜕𝑓𝜌𝜇
𝜕𝑥𝜈

= 0. (99)

Частинку, яка задовольняє цим рiвнянням, знову
ж, згiдно з [25], назвемо TL-гравiтоном.

З рiвнянь (81), (91), (96) випливають рiвнян-
ня Бронштейна [10], що вiдповiдають частинкам
зi спiральнiстю ±2, тобто TT-гравiтонам. Необ-
хiдно зазначити, що спiральнiсть суперпозицiї лi-
вого та правого гравiтонiв може дорiвнювати до-
вiльному дiйсному числу мiж 2 та +2, в тому
числi й 0. Випадок нуля є аналогом лiнiйної по-
ляризацiї фотонiв, саме з таких гравiтонiв скла-
даються гравiтацiй хвилi, якi були зареєстрованi
у 2015–2017 рр. Це зауваження стосується i TL-
гравiтонiв. Зауважимо, що у випадку рiвнянь Айн-
штайна, компоненти тензора 𝑅𝜇𝜈𝜌𝜎 є дiйсними чи-
слами, а в рiвняннях Бронштейна – комплексни-
ми, оскiльки тензор 𝑅𝜇𝜈𝜌𝜎 це хвильова функцiя
гравiтона.

9. Висновки

За допомогою редукцiї рiвнянь Баргмана–Вiгнера
для безмасового гравiтона в 5-вимiрному просторi
одержано систему хвильових рiвнянь, якi опису-
ють динамiку масивного гравiтона в 4-вимiрному
просторi. В границi нульової маси цi рiвняння пе-
реходять у рiвняння Клейна–Гордона для хвильо-
вої функцiї безмасової скалярної частинки, ваку-
умнi рiвняння Максвела для частинок зi спiраль-
ностями +1 та −1, а також у рiвняння Бронштейна
для гравiтонiв зi спiральностями +2 та −2. Зна-
йденi рiвняння узагальнюють на випадок спiну 2
рiвняння Прока у формулюваннi Баса та Шре-
дiнгера й доводять можливiсть збереження у без-
масовiй границi всiх 5 станiв поляризацiї масив-
ної частинки зi спiном 2. За аналогiєю до робо-
ти Баса та Шредiнгера, частинки з цими стана-
ми названо LL-гравiтоном (спiральнiсть 0), TL-
гравiтоном (спiральнiсть ±1) i TT-гравiтоном (спi-
ральнiсть ±2). Самe TT-гравiтони вiдповiдають
частинкам, якi вперше були описанi М. Бронш-
тейном [10].
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THE MASSLESS LIMIT
OF BARGMANN–WIGNER EQUATIONS
FOR A MASSIVE GRAVITON

S u m m a r y

Information about the discovery of gravity waves attract at-

tention to the graviton’s mass problem. The massive graviton

is a spin-2 particle with a non-zero mass. In this work, rela-

tivistic wave equations for a massive graviton have been stud-

ied in the limiting case of zero particle mass. The equations

for the non-zero-mass graviton are based on the Bargmann–

Wigner equations in the five-dimensional space-time with the

(+ +++−) signature. In the massless limit of massive gravi-

ton, all states with possible helicity values –0 (LL-graviton),

±1 (TL-graviton), and ±2 (TT-graviton) –are preserved.
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